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Memen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik,  der 
Technischen-  und  Natur -"Wissenschaften  nach  allen  Richtungen  hin 
weiter  auszubauen,  ist  ifein  stetes  durch  das  Vertrauen  und  Wohlwollen 
zahlreicher  hervorragender  Vertreter  dieser  Gebiete  von  Erfolg  begleitetes 
Bemühen,  wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hoffe,  daß  bei  gleicher 
Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  und  SQhulmänner  des  In-  und  Aus- 
landes auch  meine  weiteren  Unternehmungen  Lehrenden  und  Lernenden 
in  Wissenschaft  und  Schule  jederzeit  förderlich  sein  werden.  Verlags- 
anerbieten gediegener  Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir 
deshalb,  wenn  auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben 
Gegenstand  in  meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Leipzig, 
München  und  Wien  herausgegebene  Encyklopädie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  aufmerksam,  die  in  7  Bänden  die  Arithmetik  und 
Algebra,  die  Analysis,  die  Geometrie,  die  Mechanik,  die  Physik,  die 
Geodäsie  und  Geophysik  und  die  Astronomie  behandelt  und  in  einem 
Schlußband  Geschichte,  Philosophie  und  Didaktik  besprechen  wird.  Eine 
französische  Ausgabe,  von  französischen  Mathematikern  besorgt,  hat 
zu  erscheinen  begonnen. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheca  Mathematica  (Zeitschrift  für 
Geschichte  der  Mathematischen  Wissenschaften),  das  Archiv  der  Mathe- 
matik und  Physik,  die  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung,  die  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (Organ  für 
angewandte  Mathematik),  die  Zeitschrift  für  mathematischen  und 
naturwissenschaftlichen  Unterricht,  die  Mathematisch -natur- 
wissenschaftlichen Blätter,  ferner  Natur  und  Schule  (Zeitschrift 
für  den  gesamten  naturkundlichen  Unterricht  aller  Schulen),  die 
Geographische  Zeitschrift  u,  a. 

Seit  1868  veröfFentliche  ich:  „Mitteilungen  der  Verlagsbuch- 
handlung B.  G.  Teubner'^  Diese  jährlich  zweimal  erscheinenden 
„Mitteilungen",  die  in  30000  Exemplaren  im  In-  und  Auslande  von  mir  ver- 
breitet werden,  sollen  das  Publikum,  das  meinem  Verlage  Aufmerksamkeit 
schenkt,  von  den  erschienenen,  unter  der  Presse  befindlichen  und  von  den 
vorbereiteten  Unternehmungen  des  Teubnerschen  Verlags  durch  aus- 
führliche Selbstanzeigen  der  Verfasser  in  Kenntnis  setzen.  Die  Mit- 
teilungen werden  jedem  Interessenten  auf  Wunsch  regelmäßig 
bei  Erscheinen  umsonst  und  postfrei  von  mir  übersandt.  Das 
ausführliche  „Verzeichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf 
dem  Gebiete  der  Mathematik^  der  Technischen-  und  Natur- Wissen- 
schaften nebst  Grenzgebieten"  (100.  Ausgabe.  [XLVinu.272  S.]  gr.  8. 
1904.  vergriffen)  erscheint  im  Frühjahr  1908  in  neuer  Auflage  mit  ein- 
gehender alphabetischer  und  systematischer  Bibliographie  und  einem 
Gedenktagebuch  für  Mathematiker.  Wünsche  um  Zusendung,  die  kosten- 
frei erfolgt,  nehme  ich  jederzeit  gern  entgegen. 

Lkttzto,  Poststraße  3. 

B.  G.  Teubner. 
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.Aus  dem  Vorworte  zur  dritten  Auflage. 


Vom  Jakre  1884  an  erschien  zum  ersten  Male  Axel  Har- 
nacks  deutsche  Bearbeitung  von  Joseph  Alfred  Serrets  ,,Cours 
de  calcul  differentiel  et  integral^*. 

Als  eine  neue  Auflage  des  vielbegehrten  Werkes  nötig 
wurde,  übernahm  nach  Harnacks  Tode  Hen*  Georg  Bohlmann 
ihre  Besorgung. 

Nachdem  der  1897  erschienene  erste  Band  der  zweiten 
Auflage  vergriffen  war,  habe  ich  mich,  der  Aufforderung  des 
Herrn  Verlegers  folgend,  bereit  erklärt,  die  Neubearbeitung 
des  ganzen  dreibändigen  Werkes  zu  übernehmen.  Bei  dem 
Erscheinen  des  ersten  Bandes  in  dritter  Auflage  habe  ich 
Rechenschaft  abzulegen  über  die  Änderungen,  die  mir  darin 
nötig  erschienen: 

Es  war  nötig,  fast  den  ganzen  Text  neu  zu  schreiben,  so 
daß  man  vielleicht  jetzt  beim  Lesen  des  Buches  nicht  mehr 
empfindet,  daß  es  ursprünglich  eine  Übersetzung  war,  und  nicht 
mehr  heraushört,  was  von  Harnack  und  was  von  Bohhnann 
eingeschaltet  worden  ist.  Die  Figuren  waren  in  der  ersten 
Auflage  minderwertig,  und  in  der  zweiten  wurden  ebensolche 
hinzugefügt.  Daher  habe  ich  alle  Abbildungen  durch  neue  er- 
setzt. Ferner  habe  ich  die  Lehrsätze  besonders  formuliert,  so 
daß  klarer  hervortritt,  was  bewiesen  wird.  Die  Zahl  der  Rück- 
verweisungen ist  stark  vermehrt.  Dagegen  wurden  die  in  der 
zweiten  Auflage  am  Schlüsse  hinzufügten  literarischen  Hin- 
weise unterdrückt,  da  sie  meines  Erachtens  jemanden,  der  an 
das  Studium  dieses  dickleibigen  Bandes  herantritt,  nur  ent- 
mutigen können. 

In  Kürze  seien  die  wichtigeren  sachlichen  Änderungen  er- 
wähnt: Vor  allem  mußten  manche  Beweise  exakter  werden. 
Deshalb  wird  am  Anfange  eine  allerdings  recht  knappe  Dar- 
stellung der  Entwicklung  des  Zahlbegriffes  gegeben.  Nur  so 
wurde  es  z.B.  möglich,  für  die  Sätze  über  stetige  Funktionen 
und  für  das  Merkmal  der  Konvergenz  unendlicher  Reihen 
exakte  Beweise   zu   geben.     Die  auf  unentwickelte  Funktionen 
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IV  Vorwort. 

bezüglichen  Betrachtungen  wurden  für  sich  in  einem  Kapitel 
zusammengefaßt^  weil  sie  auf  viel  mehr  funktionentheoretischen 
Voraussetzungen  beruhen  als  die  über  entwickelte  Funktionen. 
Dabei  war  es  geboten,  den  Begriff  der  Unabhängigkeit  von 
Funktionen  und  Gleichungen  und  die  Funktional determinante 
einzuführen.  Die  Schwierigkeiten  in  der  Theorie  der  Maxima 
und  Minima  von  Funktionen  mehrerer  Veränderlicher  wurden 
etwas  schärfer  beleuchtet.  Besonders  viele  Änderungen  er- 
heischten diejenigen  Kapitel,  die  Anwendungen  der  Differen- 
tialrechnung auf  die  Geometrie  enthalten.  Vor  allem  ließ  die 
bisherige  Bearbeitung  fast  durchaus  die  exakte  Bestimmung 
der  Vorzeichen  der  auftretenden  Quadratwurzeln  vermissen,  die 
ja  unumgänglich  nötig  ist,  sobald  man  sich,  wie  es  Serret  tut, 
durchaus  auf  reelle  Gebilde  beschränkt.  Hierin  wurde  gründ- 
lich Wandel  geschaffen.  Bemerkungen  über  das  Rechnen  mit 
Polarkoordinaten  und  über  die  Scheitel  von  ebenen  Kurven 
sind  neu  aufgenommen.  Plan-  und  Filarevoluten  und  -evol- 
venten  werden  deutlich  gekennzeichnet  und  genauer  behandelt. 
Die  Begriffe:  Tangentenfläche  und  abwickelbare  Fläche  werden 
nicht  mehr  ohne  Beweis  als  identisch  aufgefaßt.  Bei  der  Theorie 
der  Indikatrizen  eines  Flächenpunktes  wurde  auf  die  ursprüng- 
liche Konzeption  Dupins  zurückgegangen.  Das  Kapitel  über 
elementare  Funktionen  von  komplexen  Veränderlichen  ist  gänz- 
lich neu  bearbeitet.  Ich  ging  dabei  von  der  Auffassung  aus, 
nur  soviel  zu  bringen,  als  für  die  Integralrechnung  in  der 
Fortsetzung  des  Werkes  nötig  ist. 

Besondere  Sorgfalt  habe  ich  darauf  gelegt,  solchen  Aus- 
sagen, die  phrasenhaft  erscheinen  oder  unklar  sein  könnten, 
bestimmtere  Gestalt  zu  geben  und  mit  voller  Aufrichtigkeit 
da,  wo  es  nötig  war,  auf  etwaige  schwache  Grundlagen  der 
Betrachtungen  hinzuweisen. 

Alles  in  allem  bestand  meine  bescheidene  Aufgabe  nur 
darin,  guten  alten  Wein  in  neue  Schläuche  zu  füllen,  wobei 
allerdings  gelegentlich  ein  kleiner  Zuschuß  zur  Ergänzung 
nötig  war. 

In  aufopfernder  Weise  hat  mich  Herr  Oberlehrer  Pro- 
fessor Dr.  Jakob  Kraus  in  Darmstadt  beim  Lesen  der  ersten 
und  mein  Kollege  Herr  Geh.  Hofrat  Prof.  Dr.  Friedrich  Bingel- 
dey  beim  Lesen  der  zweiten  Korrekturen  unterstützt.  Ihnen 
verdankt  das  Buch  mancherlei  Verbesserungen  in  Einzelheiten. 

Darm  Stadt,  im  Juni  1906. 


Vorwort  zur  vierten  und  fünften  Auflage. 


In  der  kurzen  Zeit  seit  dem  Erscheinen  der  neuen  Be- 
arbeitung dieses  Bandes  sind  mir  keine  Rezensionen^  die  hätten 
verwertet  werden  können,  rechtzeitig  zu  Gesicht  gekommen. 
Wohl  aber  hatte  ich  die  Freude,  von  mehreren  Seiten  brief- 
liche Mitteilungen  mit  dankenswerten  Korrekturen  zu  erhalten, 
insbesondere  von  Herrn  Prof.  Dr.  F.  Hocevar  in  Graz,  HeiTen 
W.  Flügel  in  Berlin,  P.  Lehmann  in  Feldkirch  und  F.  Bauschen 
in  Düren.  Mit  ganz  besonderem  Danke  aber  muß  ich  aner- 
kennen, daß  mein  verehrter  Freund,  Herr  Geh.  Hofrat  Prof. 
Dr.  F.  Dingeldey  in  Darmstadt  den  ganzen  Band  vor  dem  Neu- 
drucke einer  Durchsicht  unterzogen  und  mir  dabei  sehr  viele 
Verbesserungen  angegeben  hat. 

Ein  Bedürfnis  zu  einschneidenden  Änderungen  hatte  sich 
bisher  nicht  herausgestellt;  es  handelte  sich  vielmehr  nur  um 
Korrekturen  im  einzelnen.  Eine  Anzahl  von  Ungenauigkeiten 
konnte  ausgemerzt  werden;  außerdem  wurde  die  Gelegenheit 
wahrgenommen,  den  sprachlichen  Ausdruck  durch  zahllose 
kleine  Änderungen  zu  verbessern. 

Dabei  ist  an  der  Einteilung  in  Artikel  und  an  der  Nu- 
merierung der  Sätze  nichts  geändert  worden.  Infolgedessen 
gelten  die  RücJcverweisungen ,  die  der  im  vorigen  Jahre  er- 
schienene zweite  Band  (Integralrechnung)  enthältj  auch  für  diese 
neue  Auflage. 

Auf  die  Anfragen  wegen  des  Erscheinens  des  dritten 
Bandes  kann  ich  bei  dieser  Gelegenheit  antworten,  daß  er 
gegenwärtig  gedruckt  wird. 

Steglitz,  im  Juni  1908. 

Georg  Scheffers. 
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Einleitende  Begriffe. 


§  1.    Ton  den  Zahlen. 

1.  Der  Bereich  der  rationalen  Zahlen.  Die  Arith- 
metik geht  von  der  natürlichen  Zahlenreihe  1,  2^  'd,  .  .  .  aus^ 
also  von  den  ganzen  positiven  Zahlen.  Sie  stehen  in  einer 
Rangordnung:  jede  weiter  rechts  stehende  heißt  größer  als 
(>)  eine  weiter  links  stehende.  Addition  und  llidtijjlikation 
führen  in  diesem  Bereiche  stets  wieder  zu  ganzen  positiven 
Zahlen.     Dahei  gehorchen  sie  drei  formalen  Gesetzen^  dem  der 

Kommutation  : 

a  -{-  h  =  h  -}-  a     und     a  ■  b  =  h  •  a  ^ 

Association  : 

{a  -{- h)  -\-  c  =  a  -{-  {h  -{-  c)     und     (a  -  h)c  =  a(b  -  c) , 

Distribution: 

(a  -{-  b)c  =  a  '  c  -\-  b  '  c . 

Die  inversen  Operationen^  nämlich  SubtraJction  und  Division, 
sind  jedoch  in  diesem  Bereiche  nicht  stets  ausführhar.  Des- 
halb wird  das  Zahlengebiet  erweitert.  Man  befolgt  dabei  den 
Grundsatz  von  der  Erhaltung  der  formalen  Gesetze,  richtet  es 
nämlich  so  ein,  daß  auch  im  erweiterten  Bereiche  jene  drei 
Gesetze  gelten.  Die  Forderung  der  Ausführbarkeit  der  Sub- 
traktion führt  zur  Ntdl  und  zu  den  negativen  ganzen  Zahlen. 
Alle  ganzen  Zahlen  ...  —  3,  —  2,  —  1,  0,  1,  2,  3,  ...  stehen 
wieder  in  einer  Rangordnung;  jede  weiter  rechts  stehende 
heißt  größer  als  jede  weiter  links  stehende.  Die  Forderung 
der  Ausführbarkeit   der   Division  führt   noch   zur  Hinzunahme 
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aller  gebrochenen  Zahlen.  Das  so  gewonnene  Gebiet  heißt  der 
Bereich  aller  rationalen  Zahlen.  In  ihm  gelten  die  obigen  drei 
Gesetze  immer  noch.  Alle  rationalen  Zahlen  stehen  in  einer 
Rangordnung.  Sind  nämlich  ajh  und  cjd  zwei  rationale  Zahlen, 
so  dürfen  a,  h^  c,  d  als  ganze  Zahlen  und  insbesondere  die 
Nenner  h  und  d  als  positive  ^Zahlen  vorausgesetzt  werden; 
alsdann  heißt  ajh  >  cjd,  wenn  ad  y-  hc  ist.  Für  alle  ratio- 
nalen Zahlen  gelten  nun  die  Gesetze: 

Ist  p^  q  und    q'>  r,  so  ist  auch  p^  r. 

Ist  p  >  q,  so  ist  auch  i>  +  ^'  >  ^  +  qr. 

Ist  ])  >  q  und    r  >  0,  so  ist  auch  pr  '>  qr. 

Ist  p^  q,  aber  r  <  0,  so  ist  jedoch  pr  <  qr. 

Null  und  Eins  heißen  Modul  der  Addition  bzw.  Multipli- 
kation, da  ihnen  die  Eigenschaften  zukommen,  daß  für  jede 
rationale  Zahl  p 

p-\-0  =  0-^p=p,      p'l  =  l'p=p 

ist.    Das  Produkt  der  beiden  Moduln  ist  gleich  Null,  d.  h.  gleich 

dem  Modul  der  Addition.    Die  Nidl  spielt  daher  eine  besondere 

Rolle  im  Gebiete  der  Multiplikation;  für  jede  rationale  Zahl  |;  ist: 

p.O  =  Q.p  =  0, 

Daraus  folgt:  JDie  Division  durch  Null  ist  unbestimmt  und  muß 
daher  vermieden  werden. 

Jede  rationale  Zahl,  die  keine  ganze  Zahl  ist,  liegt  zwi- 
schen zwei  ganzen  Zahlen  a  und  a  +  1  und  ist  also  in  der 
Form  a  +  b/c  darstellbar,  wo  b/c  ein  positiver  echter  Bruch  und 
1/c  ein  Stammbruch  heißt.  Jeder  Stammbruch  1/c  läßt  sich 
vermöge  fortgesetzter  Division  von  10,  100,  1000  usw.  mit 
c  in  einen  Dezimalbruch  verwandeln;  da  die  Beste  bei  den  Di- 
visionen zwischen  0  und  c  liegen,  so  kehrt  nach  mindestens 
c  Operationen  der  alte  Rest  wieder,  oder  aber  die  Division 
geht  nach  mindestens  c  Operationen  auf.  Die  rationcden  Zahlen 
überhaupt  sind  mithin  durch  Dezimalbruche  darstellbar  und  zwar 
entweder  durch  endlose,  aber  periodische  oder  durch  endliche  De- 
zimalbrüche. In  der  Arithmetik  wird  gezeigt,  daß  umgekehrt 
jeder  solche  Dezimalbruch  in  der  Form  a  -\-  b/c  darstellbar  ist, 
wo  a  ganzzahlig  und  b/c  ein  positiver  echter  Bruch  ist. 
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Da  man  die  Differenz  zwischen  zwei  rationalen  Zahlen  in 
beliebig  viele  gleiche  Teile  teilen  kann^  so  folgt:  Zwischen 
zwei  rationalen  Zahlen  liegen,  wie  wenig  auch  ihre  Differenz 
von  Null  abweichen  mag,  stets  noch  unzählig  viele  rationale 
Zahlen.  Dies  meint  man,  wenn  man  kurz  sagt:  Der  Bereich 
der  rationalen  Zahlen  ist  überall  dicht. 

2.  Der  Bereich  der  reellen  Zahlen.  Kann  man  alle 
rationalen  Zahlen  in  zwei  Klassen  derart  teilen,  daß  jede  Zahl 
der  ersten  Klasse  kleiner  als  jede  Zahl  der  zweiten  Klasse  i^t 
so  sind  drei  Fälle  denkbar:  Entweder"  gibt  es  eine  größte  Zahl 
der  ersten  Klasse  oder  zweitens  eine  kleinste  Zahl  der  zweiten 
Klasse  oder  drittens  weder  das  eine  noch  das  andere.  Der  erste 
Fall  liegt  z.  B.  vor,  wenn  wir  zur  ersten  Klasse  alle  rationalen 
Zahlen  kleiner  oder  gleich  2,5  rechnen.  Alsdann  enthält  die 
zweite  Klasse  alle  rationalen  Zahlen  größer  als  2,5.  Es  gibt 
hier  keine  kleinste  Zahl  der  zweiten  Klasse,  denn  zwischen  2,5 
und  jeder  größeren  rationalen  Zahl  liegen  ja  noch  unzählig 
viele  rationale  Zahlen.  Der  ziveite  Fall  dagegen  liegt  vor, 
wenn  wir  zur  ersten  Klasse  alle  rationalen  Zahlen  kleiner  als 
2,5  und  zur  zweiten  alle  rationalen  Zahlen  größer  oder  gleich 
2,5  rechnen.  In  beiden  Beispielen  sagen  wir,  daß  die  rationale 
Zahl  2,5  die  Grenze  zwischen  den  beiden  Klassen  sei. 

Es  kann  aber,  wie  gesagt,  drittens  vorkommen,  daß  es 
keine  rationale  Zahl  derart  gibt,  daß  alle  Zahlen  der  einen 
Klasse  größer  oder  kleiner  als  diese  Zahl  sind.  In  diesem 
Falle  sagt  man,  daß  die  Grenze  zwischen  beiden  Klassen  eine 
irrationale  Zahl  sei,  die  größer  als  alle  Zahlen  der  ersten  und 
Meiner  als  alle  Zahlen  der  zweiten  Klasse  heißt.  Zwei  irra- 
tionale Zahlen  heißen  gleich,  wenn  durch  sie  alle  rationalen 
Zahlen  in  dieselben  beiden  Klassen  geteilt  werden.  Von  zwei 
irrationalen  Zahlen  heißt  eine  größer  als  die  andere,  wenn  es 
rationale  Zahlen  gibt,  die  kleiner  als  die  eine  und  größer  als 
die  andere  sind.  AUe  rationalen  und  irrationalen  Zahlen  stehen 
also  wieder  in  einer  Rangordnung.  Ihre  Gesamtheit  heißt  der 
Bereich  aller  reellen  Zalüen. 

Jede  irrationale  Zahl  liegt  zwischen  solchen  rationalen 
Zahlen,  deren  Differenz  beliebig  wenig  von  Null  verschieden 
gemacht  werden   kann.     Eine   reelle   Zahl   überhaupt   ist  \o]l- 
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ständig  definiert,  sobald  zwei  endlose  Folgen  von  rationalen 
Zahlen  p^,  p^,  Pzi  •  •  •  ^^^  Q^iy  Q.^7  Q.zj  •  -  -  irgendwie,  aber  so  de- 
finiert sind,  daß  erstens  die  p  der  Reihe  nach  immer  größer 
werden  (i?„+i>pj,  zweitens  die  q  der  Reihe  nach  immer  kleiner 
werden  (^„  +  i  <</«)?  drittens  jedes  p  kleiner  als  jedes  q  ist  und 
viertens  die  (stets  positive)  Differenz  q^—Pn  dadurch,  daß  man 
den  Index  n  hinreichend  groß  wählt,  kleiner  als  eine  beliebig 
klein  gewählte  positive  rationale  Zahl  ö  gemacht  werden  kann. 
Denn  unter  diesen  Voraussetzungen  ist,  wie  man  zeigen  könnte, 
eine  jede  beliebig  gegebene  rationale  Zahl  entweder  größer  als 
alle  p  oder  kleiner  als  alle  q,  so  daß  alle  rationalen  Zahlen 
in  der  Tat  in  zwei  Klassen  geteilt  sind.  Diese  Art  der  De- 
finition liegt  z.  B.  vor,  wenn  eine  irrationale  Zahl  durch  einen 
endlosen  und  nicht  periodischen  Dezimalbruch  definiert  wird. 
Wenn  z.  B.  1/2  berechnet  werden  soll,  so  gibt  es  eine  Vor- 
schrift, nach  der  man  den  Dezimalbruch  1,414  .  .  .  Ziffer  für 
Ziffer  berechnen  kann.  Wird  er  nun  nach  der  n^^^  Dezimalstelle 
abgebrochen,  so  entsteht  eine  rationale  Zahl  p)„-  Wird  in  ihr 
die  letzte  Dezimale  um  eine  Einheit  erhöht,  so  entsteht  eine 
größere  rationale  Zahl  q^.  Dabei  ist  q^—  2\=  1  •  lö^  Augen- 
scheinlich nimmt  hier  die  Reihe  aller  p^  zu,  die  aller  q^^  ab; 
außerdem  ist  jede  Zahl  p  kleiner  als  jede  Zahl  q,  und,  wenn 
man  eine  beliebig  kleine  positive  rationale  Zahl  ö  gewählt  hat, 
so  kann  man  7^  so  groß  annehmen,  daß  1  :  10"  und  mithin 
auch  q,^^  —  27^  kleiner  als  ö  wird. 

Man  hat  die  Rechenregeln  mit  Hilfe  des  Grundsatzes  von 
der  Erhaltung  der  formalen  Gesetze  auf  den  Bereich  aller 
reellen  Zahlen  so  übertragen,  daß  auch  hier  alle  in  Nr.  1  auf- 
gestellten Gesetze  gelten.  Da  schon  der  Bereich  aller  ratio- 
nalen Zahlen  überall  dicht  ist,  so  ist  um  so  mehr  der  JBereicJi 
aller  reellen  ZaJilen  überall  dicht. 

Über  den  Bereich  aller  reellen  Zahlen  soll  bis  auf  weiteres 
nicht  hinausgegangen  werden.  Vielmehr  verstehen  wir  in  der 
Folge,  solange  nicht  ausdrücklich  eine  andere  Festsetzung  ge- 
troffen wird,  unter  ZaJd  oder  Größe  schlechtweg  immer  eine 
reelle  Zahl. 

3.  Darstellung  der  reellen  Zahlen  durch  Strecken 
auf  einer  Geraden.  Auf  einer  etwa  wagerechten  Geraden  g 
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werden  zwei  Punkte,  der  jSfullpunM  0  und  der  EinheitspunM  E, 
irgendwo  festgesetzt,  der  Einheitspunkt  etwa,  um  etwas  Be- 
stimmtes vor  Augen  zu  haben,  rechts  vom  Nullpunkte.  Die 
Strecke  OE  soll  die  StrecJce  Eins  heißen.  Durch  ihre  Ver- 
vielfältigung über  E  hinaus  erhält  man  eine  Reihe  von  End- 
punkten. Die  Strecken  von  0  bis  zu  ihnen  heißen  die  Strecken 
2,  3,  4  usw.  Durch  beständiges  Abtragen  von  OE  über  0 
hinaus  nach  der  anderen  (linken)  Seite  entstehen  ebenso  die 
Strecken  —  1,  —  2,  —  3  usw.  Da  jede  rationale  Zahl  nach 
Nr.  1  in  der  Form  a  -\-  h/c  darstellbar  ist,  so  können  wir  jede 
solche  Zahl  ebenfalls  als  Strecke  abbilden,  indem  wir  den 
Unterschied  der  Strecken  a  und  a-\-l  in  c  gleiche  Teile  teilen 
und  den  ¥^^  Teilpunkt  als  Endpunkt  wählen.  Jede  rationale 
Zahl  wird  somit  durch  eine  in  0  beginnende  und  positiv  oder 
negativ,  d.  h.  nach  rechts  oder  linJi's,  gerichtete  Strecke  dargestellt. 

Man  kaun  auch  sagen,  und  das  ist  oft  eine  bequemere 
Ausdrucksweise,  daß  jede  rationale  Zahl  durch  einen  Punkt 
auf  der  Geraden  dargestellt  wird,  nämlich  durch  den  End- 
punkt der  zugehörigen  Strecke.  Der  Rangordnung  der  ratio- 
nalen Zahlen  entspricht  die  Anordnung  dieser  Punkte  auf  der 
Geraden  im  Sinne  der  Richtung  von  0  nach  E.  Die  Bild- 
punkte liegen  über  all  dicht. 

Trotzdem  enthält  die  Gerade  g  noch  unzählig  viele  Punkte, 
die  nicht  Bildpunkte  von  rationalen  Zahlen  sind.  Wenn  man 
z.  B.  in  einer  Ebene  durch  g  das  Quadrat  über  OE  errichtet 
und  seine  Diagonale  von  0  an  über  E  hinaus  auf  g  abträgt,  so 
ist  der  Endpunkt  D  kein  Biidpunkt  einer  rationalen  Zahl,  weil 
y2  keine  rationale  Zahl  ist,  wie  man  beweisen  kann.  Wenn 
man  nun  in  D  noch  beliebige  rationale  Vielfache  der  Strecke 
Eins  anträgt,  so  kommt  man  daher  zu  unzählig  vielen  Punkten, 
die  nicht  Bildpunkte  von  rationalen  Zahlen  sind.  Es  folgt,  daß 
um  so  mehr  alle  diejenigen  Punkte  der  Geraden,  die  nicht 
Bildpunkte  von  rationalen  Zahlen  sind,  überall  dicht  liegen. 
Solche  Stellen  können  wir  als  Bildpunkte  von  irrationalen 
Zahlen  definieren.  Wenn  nämlich  eine  irrationale  Zahl  wie  in 
Nr.  2  durch  die  beiden  endlosen  Folgen  2h  <lh  <lh  ^^^'  "^^ 
qi>  q2>  <?3  usw.  von  rationalen  Zahlen  gegeben  ist,  so  ge- 
hören zu  beiden  Folgen  zwei  endlose  Folgen  von  Bildpunkten. 
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Die  Bildpunkte  der  ersten  Art  liegen  sämtlich  links  von  denen 
der  zweiten  Art  und  die  von  p^  und  q^  liegen,  wenn  man  n 
hinreichend  groß  wählt,  so  nahe  beieinander,  daß  ihr  Intervall 
Qn  —  Pn  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Strecke  6  wird. 
Nach  dem  Axiome  von  der  StetigJieit  der  geraden  Linie  gibt  es 
mindestens  einen  Punkt  auf  der  Geraden,  der  rechts  von  den 
Bildpunkten  aller  |>^  und  links  von  den  Bildpunkten  aller  q^ 
liegt.  Es  kann  nicht  mehr  als  einen  geben.  Denn  man  kann 
ja  das  den  Punkt  einschließende  Intervall  q^  —  ^?^  kleiner 
machen  als  das  Intervall  zwischen  zwei  noch  so  nahe  beiein- 
ander liegenden  Punkten.  Der  also  einzig  vorhandene  Punkt, 
der  rechts  von  den  Bildpunkten  aller  ^^^  und  links  von  denen 
aller  q^  liegt,  heißt  der  Bildpunkt  der  ins  Auge  gefaßten  irra- 
tionalen Zahl.  Oder  auch:  Die  Strecke  von  0  bis  zu  diesem 
Punkte  heißt  das  Bild  der  irrationalen  Zahl. 

Wählen  wir  umgekehrt  irgend  einen  Punkt  P  auf  g,  der 
kein  Bildpunkt  einer  rationalen  Zahl  ist,  so  gibt  es  zwei 
ganze  Zahlen  a  und  a  -\-  1,  deren  Bildpunkte  den  Punkt  P 
einschließen.  Wir  teilen  das  Intervall  zwischen  ihnen  in  zehn 
gleiche  Teile.  In  einem  der  Teilintervalle  muß  P  liegen,  etwa 
in  dem  (h  +  1)*®"-  Dann  teilen  wir  dies  wieder  in  zehn  gleiche 
Teile;  es  liege  P  jetzt  im  (c-f  l)*^""  dieser  noch  kleineren  Inter- 
valle. Fahren  wir  so  fort,  so  ergeben  sich  Schritt  für  Schritt 
die  Ziffern  a,  h,  c,  .  .  .  eines  endlosen  Dezimalbruches 

''  +  ro  +  Wo  +  ---' 

der  eine  irrationale  Zahl  vorstellt  und  zwar  diejenige,  deren 
Bildpunkt  P  ist. 

Die  Gesaintheit  aller  reellen  Zahlen  und  die  Gesamtheit  aller 
von  einem  Nullpunkte  0  einer  Geraden  g  ausgehenden  Strecken 
auf  der  Geraden  lassen  sich  daher  so  aufeinander  beziehen,  daß 
jeder  reellen  Zahl  eine  Strecke  und  jeder  Strecke  eine  reelle  ^ahl 
entspricht  Der  Rangordnung  der  reellen  Zahlen  entspricht  dabei 
die  Anordnung  der  Endpunkte  der  Strecken. 

Hiermit  ist  für  alle  reellen  Zahlen  ein  Maßstab  hergestellt, 
dessen  Längeneinheit  die  Strecke  OE  ist. 

4.  Der  absolute  Betrag.  Die  reellen  Zahlen,  abgesehen 
von  der  Null,  sind  positiv  oder  negativ.  Unter  dem  absoluten 
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Betrage  einer  positiven  Zahl  versteht  man  die  Zahl  selbst, 
unter  dem  absoluten  Betrage  einer  negativen  Zahl  dieselbe 
Zahl,  aber  versehen  mit  dem  Pluszeichen.  Der  absolute  Be- 
trag einer  von  Null  verschiedenen  Zahl  ist  also  stets  positiv 
und  von  Null  verschieden;  man  sagt  auch:  Er  ist  der  Wert 
der  Zahl,  abgesehen  vom  Vorseichen,  oder  die  absolut  genommene 
Zahl.  Unter  dem  absoluten  Betrage  von  Null  versteht  man 
Null  selbst.  Den  absoluten  Betrag  einer  Zahl  a  bezeichnet 
man  mit  |a|.  Es  ist  also  z.B.  |7|  =  |— 7|  =  7.  Ohne  wei- 
teres leuchtet  ein: 

Satz  1:  Der  absolute  Betrag  eines  ProduMes  ist  gleich  dem 
Produkte  der  absoluten  Beträge  der  Faktoren: 

\a^a,a^  .  .  .  a^\  =  |aj  ■  \a^\  •  \a^\  -  ■  •  \aj. 

Der  Satz  über  den  absoluten  Betrag  einer  Summe  ist 
jedoch  nicht  so  einfach,  aber  von  größter  Wichtigkeit.  Es 
seien  nämlich  a^,  a^,  a^,  ...  a^^  eine  Reihe  von  Zahlen  und 
^1?  ^2?  ^5  7  •  •  •  ^n  ^^^^  absoluten  Beträge.  Entweder  ist  nun 
die  Summe  a^  +  öfg  +  * "  +  '^n  positiv  oder  gleich  Null  oder 
negativ.  In  den  ersten  beiden  Fällen  ist  sie  ihrem  absoluten 
Betrage  gleich,  im  letzten  dem  entgegengesetzten  Werte.  Also 
ist  entweder 

«1  +  «2  H h  ör„  =   1«!  +  «2  + \-  (^n\ 

oder 

—  «1  —  a.y a^=\a^+  a.2-i h  aj. 

Sowohl  a^  als  auch  —  a^  hat  den  absoluten  Betrag  a^,  ebenso 
«2  und  —  a.2  den  absoluten  Betrag  a^  usw.  Die  linken  Seiten 
werden  nun  höchstens  vergrößert,  wenn  man  a^,  a^,  ...  «„ 
oder  —«1,  —«2^  '"~^n  durch  ihr  absoluten  Beträge  ersetzt, 
weil  die  Zahlen  selbst  ihren  absoluten  Beträgen  höchstens 
gleich,  aber  sicher  nicht  größer  als  sie  sind.  In  jedem  Falle 
ist  daher: 

kil  +  M  H \-  M  ^  |ö^i  +  a2+ \-  (^n\- 

Gleichheit  tritt  nur  dann  ein,  wenn  keiner  der  Summanden 
%,  «2,  "  '  %  bzw.  —  %,  —^2y  '"~^n  (dadurch,  daß  man  ihn 
durch  seinen  absoluten  Betrag  ersetzt,  vergrößert  wird,  d.  h. 
wenn  sie  sämtlich  positiv  sind,  mit  anderen  Worten,  wenn 
«1,  «2;  •  •  •  ^n  entweder   sämtlich   positiv   oder  sämtlich  negativ 
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sind.     Mithin   ergibt   sich,   wenn   man   die   letzte   Ungleichung 
von  rechts  nach  links  liest,  der 

Sat^  2\  Der  absolute  Betrag  einer  Summe  ist  Meiner  als 
die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  Summanden  oder  höch- 
stens ebenso  groß: 

jö^i  +  ^aH 1-  ö^n!  ^  l%l  +  1^2!  H 1-  M- 

Er  ist  ihr  dann  und  nur  dann  gleich,   ivenn  alle  Summanden 
dasselbe  Vorzeichen  haben. 

5.  Über  Potenzen  und  Wurzeln.  In  der  Arithmetik 
wird  definiert,  daß  u" ,  wenn  v  eine  ganze  positive  Zahl  ist 
gleich  dem  Produkte  von  v  Faktoren  u  sein  soll,  ferner  ^u 
gleich  einer  Zahl,  die  v-mdl  mit  sich  selbst  multipliziert  das 
Produkt  u  gibt.  Dabei  wird  ein  Verfahren  gelehrt,  wie  man 
Ziffer  für  Ziffer  den  Wert  von  yu  als  (im  allgemeinen  endlosen) 
Dezimalbruch  berechnen  kann.  Ist  dabei  v  gerade,  so  muß 
jedoch  u  positiv  angenommen  werden.  Potenzen  mit  negativen 
und  gebrochenen  Exponenten  werden  vermöge  der  Definitionen 


1      k 


,"  ^ 


auf  die  ursprünglichen  Potenzen  und  Wurzeln  zurückgeführt. 
Eine  Potenz  u^,  deren  Basis  u  positiv  und  deren  Exponent  v 
rational  ist,  hat  stets  nur  einen  positiven  Wert.  Zu  ihm  kann 
übrigens  ein  negativer  Wert  hinzutreten;  wir  beschränken  uns 
jedoch  hier  auf  den  positiven  Wert.  Man  zeigt:  JDer  positive 
Wert  von  u'"  liegt,  wenn  u  positiv  und  v  positiv  und  rational 
ist,  um  so  näher  bei  Eins,  je  Meiner  v  ist.  Insbesondere  wird 
u^  =  1  gesetzt. 

Die  niedere  Arithmetik  gibt  aber  keine  Definition  von  u^ 
für  den  Fall,  daß  der  Exponent  v  irrational  ist.  Ist  v  negativ, 
so  führen  wir  u"  auf  1  :  u~^  zurück,  wo  der  Exponent  positiv 
ist.  Wir  haben  also  noch  die  Aufgabe,  11^  für  den  Fall  zu  de- 
finieren, daß  der  Exponent  v  eine  irrationale,  aber  positive  Zahl 
ist.  In  diesem  Falle  läßt  sich  u"  als  irrationale  Zahl  in  fol- 
gender Weise  definieren,  wenn  wir  noch  ausdrücklich  voraus- 
setzen, daß  die  Basis  u  positiv  sei: 

Wir  brechen  den  endlosen  Dezimalbruch  v  nach  der  n^^^ 
Dezimalstelle  ab  und  erhalten  dadurch  eine  rationale  positive 
4,  5] 
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Zahl  p^.  Wird  die  letzte  Ziffer  dieses  Dezimalbruches  um 
Eins  erhöht,  so  geht  eine  größere  rationale  positive  Zahl  q^^ 
hervor.     Dabei  ist  q,i—p,^=  1  :  10'\     Nun  sind 

nach  dem  Vorhergehenden  wohldefinierte  positive  Zahlen,  da 
ihre  Exponenten  rational  sind  und  die  Basis  positiv  ist.  Im 
Fall  li  >  1  ist,  wenn  nach  und  nach  w  =  1,  2,  3,  .  .  .  gewählt 
wird,  ;ri  <  :rg  <  tc^  usw.  und  x^  >  Xg  >  '/.^  usw.  Außerdem  ist 
jedes  7t  kleiner  als  jedes  k.  Die  Differenz  k^^  —  7t^^  läßt  sich 
so  schreiben: 

n 

und  ist  also,  da  jt^  <  x^  ist,  kleiner  als  z^  {yu  —  l).  Da  die 
hier  auftretende  Wurzel  um  so  weniger  von  Eins  abweicht,  je 
größer  7i  gewählt  wird,  so  läßt  sich  n  stets  so  groß  wählen, 
daß  die  Differenz  tc^  —  7t^^  kleiner  als  eine  beliebig  klein  ge- 
wählte positive  Zahl  6  wird.  Nach  Nr.  2  definieren  mithin  die 
Wertereihen  jr^,  tt^,  tc^j  .  .  .  und  %i,  ^2,  ti^,  .  .  .  eine  bestimmte 
reelle  Zahl,  und  diese  Zalil  soll  der  Wert  der  Potenz  u"  sein. 
Ist  w  <  1,  aber  >  0,  so  gelten  dieselben  Schlüsse,  wenn  man 
nur  die  Größen  tc  und  x  in  ihrer  Bedeutung  vertauscht. 

Wir  mußten  w  >  0  voraussetzen,  Aveil  sonst  die  Zahlen 
;r„  oder  ic^^  zum  Teil  gar  nicht  reell  vorhanden  wären.  Eine 
Potenz  mit  irrationalem  Exponenten  wird  also  nur  dann  definiert, 
ivenn  ihre  Basis  positiv  ist,  und  zivar  ist  sie  dann  als  eine 
positive  reelle  Zahl  definiert.  Es  läßt  sich  nun  beweisen,  daß 
die  gewöhnlichen  Potenzregeln  auch  für  solche  Potenzen  gelten, 
da  die  Potenzen  tf^"  und  «**",  die  den  gewöhnlichen  Rechen- 
regeln gehorchen,  die  Potenz  u^  beliebig  eng  einschließen.  Doch 
gehen  wir  hierauf  nicht  näher  ein. 

§  2.   Ton  den  Funktionen. 

6.  Konstanten  und  Veränderliche,  Funktionen.    Die 

Größen,  die  bei  einer  mathematischen  Untersuchung  auftreten, 
sind  von  zweierlei  Art.  Unter  einer  Konstanten  versteht  man 
eine  Größe,  die  während  der  Untersuchung  immer  ein  und  den- 
selben   Wert    behalten    soll.      Eine    Größe    dagegen,    die    sich 
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während  der  Untersuchung  ändern  darf  oder  soll,  heißt  eine 
Veränderliche  (Variable).  Veränderliche  Größen  bezeichnet  man 
gern,  soweit  es  angeht,  mit  den  letzten  Buchstaben  des  Alpha- 
bets. Wenn  eine  veränderliche  Größe  x  nur  Werte  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches,  z.  B.  nur  alle  Werte  zwischen  2  und  3, 
annehmen  darf,  so  heißt  die  Gesamtheit  dieser  erlaubten  Werte 
der  Var iah ilitätsber eich  der  Veränderlichen  x. 

Ebenso  spricht  man  von  dem  Variabilitätsbereiche  meh- 
rerer veränderlicher  Größen  x^,  x.2j  .  .  .  x^^,  indem  man  darunter 
die  Gesamtheit  aller  derjenigen  Wertsysteme  x^,  x^,  • -- ^n  ^^^" 
steht,  die  man  für  die  veränderlichen  Größen  zulassen  will. 

Bei  jeder  Frage,  bei  der  man  mehrere  Veränderliche  zu 
betrachten  hat,  kann  man  einigen  dieser  Veränderlichen  irgend 
welche  Werte  erteilen,  und  dann  nehmen  die  übrigen  Ver- 
änderlichen bestimmte  Werte  an.  Die  einen  heißen  dann  un- 
abhängige Veränderliche,  die  andern  abhängige  Veränderliche  oder 
Funktionen  der  unabhängigen   Veränderlichen. 

Z.  B.  führt  die  Betrachtung  eines  Kreises  zu  drei  Größen, 
dem  Radius,  dem  Umfange  und  dem  Inhalte.  Wenn  man 
einer  von  ihnen  irgend  einen  Wert  erteilt,  so  nehmen  die 
beiden  anderen  zugehörige  bestimmte  Werte  an;  sie  sind  also 
Funktionen  der  zuerst  bestimmt  gewählten  Größe,  die  hier  die 
unabhängige  Veränderliche  ist.  Bei  einem  geraden  und  be- 
grenzten Kreiszylinder  hat  man  vier  Größen  zu  betrachten, 
den  Radius,  die  Höhe,  die  Oberfläche  und  das  Volumen.  Hier 
kann  man  zweien  von  diesen  Größen  willkürliche  Werte  bei- 
legen; die  anderen  beiden  bekommen  alsdann  zugehörige  be- 
stimmte Werte,  sie  sind  also  Funktionen  der  beiden  ersten, 
der  unabhängigen  Veränderlichen. 

Allgemein  definiert  man: 

Die  Veränderliche  y  heißt  eine  Funktion  der  Veränder- 
lichen X,  ivenn  eine  Vorschrift  vorhanden  ist,  die  jedem  be- 
stimmten Werte  der  Veränderlichen  x  innerhalb  eines  gewissen 
Variabilitätsbereiches  einen,  aber  auch  nur  einen  bestimmten  Wert 
der  Veränderlichen  y  zuordnet.  Alsdann  heißt  x  die  unabhängige 
Veränderliche   in  Hinsicht  auf  die  abhängige  Veränderliche  y. 

Femer  definiert  man  analog: 

Die   Veränderliche  y  heißt  eine  Funktion  der  n   Veränder- 
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liehen  x^,  x.^,  •  ■  -  x^,  tvenn  eine  Vorsehrift  vorhanden  ist,  die 
jedem  bestimmten  Wertsysteme  x^,  x^,  •  .  .  x^^,  das  innerhalb  des 
Variabilitätshereiches  von  x^,  x^,  -  -  -  x^^  liegt,  einen,  aber  auch 
nur  einen  bestimmten  Wert  der  Veränderlichen  y  zuordnet.  Als- 
dann  heißen  x^,  x^,  •  •  •  ^„   die    unabhängigen   Veränderlichen. 

Die  Funktionen  y,  die  wir  in  der  Folge  betrachten,  werden 
meistens  analytisch  definiert  sein^  d.  h.  mittels  Gleichungen,  die 
zwischen  ihnen  und  den  unabhängigen  Veränderlichen  bestehen. 

Eine  Funktion  heißt  algebraisch,  wenn  die  Gleichung,  durch 
die  sie  mit  den  unabhängigen  Veränderlichen  verknüpft  wird, 
dadurch  hergestellt  worden  ist,  daß  mau  auf  alle  Veränderlichen 
und  eine  Reihe  von  Konstanten  nur  die  sogenannten  algebrai- 
schen Operationen  angewandt  hat,  nämlich  die  Addition  und 
Subtraktion,  die  Multiplikation  und  Division,  die  Erhebung  in 
Potenzen  mit  ganzen  konstanten  Exponenten  und  die  Auszieh- 
ung  von  Wurzeln  mit  ganzen  konstanten  Exponenten.  Da  man 
die  vorkommenden  Wurzeln  dadurch  entfernen  kann,  daß  man 
die  Gleichung  in  passende  Potenzen  mit  ganzzahligen  Ex- 
ponenten erhebt,  und  da  man  ferner  durch  passende  Multipli- 
kationen auch  alle  solche  Nenner  und  negativen  Potenzen  be- 
seitigen kann,  in  denen  Veränderliche  vorkommen,  so  leuchtet 
ein,  daß  die  Gleichung,  durch  die  eine  algebraische  Funktion  y 
von  x^,  x^j  .  .  .  x^^  definiert  wird,  stets,  indem  man  sie  nach 
Potenzen   von  y  ordnet,   auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

^,r  +  ^\2/"-'  +  ^2f-'  +  •  •  •  +  ^.-i2/+  -\=  0, 

wo  Xq,  X^,  Xg,  .  .  .  X^  nur  noch  die  unabhängigen  Veränder- 
lichen x^,  x^,  .  .  .  x^  enthalten  und  zwar  mit  einer  Reihe  von 
Konstanten  nur  noch  durch  die  Operationen:  Addition,  Sub- 
traktion und  Multiplikation  verknüpft.  Aber  es  ist  nicht 
sicher,  daß,  wenn  man  eine  solche  Gleichung  nach  Belieben 
bildet,  auch  zu  einem  beliebigen  Wertsysteme  x^,  x^,  .  .  .  x^  ein 
reeller  Wert  von  y  vorhanden  ist. 

Sicher  ist  dies  jedoch  der  Fall,  wenn  die  Gleichung  ins- 
besondere vom  ersten  Grade  hinsichtlich  y  ist:  X^y  +  X^  =  0, 
da  sie  dann  in  der  Form: 
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nach  y  aufgelöst  werden  kann.  Hier  ist  y  ein  Bruch,  dessen 
Zähler  und  Nenner  nur  ganze  positive  Potenzen  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x^y  x^,  .  .  .  x^  enthalten,  die  mitein- 
ander und  mit  Konstanten  nur  durch  Addition,  Subtraktion 
und  Multiplikation  verknüpft  sind.  Alsdann  heißt  y  eine 
rationale  Funktion  von  x^,  x^, .  .  .  x^.  Insbesondere  ist  also  y 
eine  rationale  Funktion  von  nur  einer  Veränderlichen  x  allein, 
wenn  sie  so  dargestellt  werden  kann: 

(1)  y= ; 

WO  m  und  r  ganze  positive  Zahlen  und  die  Koeffizienten  a^j 
^17  •  '  '  %i-iy  ^m  ^^^  ^0?  ^i;  •  •  •  ^r-i;  ^r  Konstanten  bedeuten. 
Insbesondere  heißt  y  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x^,  x^, 
■  •  .  oc^j  wenn  der  Nenner  der  rationalen  Funktion  eine  Kon- 
stante ist,  d.  h.  wenn  y  gleich  einer  Summe  von  Produkten 
von  positiven  ganzzahligen  Potenzen  von  x^y  x^y  •  •  .  x^  und  von 
Konstanten  wird.  Zum  Unterschiede  von  den  ganzen  rationalen 
Funktionen  nennt  man  rationale  Funktionen,  deren  Nenner 
nicht  konstant  sind,  gebrochene  rationale  Funktionen. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  also  y  eine  ganze  rationale 
Funktion  von  nur  einer  Veränderlichen  x,  wenn  sie  so  darge- 
stellt werden  kann: 

y  =  a^x'^^  +  a^x"^-^  +  •  •  •  +  «^-i^  +  a^- 
Ist  «0  =^  0,    so    heißt    sie    eine   ganze   rationale   Funktion    vom 
m^'""  Grade. 

Eine  Funktion  y  von  x^,  x^y  .  .  .  x^y  die  keine  algebraische 
Funktion  ist,  heißt  transzendent  Z.  B.  sind  i/  =  sin  ;r,  y  =  x^y 
y  =  x^'^y  y  =  10^  transzendente  Funktionen  von  x. 

Wenn  eine  Funktion  y  von  x^y  x^y  .  .  .  XJ^  durch  eine  Glei- 
chung gegeben  ist,  die  x^,  x^y  .  .  .  x^  enthält,  aber  nicht  nach 
y  aufgelöst  ist,  so  sagt  man,  daß  y  durch  die  Gleichung  als 
unentivickelte  oder  implizite  Funktion  von  x^y  x^,  •  •  •  ^n  gegeben 
wird.  Z.  B.  wenn  y^  —  ^  =  0  vorgeschrieben  ist,  so  ist  y  eine 
unentwickelte  Funktion  von  x.  Wir  können  sie  jedoch  in 
diesem  Beispiele  durch  Auflösen  der  Gleichung  nach  y  sofort 
als  entwickelte  oder  explizite  Funktion  von  x  darstellen,  aber 
es  ergeben  sich  ihrer  zwei,  nämlich  y  =    |/icl  und  y  =  —  |y^|  • 
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In  diesem  Beispiele  ist  der  Variahilitätsbereich  von  x  der  aller 
positiven  Zahlen.  Andere  Beispiele  von  entwickelten  Funk- 
tionen sind  die  oben  erwähnten  rationalen  Funktionen.  So  ist 
y  durch  (1)  als  entwickelte  Funktion  von  x  definiert.  Da  eine 
rationale  Funktion  ij  von  x^y  x^,  .  .  .  x^  offenbar  für  jedes  reelle 
Wertsystem  x^,  x^,  .  ,  .  x^  einen  reellen  Wert  hat,  abgesehen 
von  denjenigen,  für  die  der  Nenner  gleich  Null  wird  (weil  man 
mit  Null  nicht  dividieren  darf,  vgl.  Nr.  1),  so  ist  hier  der 
Variabilitätsbereich  von  x^j  x,2,  .  .  .  x^  der  Bereich  aller  reellen 
Zahlen,  abgesehen  von  denjenigen  Wertsy.stemen,  für  die  der 
Nenner  gleich  Null  wird.  Liegt  eine  ganze  rationale  Funktion 
y  von  x^j  x.2y . .  ..^„  vor,  so  fällt  jedoch  diese  Beschränkung  fort. 

Wir  werden  die  Funktionen  oder  abhängigen  Veränder- 
lichen ebenso  wie  die  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^, 
.  .  .  jr^j  einfach  durch  Buchstaben  wie  y^^  y-2j  •  ■  ■  bezeichnen 
können.  Wenn  aber  betont  werden  soll,  daß  sie  von  x^,  x^, 
'  •  '  x^  abhängig  sind,  so  werden  wir  zu  ihrer  Bezeichnung 
Symbole  wie  f\  F,  (p,  .  .  .  benutzen,  hinter  die  wir  die  unab- 
hängigen Veränderlichen,  eingeschlossen  in  eine  Klammer, 
schreiben.  So  sollen  f(x),  Fix),  ^(^)  usw.  Funktionen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  bedeuten;  ebenso  soll  z.  B. 
F(x^,  A^2?  •  •  •  ^n)  ®^^^  Funktion  der  n  unabhängigen  Veränder- 
lichen x^^  x^y  .  .  .  a;„  sein.  Solche  Symbole  brauchen  wir  natür- 
lich nur  dann  anzuwenden,  wenn  wir  nicht  ganz  bestimmt 
gegebene  Funktionen  betrachten  wie  z.  By  ==  sin  x^  y  =  10"^ 
u.  dergl.,  wo  sie  überflüssig  sind.  Wenn  z.  B.  f(x)  eine 
Funktion  von  x  bedeutet,  so  soll  f(a)  der  Wert  sein,  den  sie 
annimmt,  sobald  der  Veränderlichen  x  der  bestimmte  Wert  a 
erteilt  wird.  Ähnlich  im  Falle  mehrerer  unabhängiger  Ver- 
änderlicher. 

7.  Graphische  Darstellung  der  Punktionen.  Eine 
Funktion  y  =  fix)  von  einer  Veränderlichen  x  stellt  man  gra- 
phisch dar,  indem  man  in  der  aus  der  anahjtisch&n  Geometrie 
bekannten  Art  ein  Koordinatensystem  benutzt.  Denn  nach 
Nr.  3  können  wir  alle  reellen  Zahlen  x  durch  Strecken  auf 
einer  ^-Achse  oder  Ähssissenachse  darstellen,  gemessen  von 
einem  Anfangs-  oder  Nullpmikte  0  aus  unter  Zugrundelegung 
einer  bestimmt  gewählten  Einheit   Ol,  siehe  Fig.  1.    Zu  dieser 
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i«;-Achse  senkreclit  nehmen  wir  die  i/-Aclise  oder  OrdinateitacJise 
durch  0  an,  indem  wir  auf  ihr  ebenfalls  0  als  Anfangspunkt 
benutzen  und  zweckmäßigerweise  die  ^-Einheit  gleich  der  x- 
Einheit  wählen.  Jede  Achse  hat  eine  positive  und  eine  nega- 
tive Richtung.  Jedem  reellen  Wertepaare  x,  y  entspricht  eine 
Abszisse  x=  OP  und  eine  Ordinate  y=  QQ,  mithin  ein  Punkt 
M  der  Ebene  als  Bildpunkt  mit  den  Koordinaten  x  und  y.  Um- 
gekehrt: Zu  jedem  bestimmten  Punkte 
M  der  Ebene  gehört  ein  bestimmtes 
Koordinatenpaar  x,  y.  Man  zieht  es 
vor,  FM  und  nicht  OQ  die  Ordinate 
zu  nennen. 

Ist  y  =  f{x)  eine  gegebene  Funk- 
tion von  X  und  ist  der  Variabilitäts- 
bereich von  X  z.  B.  das  Intervall  von  a 
bis  h,  so  gehört  zu  jedem  Werte  von  x  zwischen  a  und  h  ein 
Wert  von  y,  also  ein  Bildpunkt  M.  Die  Gesamtheit  aller  Bild- 
punkte (x,  y)  heißt  das  Bild  der  Funldion  f(x).  Für  viele 
Funktionen,  namentlich  für  diejenigen,  die  wir  genauer  unter- 
suchen, ist  dies  Bild,  wie  wir  sehen  werden,  eine  stetige  krumme 
Linie,  eine  Kurve.  Daher  veranschaulichen  wir  häufig  eine 
Funktion  y  =  f{x)  in  der  Figur  durch  eine  Kurve.  Jedoch  ist 
zu  fordern,  daß  die  Beiveise  aller  Sätze,  die  nicht  geometrischer, 
sondern  analytischer  Natur  sind,  auch  unabhängig  von  derartigen 
Hilfsmitteln  der  Veranschaulichung  geführt  werden  können. 

Eine  Funktion  y  =  f{x^,  x^  von  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen x^  und  x^  veranschaulicht  man  sich  in  entsprechen- 
der Weise,  indem  man  ein  räumliches  Koordinatensystem  mit 
drei  zueinander  senkrechten  Achsen,  einer  a^j-Achse,  einer  .r.,- 
Achse  imd  einer  ^Z- Achse,  benutzt.  Jedem  Wertepaare  x^,  x^ 
im  Variabilitätsbereiche  von  x-^  und  x^  gehört  ein  Wert  von 
y  zu,  allen  drei  Werten  ein  Punkt  (x^,  x^,  y)  des  Raumes. 
Alle  diese  Bildpunkte  einer  Funktion  von  zwei  Veränderlichen 
werden  in  vielen  Fällen  eine  Fläche  erfüllen. 

Zur  Erläuterung  betrachten  wir  jetzt  einige  besondere 
transzendente  Funktionen  von  einer  Veränderlichen. 

8.  Die  Exponentialfunktion  a*.  Ist  a  eine  positive 
Zahl,  so  hat  a-^  nach  Nr.  5  für  jedes  x  einen  bestimmten  posi- 
T,8] 
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Fig.  2. 


tiven  Wert,  so  daß  der  Yariabilitätsbereich  von  x  alle  reellen 
Zahlen  umfaßt.     Drei  Fälle  sind  zu  unterscheiden: 

a)  Ist  a  >  1,  so  nimmt  die  stets  positive  Potenz  y  =  a^ 
mit  wachsendem  x  beständig  zu.  So- 
lange X  absolut  genommen  sehr  große, 
aber  negative  Werte  hat,  ist  y  oder 
1  :  a'""  sehr  klein;  für  ;r  =  0  ist  ?/  =  1 ; 
wächst  X  zu  sehr  großen  positiven 
Werten,  so  wird  auch  y  sehr  groß. 
Siehe  die  ausgezogene  Kurve  in  Fig.  2, 
in  der  a  insbesondere  gleich  Zwei  ge- 
wählt wurde. 

ß)  Ist  a  =  1,  so  ist  y  =  a"^  =  1. 
Das  Bild  ist  die  Parallele  zur  ^- Achse 
mit  der  Ordinate  Eins. 

y)  Ist  a<  1  (aber  positiv),  so  ergibt  sich,  da  a'^  =  (1 :  a)~^ 
ist,  derselbe  Verlauf  wie  im  Falle  a),  aber  mit  Vertauschung 
von  rechts  und  links.  So  geht  für  a  =  j  die  gestrichelte 
Kurve  aus  der  Kurve  für  a=  2  durch  Umklappung  um  die 
?/- Achse  hervor. 

9.  Die  gouiometrischeu  Funktionen.  Darunter  ver- 
steht man  Sinus,  Kosinus,  Tangens  und  Kotangens  von  x,  also 
sin  x^  cos  X,  tg  X  und  ctg  x.  Hierbei  soll  wie  stets,  wenn  von 
den  goniometrischen  Funktionen  die  Rede  sein  wird,  unter  x 
nicht  das  Gradmaß,  sondern  das  na- 
türliche oder  Bogenmaß  des  Winkels  ver- 
standen werden.  Es  sei  nämlich  a  das 
Gradmaß  eines  Winkels,  und  es  werde 
um  seinen  Scheitel  der  Kreis  mit  dem 
Radius  Eins  konstruiert.  Siehe  Fig.  3. 
Die  Länge  des  Bogens,  den  der  Winkel 
auf  dem  Kreise  abschneidet,  heißt  das 
Bogenmaß  x  des  Winkels.  Das  Bogen- 
maß ist  dem  Gradmaße  proportional,  d.  h. 
es  ist  x:2jt  =  a:S60  oder  x  =  Jt a  :  ISO. 

Das  Bogenmaß  von  1^  ist  gleich  tc  :  180  oder  mnd  0,01745. 
Der  Winkel,  dessen  Bogenmaß  x  =  1  ist,  den  wir  also  künftig 
als  Winkeleinheit  benutzen,  hat  180^  :  :i:  oder  rund  57^  17'44",8. 

[8,9 
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Wird  nun  der  Schenkel  CA  des  Winkels  festgehalten^  dagegen 
der  andere  Schenkel  CB  in  bestimmtem  Sinne  um  C  gedreht^ 
so  wächst  X  von  Null  bis  zu  beliebig  großen  Werten;  bei  der 
Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  nimmt  x  bis  zu  beliebig 
kleinen,  nämlich  negativen  Werten  ab.  Der  Variabilitätsbereich 
von  X  umfaßt  also  alle  reellen  Zahlen.  In  der  Trigonometrie 
werden  die  Funktionen  s'mx,  cos^z;,  tg^,  ctg^r  durch  die  in  Fig.  3 


Fig.  4. 

angegebenen  Strecken  geometrisch  definiert  und,  wie  bekannt, 
mit  bestimmten  Vorzeichen.  Tragen  wir  x  als  Abszisse  auf 
einer  :r-Achse  und  den  zugehörigen  Funktionswert  als  zuge- 
hörige Ordinate  auf,  so  kommen  wir  zu  den  in  Fig.  4  und  5 
gegebenen  Bildern   der   goniometrischen  Funktionen.     Hier  ist 

jedoch  die  Längeneinheit  Meiner 
als  in  Fig.  3  gewählt  worden. 
Insbesondere  sieht  man: 

Alle  vier  goniometrischen 
Funktionen  sind  periodiscli,  d.  h. 
der  Wert,  den  eine  der  vier 
Funktionen  für  irgend  ein  x  hat, 
ist  gerade  so  groß  wie  derjenige 
Wert,  den  sie  annimmt,  wenn 
dies  X  um  einen  gewissen  Iwn- 
stanten  Betrag,  die  Periode^  zu- 
oder  abnimmt.  Bei  ^inx  und 
cos  X  ist  die  Periode  2%  (zu 
360^  gehörig),  bei  tg  x  und  ctg  x 
dagegen  7t  (zu  180^  gehörig). 
Infolgedessen  wiederholen  sich 
die  Kurvenzweige  in  den  Intervallen  27t  bzw.  %  beständig. 
Die  Funktionen  sin  x  und  cos  x  nehmen  nur  Werte  zwischen 
—  1  und  +1  an,  dagegen  tg  x  und  ctg  x  alle  reellen 
Werte    überhaupt.      Die   Funktion   sin  x  nimmt  im   Intervalle 


Fig.  5. 
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—  Y^  ^  X  ^  -\-  ^7t  jeden  Wert  zwischen  —  1  und  -f  1  je  ein- 
mal an;  cos  ;r  tut  dasselbe  im  Intervalle  0  ^  rc  ^  +  tc;  tg  :z; 
nimmt  jeden  ZaUenwert  einmal  im  Intervalle  —  ^tc  <Cx<^-\-  ^7t 
und  ctg  X  jeden  einmal  im  Intervalle  0  <^x  <C,7t  an.  Für 
X  =  :t  ^7t  aber  hat  tg  x  keinen  endlichen  Wert,  ebenso  wenig 
ctg  X  für  x  =  0  und  x  =  x.  Dieselben  Erscheinungen  wieder- 
holen sich  periodisch. 

10.  Die  inverse  Funktion.  Es  sei  y  =  f{x)  eine  Funk- 
tion von  X  für  jedes  x,  das  dem  Intervalle  a  ^  x  ^h  angehört. 
Dann  entspricht  jedem  Werte  x  dieses  Intervalles  ein  gewisser 
Wert  y.  Die  Gesamtheit  dieser  Werte  möge  dem  Intervalle 
A^y^B  angehören.  Nimmt  f(x)  jeden  Wert  zwischen  A 
und  B  nur  einmal  an,  so  entspricht  auch  umgekehrt  jedem 
Werte  y  des  Intervalles  A  ^y  ^  B  nur  ein  bestimmter  Wert  x, 
für  den  y  =  f(x)  wird.  Es  ist  dann  also  auch  x  eine  Funktion 
von  y,  die  wir  etwa  mit  x  =  (p(y)  be- 
zeichnen. Diese  Funktion  x  von  y  heißt 
die  zur  Funlition  f'{x)  inverse  Fmiläion. 
Fig.  6  sucht  die  Definition  zu  erläutern. 
Der  Kurvenbogen  gebe  den  Verlauf  der 
Funktion  y  =  f(x),  wenn  x  als  Abszisse, 
y  als  Ordinate  gewählt  ist.    Die  Projek-       '  pig. 

tion  der  Kurvenpunkte  auf  die  ^- Achse 

liefert  alle  Punkte  des  Variabilitätsbereiches  a  ^  x  ^h.  Pro- 
jiziert man  den  Kurvenzug  auf  die  i/-Achse,  so  wird  auf  dieser 
das  Intervall  von  A  bis  B  abgeschnitten.  Da  jedem  Werte  y 
dieses  Intervalles  ein  und  nur  ein  Wert  x  des  Intervalles  von 
a  bis  h  entsprechen  soll,  so  wird  bei  der  Projektion  des  Kurven- 
bogens  auf  die  ^-Achse  der  Abschnitt  von  A  bis  B  lückenlos 
und  überall  einfach  überdeckt.  Betrachtet  man  jetzt  y  als  un- 
abhängige Veränderliche  und  sucht  denjenigen  Wert  x  in  dem 
Intervalle  von  a  bis  h,  für  den  y  =  f'(x)  wird,  so  bildet  man 
die  Funktion  x  =  (p  (y).  Geometrisch  wird  sie  erhalten,  indem 
in  den  einzelnen  Punkten  y  des  Intervalles  A^y^B  Paral- 
lelen zur  iC-Achse  von  der  Länge  und  Richtung  gezogen  werden, 
die  jedesmal  durch  x  =  cp(y)  bestimmt  sind.  Dabei  entstellt 
genau  der  alte  Kurvenziig  wieder ,  jedoch  hat  jetzt  die  Abszissen- 
achse ihre  Bolle  mit  der  OrdinatenacJise  vertauscht. 

Serret-Scheffers,  Diff.-u.  Integral-Kechnung.  I.  4.  u.  5.Aufl.  2  r^     JO 
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Betrachten  wir  z.  B.  die  Funktion  y  =  a;^  und  weisen  wir 
X  alle  positiven  Werte  als  Variabilitätsbereicli  an^  so  nimmt  y 
ebenfalls  alle  positiven  Werte  an,  und  jedem  positiven  Werte  x 
entspricht  ein  und  nur  ein  positiver  Wert  y  und  jedem  posi- 
tiven Werte  y  ein  und  nur  ein  positiver  Wert  x.  Demnach 
ist  X  =\  Yy  I  eine  zu  y  =  x^  inverse  Funktion. 

11.  Der  Logarithmus.  Betrachten  wir  die  in  Nr.  8 
besprochene  Funktion  y  =  a^.  Wir  sahen:  wenn  x  alle  Werte 
durchläuft,  so  nimmt  y  alle  positiven  Werte  und  jeden  nur 
einmal  an.  Dabei  ist  a  positiv  und  von  Null  und  Eins  ver- 
schieden vorausgesetzt.  Es  wird  daher  umgekehrt  x  eine  Funk- 
tion von  y  werden.  Die  so  entstehende  Funktion  heißt  be- 
kanntlich der  Logarithmus  von  y  mit  der  Basis  a: 

X  =  "^log  y. 

Durchläuft  y  alle  positiven  Zahlen,  so  nimmt  der  Logarithmus 
alle  positiven  und  negativen  Werte  und  jeden  nur  einmal  an. 
Für  negative  Werte  von  y  ist  "^log  y  nicht  definiert. 

12.  Die  zy klometrischen  Punktionen.     Die  zu  den 

goniometrischen    Funktionen   inversen   Funktionen    heißen    die 

zyMometrisclien  Funktionen. 

a)    Ist  y  =  tgx,   so   wird,   wenn  x  von  —  l-Jt  bis   -\- ^-Tt 

wächst,  y  alle  negativen  und  positiven  Werte  durchlaufen  und 

jeden  Wert  nur  einmal  annehmen.  Jedem 
Werte  y  entspricht  daher  ein  und  nur 
ein  Wert  x  zwischen  —  4^7t  und  -|-  -l-jt. 
Also  wird  X  eine  Funktion  von  y^  die, 
wenn  y  alle  reellen  Werte  durchläuft, 
alle  Werte  zwischen  —  -^-jr  und  -\-  ^-Tt 
annimmt.  Die  so  definierte  Funktion 
heißt  der  Arcus  Tangens  von  «/,  und 
man  schreibt: 

X  =  arc  tg  yy 

weil  X  ein  Bogen  ist,  dessen  Tangens  gleich  y  ist.  Siehe  Fig.  7. 
Die  so  entstehenden  Werte  x  sind  aber  nicht  die  einzigen, 
die  der  Gleichung  y  =igx  genügen.  Da  vielmehr  der  Tangens 
nach  Nr.  9  die  Periode  %  hat,  so  ist  auch  y  =  ig(x  —  hn),  wo 
Tc  irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  und  daher  erfüllt  auch: 
lO,  11,  la] 
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X  =  arc  tg^  +  Ä-jr 
die  Bedingung  ?/  =  tg  ^.  Jede  Funktion  von  der  Form 
arc  tg  y  +  lx7t  ist  daher  eine  zum  Tangens  inverse  Funktion. 
Die  Gleichung  x  =  arc  tg  y  -}-  Jijt  liefert  aber  auch  alle  Werte  x, 
die  y  =  ig  X  genügen  ^  wenn  A;  nach  und  nach  alle  ganzen 
Zahlen  bedeutet.  Sie  werden  sämtlich  mit  arc  tg  y  bezeichnet. 
Aber  arc  tg  y  stellt  nur  dann  eine  Funktion  in  dem  in  Nr.  6 
definierten  Sinne  vor,  wenn  noch  vorgeschrieben  wird,  daß 
ihr  Wert  in  einem  bestimmten  Intervalle  von  —  ^ti  -f  ^  bis 
-{-  '^rTt  -\-  Je  liegen  soll.  Meistens  werden  wir  künftig  das  Inter- 
vall von  —  l^jt  bis  +  "2  ^  vorschreiben.  Eine  entsprechende 
Bemerkung   gilt   auch   in   den  folgenden  Fällen  b),  c)  und  d). 

b)  Ist  y  =  ctg  X  und  durchläuft  x  alle  Werte  von  0  bis  Tty 
so  durchläuft  y  alle  reellen  Werte  und  jeden  nur  einmal.  Um- 
gekehrt wird  daher 

X  =  arc  ctg  y 

eine  Funktion,  die  alle  Werte  zwischen  0  und  jr  und  jeden  nur 
einmal   annimmt,   wenn  y  alle  reellen  Werte  durchläuft.     Alle 
Werte  x,  für  die  y  =  ctg  x  ist,  liefert  die  Gleichung 
X  =  arc  ctg  y  -\-  JiTt, 

und  sie  werden  sämtlich  mit  arc  ctg  y  bezeichnet. 

c)  Ist  y  =  sin  X  und  durchläuft  x  alle  Werte  von  —  |-;t 
bis  -j-  -|-:r,  so  durchläuft  y  alle  Werte  von  —  1  bis  -f  1.  Also  ist 

X  =  arc  sin  y 

eine  Funktion  von  y,  die  nur  für  die  Werte  von  y  zwischen 
—  1  und  +  1  definiert  ist.  Durchläuft  y  dieses  Intervall,  so 
nimmt  x  alle  Werte  zwischen  —  ^-Tt  und  -|-  -^jt  und  jeden  nur 
einmal  an.  Da  aber  sin  rr  =  sin  (x  —2k7c)  ==  sin  (pt  —  x  -{-  21:7t) 
ist,  so  werden  alle  Lösungen  der  Gleichung  y  =  sin  x  dar- 
gestellt durch: 

X  =  arc  sin  y  -f  2k7r,      x  =  —  arc  sin  y  -\-  (27c  +  1)  7t. 

Sie  werden  sämtlich  mit  arc  sin  y  bezeichnet. 

d)  Ist  y  =  cos  ij;  und  durchläuft  x  alle  Werte  von  0  bis  7t, 
so  durchläuft  y  alle  Werte  von  +1  bis  —  1.     Deshalb  ist 

X  =  arc  cos  y 
eine  Funktion,  die,  wenn  y  alle  Werte  zwischen  —  1  und  -{-  1 

2*  [la 
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durchläuft,  alle  Werte  zwischen  %  und  0  und  jeden  nur  einmal 
annimmt.  Eine  andere  Lösung  der  Gleichung  y  =  cos  x  ergibt 
sich  wegen  cos  x  =  cos  {2%  —  x),  nämlich: 

X  =  2%  —  arc  cos  y, 

und  alle  Lösungen  jener  Gleichung  stecken  in  den  beiden  Formeln: 

X  =  arc  cos  y  ~\-  21i7C,     x  =  —  arc  cos  y  -f  2h7C. 

Sie  werden  sämtlich  mit  arc  cos  y  bezeichnet. 

§  3.    Der  Begriff  der  Grenze. 

13.  G-reuzwert  bei  wachsendem  x.  Wir  wollen  an- 
nehmen, y  sei  eine  Funktion  f\x)y  und  zwar  sei  sie  für  solche 
Werte  von  x  definiert,  die  Meiner  als  ein  bestimmter  Wert  a 
sind;  dagegen  sei  y  für  x  =  a  selbst  nicJit  definiert.  Dies  be- 
deutet: Wie  nahe  wir  auch  x  bei  a^  aber  immer  noch  kleiner 
als  a  wählen  mögen,  stets  gehört  zu  diesem  x  ein  Wert  y.  Man 
wird  versucht  sein,  einen  Wert  von  y  auch  für  x  =  a  aus  der 
Betrachtung  derjenigen  W^erte  abzuleiten,  die  y  kurz  vorher  hat. 
Zeigt  sich,  daß  i/,  sobald  sich  x  dem  a  nähert,  stark  schwan- 
kende Werte  annimmt,  so  wird  man  freilich  diesen  Versuch 
aufgeben;  zeigt  sich  jedoch,  daß  die  Werte  von  y  dabei  immer 
weniger  von  einem  gewissen  Werte  Ä  abweichen,  so  wird  man 
sagen,  daß  y  für  x  =  a  den  Grenzwert  A  erreicht.  Aber  es  ist 
noch  genauer  festzusetzen,  was  unter  diesem  immer  geringeren 
Abweichen  von  A  zu  verstehen  ist.  Wenn  man  unter  6  eine 
kleine  positive  Zahl  versteht,  so  kann  man  sich  überlegen,  ob 
es  unmittelbar  vor  x  =  a  ein  Intervall  gibt,  innerhalb  dessen 
y  überall  von  A  um  weniger  als  ö  abweicht.  Die  untere 
Grenze  eines  solchen  Intervailes  wird  mit  x  =  a  —  h  zu  be- 
zeichnen sein,  wo  h  eine  positive  Zahl  bedeutet,  während  a 
selbst  die  obere  Intervallgrenze  ist.  Wählen  wir  6  noch  kleiner 
als  vorher,  so  kann  es  sein,  daß  es  immer  noch  ein  Intervall 
von  Werten  von  x  kleiner  als  a  gibt,  innerhalb  dessen  y  überall 
von  A  um  weniger  als  6  abweicht.  Gibt  es  immer  ein  solches 
Intervall,  wie  klein  auch  ö  gewählt  sein  mag,  so  werden  wir 
sagen,  daß  y  für  x  =  a  den  Grenzwert  A  erreicht.  So  kommen 
wir  zu  der 
18,  13] 
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Definition:  Die  Funldion  f{x),  die  für  Werte  von  x 
kleiner  als  a  deftaiert  ist,  hat  für  den  Wert  x  =  a  den  G-rens- 
wert  Ä,  tvenn  es  stets,  wie  Mein  man  auch  eine  positive  Zahl  6 
wählen  mag,  umnittelbar  vor  x  =  a  ein  Intervall  a  —  h  <ix  <ia 
gibt,  innerhalb  dessen  f(x)  überall  von  A  um,  iveniger  als 
6  abiveicht,  so  dcß  für  jedes  x  innerhalb  dieses  Intervalles 
\f{x)  —  A<(j  ist. 

1.  Beispiel:  Unter  y  werde  für  negative  Werte  von  x 
die  dritte  Potenz  von  x  verstanden.  Wohlbemerkt  definieren 
wir  y  =  x^  nur  für  x  <0,  nicht  auch  für  x  =  0-^  es  soll  also 
nicht  direkt  x  =  0  darin  gesetzt  werden,  wodurch  sich  y  =  0 
ergäbe,  sondern  es  soll  aus  den  vor  x  =  0  liegenden  W^erten 
der  Funktion  ihr  Grenzivert  für  x  =  0  ermittelt  werden.  Hier 
ist  a  =  0,  also  ein  Intervall  vor  a  etwa 
durch  —h  und  0  begrenzt.  Wir  haben 
eine  Zahl  A  so  zu  suchen,  daß  stets, 
wie  klein  man  auch  die  positive  Zahl  <5 
wählen  mag,  x^  —  A  absolut  genommen 
kleiner  als  a  ist,  wenn  x  zwischen  —h 
und  0  liegt.  Dies  wird  in  der  Tat  er- 
reicht, wenn  insbesondere  ^  =  0  ge- 
wählt wird  und  h  <  ^ö  ist,  denn  dann 
wird,  sobald  x  zwischen  —  h  und  0  ri'g.  s. 
liegt,  '\x^  —  A\  oder  also  i^r^^  kleiner 
als  ^6^  =  6.  Ist  z.B.  (?  =  0,001  gewählt,  so  ist 
Werte  von  x  zwischen  —  0,1  und  0  kleiner  als  (?,  also  auch 
\x^  —  A\,  wenn  darin  ^  =  0  ist.  Wenn  wir  uns  in  Fig.  8  ein 
Bild  von  der  Funktion  y  =  x^  für  negative  Werte  von  x  machen, 
so  sehen  wir:  Wie  klein  wir  auch  die  Zahl  6  wählen  mögen, 
stets  gibt  es  vor  ic  =  0  ein  Intervall  —h<x<0,  innerhalb 
dessen  die  Ordinate  von  Null  um  weniger  als  6  abweicht,  so 
daß  die  beiden  Parallelen  zur  a;-Achse  mit  den  Ordinaten  -f  ö 
und  —  6  dasjenige  Stück  des  Bildes  der  Funktion  einschließen, 
das  von  x  ^  —  Yö  bis  x  =  0  geht. 

2.  Beispiel:  Unter  y  =  [x]  sei  die  größte  ganze  in  der 
positiven  Zahl  x  enthaltene  Zahl  verstanden.  Liegt  x  zwischen 
0  und  1,  so  ist  y  =  0,  liegt  x  zwischen  1  und  2,  so  ist  y=l 
usw.      Das   Bild   dieser   Funktion   besteht   daher,  siehe  Fig.  9, 
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Fig.  9. 


aus  lauter  treppenweise  geschich- 
teten parallelen  Strecken.  Für 
x  =  2  z.  B.  kann  man  im  Zweifel 
sein,  ob  man  y  den  Wert  1  oder 
2  zuschreiben  soll.  Wenn  wir 
aber  x  auf  Werte  Meiner  als  zwei 
beschränken,  so  ist  der  Grenz- 
.  wert  von  y  für  x  =  2  der  Wert 
Eins.  In  der  Tat,  in  dem  ganzen 
Intervalle  1  <  :r  <  2  ist  ja  [x]  —  1 

sogar   gleich   Null.     Wie   klein   wir  auch   die   positive   Zahl  a 

wählen  mögen,  stets  ist 

\[x]-li<ö 

sobald  X  irgendwo  in  dem  Intervalle  1  <  :r  <  2  vor  x  =  2  liegt. 
3.  Beispiel:  Es  sei  y  die  Funktion  x  sin  x  für  Werte 
von^a;  <  0.  Fig.  10  gibt  das  Bild  dieser  Funktion.  Die  Kurve 
nähert  sich  mit  wachsendem  x  in  immer  niedriger  werdenden 
Schwingungen  dem  Nullpunkte,  so  daß  für  x  =  0  als  Grenz- 
wert Ä  von  y  der  Wert  Null  zu  vermuten  ist.  In  der  Tat: 
Ist  ö  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl,  so  sei  h  =  [Y ö\  ge- 
wählt. Dann  ist,  sobald  x  im  Intervalle  —  h  <  x  <iO  liegt, 
|;rsina;|  kleiner  als  x^,  da  der  Sinus  von  x  absolut  genommen 
kleiner  als  der  Winkel  x  (in  Bogenmaß)  ist,  d.  h.  es  kommt 
\x  sin  x  —  0\<  \x^i  <  \h^\  =  ö. 

4.  Beispiel:  Jetzt  bedeute  y  für 
negative  Werte  von  x  die  Funktion 
sin  (1  :x).  Ihr  Bild  ist  in  Fig.  11  an- 
gedeutet; die  Schwingungen  werden, 
wenn  x  zu  Null  hin  wächst,  so  eng, 
daß  sie  nicht  mehr  gezeichnet  werden 
können.  Diese  Funktion  hat  für  x  =  0 
lieinen  Grenzwert.  Denn  es  sei  — h<ix<iO 
irgend  ein  Intervall  vor  x  =  0.  Inner- 
halb des  Intervalles  ist  \l:x\  größer  als 
1  :  /i;  aber  wie  klein  auch  h  sein  mag, 
stets  gibt  es  eine  ganze  Zahl  k  der- 
art,   daß    l'Tt  -j-  2h7t    und    um    so   mehr 


Fig.  10. 
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'l'Tt  -{-  (2]i  -{-  l)7t   größer   als    l:h   wird.     Im  Intervalle   liegen 
also  stets  Werte  von  der  Form: 

1  .  1 


X  = 


und 


X  =  — 


<>- 


^7t  +  ^kn  "^  ^Tt  +  (2A-  -f-  1)  7t 

Für  den  ersten  ist  y  gleich  —  1,  für  den  zweiten  gleich  -f  1. 
Wäre  nun  A  der  Grenzwert  für  x  =  0,  so  müßte  also  sowohl 
\—l—A\  als  auch  \-\-\—A\<ö  sein, 
wie  klein  auch  <?  gewählt  sein  mag. 
Einen  solchen  Wert  A  gibt  es  jedoch 
nicht. 

14.  Grenzwert  bei  abnehmen- 
dem x^  Nehmen  wir  jetzt  an,  y  sei 
eine  Funktion  f{x)  für  solche  Werte 
von  Xj  die  größer  als  ein  bestimmter 
Wert  a  sind;  dagegen  sei  y  für  x  ^  a 
nicht  definiert.  Alsdann  können  wir  ent- 
sprechende Überlegungen  anstellen  und 
kommen  so  zu  der 

Definition:  Die  Fimliion  fix), 
die  für  Werte  von  x  größer  als  a  de- 
finiert ist,  hat  für  den  Wert  x  ==  a  den 
Grenzwert  A,  ivenn  es  stets,  wie  Mein 
man  auch  eine  positive  Zahl  6  wählen 
mag,  unmittelbar  nach  x  =  a  ein  Inter- 
vall a<x<.CL-\- h  gibt,  innerhalb  dessen 
f{x)  überall  von  A  um  weniger  als  6 
abweicht,  so  daß  für  jedes  x  innerhalb 
dieses  Intervalles  \f{x)  —  A\  <i6  ist. 

1.  Beispiel:  Es  sei  y  =  x^  für  po- 
sitive Werte  von  x.  Wählen  wir  h  <  y6, 
wo  ö  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  sei,  so  ist  h^  <  ö, 
also  im  Intervalle  0  <x<h  auch  \x^  —  0\  <  6 ,  d.  h.  y  hat 
für  X  =  0  den  Grenzwert  A  =  0. 

2.  Beispiel:  Ist  y  =  \x\  die  größte  ganze  in  ^er  positiven 
Zahl  x  enthaltene  Zahl  und  zwar  für  alle  x>2,  so  hat  y  für 
X  =  2  den  Grenzwert  A  =  2.  Denn  wenn  wir  h  =  1  wählen, 
so  ist  im  ganzen  Intervalle  2  <x  <2  +  h  stets  y  =-2,  also 
\[x]  —  2 \  <.  (3  für  beliebiges  positives  6. 
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5.  Beispiel:  Ist  y  =  x  sin  x  für  x  y- 0 ,  so  hat  y  für 
X  =  0  den  Grenzwert  JL  =  0,  denn  wenn  Ji  =  lYöl  gewählt 
wird,  so  ist  für  alle  x  im  Intervalle  0  <  a;  <  /<  auch  |  :r  sin  .'^  —  0 1 
<x^<  h'  =  ö. 

4.  Beispiel:  Ist  y  =  sin  (1  :  x)  für  rr  >  0,  so  hat  ?/  für 
X  ^  0  keinen  Grenzwert,  was  sich  analog  wie  in  Nr.  13  eigibt. 

15.  Grenzwert  überhaupt.  Im  ersten  und  dritten  Bei- 
spiele zeigte  sich,  daß  die  Funktionen  y  =  x^  und  y  =  x  sin  x 
sowohl  bei  wachsendem  x  als  auch  bei  abnehmendem  x  jedes- 
mal gleiche  Grenzwerte  für  x  =  0  haben.  Im  zweiten  Beispiele 
jedoch  ergab  sich,  daß  y  =  \x'\  für  bis  x  =  2  wachsendes  x  den 
Grenzwert  1,  für  bis  x  =  2  abnehmendes  x  den  Grenzwert  2  hat. 
Im  vierten  Beispiele  ergaben  sich  überhaupt  keine  Grenzwerte. 

Ist  nun  y  =  f{x)  innerhalb  eines  solchen  Intervalles  für  x 
definiert,  das  den  Wert  x  =  a  enthält,  so  kann  man  sich  dem 
Werte  x  =  a  sowohl  mit  wachsendem  als  auch  mit  abnehmen- 
dem X  nähern.  Nur  wenn  sich  beide  Male  derselbe  Grenzwert 
ergibt,  sagen  wir,  daß  die  Funktion  für  x  ==  a  dort  einen 
Grenzwert  schlechtweg  hat. 

Definition:  Die  Funldion  f(x)  hat  an  einer  Stelle  x  =  a 
innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  von  x  den  Grenzwert  Ä, 
wenn  sie  sowohl  für  ein  x,  das  bis  a  wächst^  ah  auch  für  ein 
Xj  das  bis  a  abnimmt,  den  Grenzwert  A  hat. 

Oder  auch: 

Definition:  Die  Fimldion  f(x)  hat  an  einer  Stelle  x  ==  a 
innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  von  x  den  Grenzivert  Ä, 
wenn  stets,  wie  Idein  man  auch  eine  positive  Zahl  6  wählen 
mag,  ein  Intervall  a  —  h  <i  x  <.  a  -{-  h  um  a  herum  vorhanden 
ist,  innerhalb  dessen  f{x)  überall  von  A  um  weniger  als  6  ab- 
weicht, so  daß  für  jedes  x  innerhalb  des  Intervalles  \f(x)  —  A\ 
<  ö  ist. 

Man  bezeichnet  den  Grenzwert  alsdann,  indem  man  vor 
f{x)  das  Zeichen  „lim"  (Limes,  die  Grenze)  setzt  und  darunter 
angibt,  für  welchen  Wert  a  von  x  der  Grenzwert  gemeint  ist. 
Nach  dem  ersten  und  dritten  Beispiele  in  Nr.   13,   14   ist   so: 

lim  x^  =  0,       lim  a;  sin  rr  =  0. 

x=0  x  =  0 

In  dem  Falle,  wo  eine  Funktion  f(x)  verschiedene  Grenz- 
14,  15] 
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werte  liat,  je  nachdem  x  wachsend  oder  abnehmend  nach  a 
strebt,  bezeichnet  man  die  Grenzwerte  auch  mit  f(ci  —  0)  und 

/•(«.  +  0). 

16.  Grenzwert  einer  Funktion  von  mehreren  Ver- 
änderlichen. Ist  y  =  f\xij  X.2J .  .  .  xj  als  Funktion  von  x^^ 
X2,  '  '  -  ^n  in  einem  gewissen  Yariabilitätsbereiche  der  n  Ver- 
änderlichen x^y  x^,  . . .  x^  definiert,  so  kann  man  auch  hier  ein 
bestimmtes  Wertsystem  x^=  a^,  ^2  ==  ^2  ?  •  •  •  ^«  =  <^7i  ^^^  Auge 
fassen,  das  dem  Variabilitätsbereiche  angehört.  Man  sagt  da- 
für kurz:  Man  fixiert  eine  Stelle  x^  =  a^,  X2=  a^y  .  .  .  x^=  a^ 
innerhalb  des  Variabilitätsbereiches.     Dann  haben  wir  die 

Definition:  Die  Funktion  fix^y  x^,  -  .  ■  ^J  hat  an  einer 
Stelle  x^  =  a^,  x.2=  a^,  .  .  .  x,^  =  a„  des  Varidbilitätsbereiciies  von 
x^j  ^2>  •  •  •  ^n  den  Grenzivert  Ay  wenn  es  stets,  wie  klein  man 
auch  eine  positive  Zahl  6  ivählen  mag,  derartige  Intervalle 
a^  —  h  <C  oc^  -C  a^  -\-  h,  «g "~  ^  ^  ^2  <  ^2  +  ^  '^'^• 
gibt,  daß  für  alle  Werte  von  x^,  x.2,  .  .  .  x^  innerhalb  dieser 
Intervalle  die  Funktion  f(x-^,  x^, .  .  .  x^  von  A  um  iveniger 
als  6  ah IV eicht:     'fix^,  x^,  .  .  .  x^)  —  A  <i  6. 

§  4.    Die  Begriffe  +  oo  und  —  oo. 

17.  Unendlicher  Grenzwert  bei  endlichem  x.     Es 

sei  g  =  fix)  eine  Funktion  von  x,  die  wieder  wie  in  Nr.  13 
definiert  sei  für  x  <^a.  Sie  habe  aber  für  x  =  a  keinen  be- 
stimmten endlichen  Grenzwert.  Alsdann  ist  es  denkbar,  daß  y, 
je  näher  x  wachsend  an  a  heranrückt,  immer  größere  und 
größere  Werte  erhält;  und  wir  sagen,  daß  f{x)  für  x  =  a  den 
Grenzwert  +  00  hat,  wenn  es  stets  zu  jeder  noch  so  groß  ge- 
wählten Zahl  N  ein  Intervall  a  —  h  <C  x  <C  a  vor  a  gibt,  in 
dem  y  überall  größer  als  N  ist. 

Entsprechendes  gilt,  wenn  x^  a  ist  und  abnehmend  an  a 
heranrückt. 

Es  kann  auch  vorkommen,  daß  f(x),  sobald  sich  x  dem 
Werte  a,  sei  es  wachsend  oder  abnehmend,  nähert,  nur  absolut 
genommen  immer  größere  Werte  erhält  und  stets  negativ  ist. 
Dann  werden  wir  dementsprechend  sagen,  daß  nicht  +  00, 
sondern  —  00  der  Grenzwert  ist. 
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als   a    definiert    ist,    erreicht    an   der   Stelle   x  =  a 
I  X  den  Grenzwert  +  oo  hzw.  —  (x>,  je  nach- 


stets  unmittelbar 


Fig.  12. 


Wir  definieren  also  so: 

Definition'.    Die   Funktion  fix),   die  für    Wetie   von   x 
( Meiner  ] 
[größer  J 

(  wachsendem 

\  abnehmendem 
dem,  wie  groß  man  auch  eine  positive  Zahl   N  wählest   mag, 

,  [   X  =  a  ein  Intervall  \  ,  1 

nach  )  [a  <x  <a-i-h} 

vorhanden  ist,  innerhalb  dessen  f{x)  bzw. 

—  fix)  überall  größer  als  N  ist. 
In  dieser  Definition  entsprechen  ein- 
ander natürlicL.  die  Vorzeichen  von  cx) 
und  von  f{x). 

Hier  ist  nun  noch^  wenn  die  Stelle 
x  =  a  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches 
liegt,  wie  in  Nr.  15  hinzuzufügen: 

Definition:  Die  Funktion  f{x)  hat 
an  einer  Stelle  x  =  a  ihres  Variabilitäts- 
bereiches den  Grenzwert  -\-  oo  bzw.  den 
Grenztvert  —  oo,  je  nachdem,  wie  groß  man  auch  eine  positive 
Zahl  N  wählen  mag,  stets  ein  Intervall  a  —  h  <^x  <  a  +  h  um 
die  Stelle  x  =  a  herum  vorhanden  ist,  innerhalb  dessen  f{x) 
hzw.  —  fix)  überall  größer  als  N  ist. 

1.  Beispiel:    Die   Funktion  y  =  1  \  {x  —  a)  ist  für  jedes 
X  außer  x  =  a  definiert.     Siehe   Fig.  12.     Nähert  sich  x  dem 

Werte  a  wachsend,  so  hat  y  für  x  =  a 
den  Grenzwert  —  oo,  denn  wenn  N  eine 
beliebig  große  positive  Zahl  und  h  eine 
positive  Zahl  kleiner  als  1  :  N  bedeutet, 
so  ist  im  Intervalle  a  —  h<,x<Ca  über- 
all a  —  X  <Ch,  mithin   1  :  (a  —  x)   oder 

—  y  >  1  :h,  d.  h.  —  y>  N.  Wenn  da- 
gegen X  abnehmend  bis    a  gelangt,    ist 

der  Grenzwert  -f  oo.  Denn  für  jedes  x  im  Intervalle  a  <C  x 
<Ca  -\-  h  ist  X  —  a  <,h  oder  y  -=1  :  (x  —  a)  >  1  :h>  N.  Für 
X  =  a  treten  also  die  beiden  Grenzwerte  ±  oo  auf. 

2.  Beispiel:    Die  Funktion  y  =  1  :  ia  —  x^   hat    sowohl 
17] 
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bei  zunehmendem  als  auch  bei  abnehmendem  x  für  x  =  a  den 
Grenzwert  -\- cg.  Denn  wenn  wir  ^<l:|")/iV;  wählen,  so 
ist  im  Intervalle  a  —  h<ix<,a  +  h  überall  (a  —  xy < A^ <  1 : iV, 
d.h.  y>  ^^,     Siehe  Fig.  13. 

18.  Endlicher  Grenzwert  bei  unendlichem  x.  Es 
sei  y  =  f(x)  für  beliebig  große  positive  Werte  von  x  definiert. 
Es  fragt  sich  dann,  ob  y  einem  Grenzwerte  Ä  zustrebt, 
wenn  x  über  jede  Zahl  wächst.  In  diesem  Falle  fordern  wir 
naturgemäß,  daß  y  von  Ä  um  beliebig  wenig  abweichen  soll, 
wenn  nur  x  hinreichend  groß  gewählt  wird.  Entsprechendes 
gilt,  wenn  y  =  f(x)  für  zwar  absolut  genommen  beliebig  große, 
aber  negative  Werte  von  x  definiert  ist. 

Definition:  Die  Funktion  f{x),  die  für  beliebig  große 
positive  Werte  von  x  oder  aber  für  absolut  genommen  beliebig 
große,  aber  negative  Werte  von  x  definiert  ist,  hat  für  ^  =  -|-  oo 
bsiv.  für  X  =-  —  oo  den  bestimmten  endlichen  Grenmvert  A,  wenn 
es  stets,  tvie  Mein  man  auch  eine  positive  Zahl  a  ivählen  mag, 
einen  positiven  bzw.  negativen  Wert  n  derart  gibt,  daß  f{x)  für 
jedes  x  größer  bzw.  Meiner  als  n  von  A  um  weniger  als  0  ab- 
weicht:    \f{x)  —  A\<,(3. 

Beispiel:   Es  sei  gegeben: 


y- — r* 

Wenn  n  positiv  ist,   so   wird  für  jedes  x^  n,  oder,   wenn  n 

negativ   ist,  für  jedes  x<^n  auch  x'^^n^,   sobald    ?^|  >  1  ist, 

folglich : 

.     _        ^      1  1 

y  l  +  ic^ '^  l  +  n** 

Bedeutet    nun    6    eine    beliebig    klein    gewählte    positive    Zahl 
und  wird  im  Falle  w  >  0 : 


im  Falle  ^^  <  0: 

gewählt,  so  ist  für  jedes  x^  n  bzw.   für  jedes  x  <i  —  n  auch 
|f/  —  1!  <  <J,    d.  h.    y    hat    für   .r  =  +  cx)    und    für    x  =  —  <X) 
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den  Grenzwert  1.    Siehe  Fior.  14, 
wo    dies    bedeutet:    Ziehen   wir 
^       zur  ^- Achse   parallele   Geraden 
mit    den    Ordinaten   1  +  (?,    so 
'^'     ■  verläuft     die     ßildkurve     stets^ 

wie  klein  auch  ö  gewählt  sein  mag,  für  alle  x,  die  absolut 
genommen  größer  als  \yi:6—i\  sind,  in  dem  Streifen  zwi- 
schen beiden   Geraden. 

19.  Unendlicher  Grenzwert  bei  unendlichem  x.  Gibt 
es  keinen  endlichen  Grenzwert  Ä  wie  in  Nr.  18  für  o;  =  +  oo 
oder  X  =  —  ooj  so  kann  es  sein,  daß  die  Funktion  f{x)  nach 
+  oo  oder  —  oo  strebt.     Wir  sagen  nämlich: 

(  +^   1 


Definition:    Die   Funktion  f{x)   hat  für 


(X) 


den  Grenzwert  +  oo  hzw.  —  oo,  ivenn  es  stets,  wie  groß  man 

auch  eine  positive  Zahl  N  ivählen  mag,  einen  \  ^^  ^  ^^.^^      Wert  n 

l  negativen ) 

derart  gibt,  daß  f(x)  bzw.  -  f(x)  für  jedes  x  |^^^^^^  }  als  n 
größer  als  N  ist  ^  '^^^''^^"^  ^ 

Aber  ebenso,  wie  es  vorkommen  kann,  daß  eine  Funktion 
fix)  für  ein  endliches  x  weder  einen  endlichen  Grenzwert  A 
noch  den  Grenzwert  +  oo  oder  —  oo  hat,  kann  es  auch  sein, 
daß  f{x)  für  x  =  -{-  oo  oder  ^  =  —  oo  weder  einen  endlichen 
Grenzwert  A  noch  den  Grenzwert  +  oo  oder  —  oo  hat.  Z.  B. 
ist  es  so  bei  der  Funktion  sin  x,  von  der  für  x  =  ^  oo  das- 
selbe gilt,  wie  von  der  Funktion  sin  (l:x)  für  ^  =  0  (vgl. 
4.  Beispiel,  Nr.  13  und  14). 

Da  hier  die  Symbole  +  oo  und  —  oo  aufgetreten  sind,  ist 
hervorzuheben,  daß  sie  nicht  alle  Rechenregeln  erfüllen,  die 
für  Zahlen  gelten.  Ist  z.  B.  a  endlich,  so  folgt  aus  a  -\-  h  =  a 
notwendig  h  =  0.  Dies  gilt  jedoch  nicht  mehr,  wenn  a  =  +  oo 
ist.  Wenn  daher  im  folgenden  Zahlen  oder  Buchstaben  a,  b, . ., 
benutzt  werden,  so  sollen  die  Symbole  +  oo  und  —  oo  stets  aus- 
geschlossen sein. 

§  5.    Stetigkeit. 

20.  Stetigkeit  von  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen. Wenn  wir  auch  in  Nr.  13  zunächst  voraussetzten,  daß 
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die  betrachtete  Funktion  f{x)  für  denjenigen  Wert  x  =  a,  für 
den  wir  ihren  Grenzwert  untersuchten,  nicht  definiert  sei,  so 
können  wir  doch  auch  an  jeder  Stelle  Xj  wo  f(x)  definiert  ist, 
nach  dem  Grenzwerte  lim  f{x)  fragen.  Er  braucht  durchaus 
nicht  mit  dem  Werte,  den  f{x)  selbst  an  der  fraglichen  Stelle 
hat,  übereinzustimmen,  da  er  sich  ja  nicht  aus  diesem  Werte, 
sondern  aus  denjenigen  Werten  ergibt,  die  der  Funktion  in  einem 
Intervalle  vor  bzw.  nach  der  betrachteten  Stelle  zukommen. 

Wir  könnten  z.  B.  eine  Funktion  f{x)  so  definieren:  Es 
soll  für  irgend  ein  x  ihr  Wert  gleich  x^  sein,  nur  für  ä;  ==  0 
soll  ihr  Wert  gleich  Eins  sein.  Da  dann  für  jedes  x  der 
FunktionsAvert  definiert  ist,  so  liegt  tatsächlich  eine  Funktion 
vor.  Nun  ist  aber  lim  x^  =  0  für  x  =  0,  vgl.  Nr.  15,  während 
die  Funktion  für  x  =  0  nach  Definition  den  Wert  Eins  hat. 
Der  Grenzwert  der  Funktion  für  x  =  0  stimmt  also  nicht  mit 
dem  Funktions werte  für  ^  =  0  überein. 

Wenn  wir  wie  in  Nr.  15  unter  dem  Grenzwerte  A  von  f{x) 
an  der  Stelle  x  =  a  denjenigen  Grenzwert  verstehen,  der  sich 
in  gleicher  W^eise  ergibt,  ob  x  bis  a  zu-  oder  abnimmt,  so 
werden  wir  nun  die  StetigJ:eit  der  Funktion  definieren,  indem 
wir  bedenken,  daß  durch  sie  der  Zusammenhang  der  Werte 
der  Funktion  für  verschiedene  unmittelbar  benachbarte  Werte 
von  X  zum  Ausdrucke  gebracht  werden  soll.     Wir  sagen: 

Definition:  Die  Funktion  fix),  die  in  einem  Intervalle 
b  <Coc<Cc  definiert  ist,  heißt  an  der  Stelle  x  =  a  innerhalb  dieses 
Inten  alles  stetig,  wenn  sie  erstens  für  x  =  a  einen  bestimmten 
endlichen  Grenzivert  hat  und  ivenn  sweitens  dieser  Grenzwert 
übereinstimmt  mit  demjenigen  Werte  f{a),  der  der  Funktion  an 
der  Stelle  x  =  a  vorgeschrieben  ist: 

lim  f{x)  =  f{a). 

x  =  a 

Erinnern  wir  uns  an  die  in  Nr.  15  gegebene  Definition 
des  Grenzwertes,  so  folgt: 

Satz  3:  Ist  die  Funktion  f(x)  in  dem  Intervalle  b<Coo<Cc 
definietij  so  ist  sie  an  der  Stelle  x  =  a  innerhalb  des  Intervalles 
dann  und  nur  dann  stetig,  tvenn  es  stets,  wie  klein  man  auch 
eine  positive  Zahl  o  tvählen  mag,  ein  Intervall  a  —  h<ix<,ci-\-h 
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um   a   herum    derart  gibt,    daß   für  jedes  x   innerhalb    dieses 
Intervalles 

\f{x)-f{a)\<0 
ist 

Umgekehrt  kann  man  diesen  Satz  als  Definition  der  Stetig- 
keit benutzen  und  alsdann  die  vorhin  gegebene  Definition  als 
Folgerung  hieraus  ableiten.  Aus  diesem  Satze  folgt ^  daß  die 
Bildpunkte  der  Funktion  f{x)  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
X  -=  a,  wo  die  Funktion  stetig  ist^  so  liegen:  Wählen  wir  6 
beliebig  klein  und  ziehen  wir  diejenigen  Parallelen  zur  ^- Achse, 
deren  Ordinaten  gleich  f(a)  +  a  und  f{a)  —  <5  sind,  so  gibt  es 
stets  eine  positive  Zahl  h  derart,  daß  alle  Bildpunkte,  die  sich 
für  a~h<,x<ia-\-h  ergeben,  innerhalb  des  von  jenen 
beiden  Geraden  bestimmten  Streifens 
liegen,  siehe  Fig.  15.  Anders  ausge- 
drückt: Ziehen  wir  noch  die  Parallelen 
zur  y- Achse  mit  den  Abszissen  a  —  h 
■>■  und  a  -{-  h,  so  erhalten  wir  ein  RechtecJc 
j,.    j^  (in  der  Figur  schraffiert),  innerhalb  des- 

sen alle  erwähnten  Bildpunkte  liegen. 
Wie  klein  man  auch  die  Höhe  2ö  des  Rechtecks  wählen  mag, 
stets  gehört  dazu  eine  gewisse  Breite  2h  des  Rechtecks. 

21.  Sätze  über  stetige  Funktionen  von  einer  Ver- 
änderlichen. Da  ö  in  dem  Satze  der  vorigen  Nummer  be- 
liebig klein  gewählt  werden  kann,  so  weicht  f(x)  von  f(a)  im 
Intervalle  a  —  h<x<ia-\-h  um  beliebig  wenig  ab.  Ist  f(a) 4=  0, 
so  können  wir  er  kleiner  als  den  absoluten  Betrag  von  f(d) 
annehmen,  so  daß  folglich  f{x)  im  Intervalle  a  —  h<ix<Ca^h 
dasselbe  Vorzeichen  wie  f{a)  hat.     Daher: 

Satz  4:  Ist  f{x)  an  der  Stelle  x  =  a  stetig  und  überdies 
von  Nidl  verschieden,  so  gibt  es  ein  solches  Intervall  a  ~h  <C  x 
<ia  -\-h  um  X  =  a  herum,  innerhalb  dessen  f(x)  überall  das- 
selbe Vorzeichen  wie  f{a)  hat 

Wenn  nun  f{x)  wieder  in  einem  gewissen  Intervalle  stetig 
ist  und  an  zwei  Stellen  Xq  und  x^  des  Intervalles  verschiedene 
Vorzeichen  hat,  so  läßt  sich  beweisen,  daß  f{x)  zwischen  x^^ 
und  x^  an  mindestens  einer  Stelle  gleich  Null  ist.  Wenn  wir 
nämlich  das  Intervall  von  x^  bis  x^  halbieren,  so  kommen  wir 
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zu  einem  Werte  x^^  für  den  f(x^  positiv  oder  negativ  oder 
gleich  Null  sein  kann.  Im  dritten  Falle  wäre  die  Behaup- 
tung erfüllt;  wir  sehen  daher  von  ihm  ab.  Alsdann  folgt 
daraus^  das  f{x^,  fip^i)  ^"^^  f{^i)  sämtlich  von  Null  ver- 
schieden sind^  daß  entweder  f{x^  und  f(x^  oder  aber  f{x^ 
und  fipc^)  verschiedene  Vorzeichen  haben.  Eines  der  beiden 
Intervalle  von  Xq  bis  x^  und  von  x^  bis  x^  ist  also  wieder  so 
beschaffen^  daß  f{x)  an  seinen  Enden  verschiedene  Vorzeichen 
hat.  Außerdem  ist  dies  Intervall  halb  so  groß  wie  das  von 
Xq  bis  x^.  In  dem  neuen  Intervalle  können  wir  nun  dieselbe 
Betrachtung  wie  im  ursprünglichen^  von  x^  bis  x^  erstreckten, 
anstellen,  d.  h.  durch  Halbieren  leiten  wir  aus  ihm  ein  Inter- 
vall ab,  an  dessen  Enden  fix)  wieder  verschiedene  Vorzeichen 
hat.  Das  neue  Intervall  ist  nur  y^  so  lang  wie  das  ursprüng- 
liche. So  fahren  wir  fort;  es  ergibt  sich,  daß  wir  immer  kür- 
zere und  kürzere  Intervalle  erhalten,  an  deren  Enden  f{x)  ver- 
schiedene Vorzeichen  hat.  Alle  diese  Intervalle,  von  denen 
jedes  folgende  im  vorhergehenden  eingeschlossen  ist,  haben 
nach  Nr.  2  oder  Nr.  3  einen  Wert  x  gemein,  da  sie,  wie  dort 
erläutert  wurde,  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  x  definieren. 
Es  gibt  also  ein  beliebig  kurzes  und  x  enthaltendes  Intervall, 
an  dessen  Enden  f{x)  verschiedene  Vorzeichen  hat.  Es  habe 
etwa  die  Länge  2h.  Da  nun  f{x)  in  dem  ganzen  Gebiete  von 
Xq  bis  x^  stetig  ist,  so  läßt  sich,  wenn  6  eine  beliebig  kleine 
positive  Zahl  ist,  stets  ein  solches  Intervall  x —  h  <i  x  <i  x  -\- h 
um  X  herum  abgrenzen,  innerhalb  dessen  f(x)  von  f{xf)  um 
weniger  als  (3  abweicht.  Dies  Intervall  von  der  Länge  2h 
schließt  aber  das  vorhin  erwähnte  von  der  Länge  2h  in  sich 
ein,  weil  letzteres  ja  beliebig  kurz  gemacht  werden  konnte. 
Also  weichen  f(x—h)  und  f{x-\-h)  von  fipc)  um  weniger 
als  6  ab.  Wäre  nun  f{x')^0,  so  könnten  wir  <5  <i\f{x)\ 
annehmen,  so  daß  f{x'~h)  und  f(x'-\-h)  dasselbe  Vorzeichen 
wie  fix')  hätten.  Aber  sie  haben  verschiedene  Vorzeichen. 
Die  Annahme  f{x)  4=  0  führt  also  zu  einem  Widerspruche. 
Daher  ist  fix)  =0.     Mithin: 

Satz  5:  Ist  f(x)  in  emem  Intervalle  Xq^x^x^  stetig  und 
haben  f{xQ)  und  f{x^)  verschiedene  Vorzeichen,  so  gibt  es  mindestens 
einen  Wert  von  x  stvischen  Xq  und  x^,  für  den  f{x)  gleich  Null  ist. 
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Es  sei  y  =  f{x)  wieder  für  Xq  und  x^  und  im  ganzen 
Intervalle  von  Xq  bis  x^  stetig.  Ferner  sei  etwa  f(x^  =  A  und 
/  (^i)  ^  ^-  ^s  werde  irgend  eine  Zahl  C  zwischen  A  und  B 
herausgegriffen,  d.  h.  es  sei,  wenn  wir  etwa  A<iB  annehmen: 

A<G<B. 
Betrachten  wir  nun  die  Funktion 

F{x)=f{x)-C. 
Sie  ist  wie  f(x)  selbst  stetig  von  x^  bis  x^.  Für  Xq  hat 
sie  den  Wert  f{x^  — C  =  J.—  (7<0  und  für^j  den  Wert 
/^(^i)  —  C^  =  ^  —  C'  >  0,  d.  h.  F{x)  hat  in  x^  und  %  verschie- 
dene Vorzeichen.  Wenden  wir  auf  F(x)  den  letzten  Satz  an, 
so  folgt,  daß  es  mindestens  einen  Wert  x  im  Intervalle Xq<.x<^x^ 
gibt,  für  den  F{x)  =  0,  d.  h.  f(x)  =  C  ist.  Da  G  beliebig 
zwischen  A  und  B  gewählt  war,  so  folgt: 

Satz  6:  Ist  f'{x)  eine  stetige  Funktion  von  x  im  Inter- 
valle Xq^x  ^  x^,  so  nimmt  sie  jeden  mvischen  f{x^  und  f{x^) 
gelegenen  Wert  mindestens  einmal  an,  wenn  x  das  Intervall 
durchläuft. 

22.  Stetigkeit  von  Funktionen  von  mehreren  Ver- 
änderlichen. Die  Definition  der  Stetigkeit  läßt  sich,  vgl. 
Nr.  16  und  20,  unmittelbar  so  verallgemeinern: 

Definition:  Eine  Funktion  f{x-^,x^,...x^,  die  für  alle 
Wertsysteme  x-^,  x^,  .  .  .  x^  innerhalb  eines  gewissen  Variahilitäts- 
hereiches  definiert  ist,  heißt  an  der  Stelle  x^  =  a^,  x^^  a^,  .  .  . 
x^  =-  a^  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  stetig,  wenn  sie 
dort  erstens  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat  und  tvenn 
zweitens  dieser  Grenzwert  übereinstimmt  mit  demjenigen  Werte 
f(a^,a^,...  aj,  der  der  Funktion  an  dieser  Stelle  vorgeschrie- 
ben ist: 
lim  f(x^,  ^2,  .  .  .  x^)  =  /"(«i^^a»  •  •  •  O   für  x^  =  a^,  x^  =  a^,  .  .  .- 

Hieraus  folgt: 

Satz  7:  Ist  die  Funktion  f{x-^,x^,  .  .  .  x^)  innerhalb  eines 
gewissen  Variabilitätsbereiches  definiert,  so  ist  sie  an  der  Stelle 
Xj^  =  a^,  X2=  a^, .  -  .  x^=  a^  innerhalb  des  Bereiches  dann  und 
nur  dann  stetig,  wenn  es  stets,  wie  klein  man  auch  eine  positive 
Zahl  ö  wählen  mag,  Intervalle 

a^^  —  h  <x^<a^-\-  h,     a^  —  h  <  X2  <  a^  +  h  usw. 
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deraH  gibt,  daß  für  jedes  Wertsystem  x^,  x^,  .  •  .  x^  innerhalb 
dieser  Iniervalle 

\  f{x^,  rr^,  .  .  .  ^„)  -  /•(«!,  a^,...  a„)    <  6 
ist. 

Im  Anschlüsse  hieran  wollen  wir  den  folgenden  allgemeinen 
Satz  beweisen: 

Sats  8:  Sind  /i,  /"g.  •••/*„»  FunMionen  von  x^,  x^,  •  •  •  ^n? 
die  an  der  Stelle  x^  =  «i,  x^  =  a^,  .  .  .  ic„  =  a„  stetig  sind  und 
dort  die  Werte  b^,  b^,  ...  6^,,  annehmen,  und  ist  die  Funktion 
F{y^y  Vi^-'-yJ  von  2/i,  ^2.  •  •  •  ym  «^  der  Stelle  y^  =  b^,y2-'h, -■  • 
ym  =  ^m  stetig j  so  ist  auch  F{f^y  f^,  .  .  ./",„)  eine  FimMion  von 
x^j  x^,  .  .  .  x^y  die  an  der  Stelle  x^  =  a^,  x^  =  a^,  . .  .  x^  =  a^ 
stetig  ist. 

Ist  nämlich  6  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Zahl, 
so  gibt  es  eine  j90sitive  Zahl  A"  derart,  daß 

\F{y„  ■■■y„)-F{\,  ...bj\<0 

wird  für  jedes  Wertsystem  der  y,  das  den  Bedingungen  genügt: 

\yi-W<^,  ...  :y,,~h^n  <^' 
Aber  jedes  y.  =  fi{x^j  -  ■  •  x^)  ist  an  der  Stelle  x^^  a^,  ..  .x^^=  a^^ 
stetig   und   nimmt   dort   den   Wert  b^  an.     Also    gibt   es   eine 
positive  Zahl  h  derart,  daß 

wird,  sobald 

\x^-a^<h,  ...   :r„-«„!  <h 

ist.     Folglich  gibt  es  zu  jeder  beliebig  kleinen  positiven  Zahl 
a  eine  positive  Zahl  h  derart,  daß: 

\Fif,{x),  . .  .  fj,x))  -  F{f,{a),  . .  .  f„sa))\  <  o 
wird  für  jedes  Wertsystem  der  x,  das  den  Bedingungen 

\^i-(^i\<ih  •■•  k«-«J<^' 

genügt.     Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

23.  Beispiele  von  stetigen  Funktionen. 

Satz  9:  Das  Produkt  von  x  und  einer  Konstanten  C, 
also  Cx,  ist  für  jeden   Wert  x  eine  stetige  Funktion  von  x. 

Die  Kurve  y  =  Cx  ist  eine  im  Winkel  arc  tg  C  gegen  die 
positive  Richtung  der  rr- Achse  geneigte  gerade  Linie,  die  an 
keiner  Stelle  eine  üu Stetigkeit  aufweist.     Der  Beweis  für  den 
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Satz  liegt  darin,  daß  lim  Cx  =  Ca  für  lim  x  =  a  ist.  Um  aber 
dies  zu  erkennen,  braucht  man  nur  eine  positive  Zahl  h  so 
zu  finden,  daß  \Cx—  Ca\  =  \C(x  — a)\  kleiner  wird  als  irgend 
eine  vorgegebene  positive  Zahl  ö,  wenn  nur  a  —  h<Cx<Ca-\-h 
ist.     Eine  solche  Zahl  h  ist  die  Zahl  6:  \C\. 

Satz  10:  Eine  Konstante  C  ist  für  jeden  Wert  x  eine 
stetige  Funktion  von  x. 

Die  Bildkurve  ist  hier  die  Parallele  zur  ^- Achse  mit  der 
Ordinate  G. 

Satz  11:  x^  -\-  X2  ist  an  jeder  Stelle  eine  stetige  Funktion 
von  x^  und  x^. 

Geometrisch  wird  der  Verlauf  der  Funktion  y  -=  x^^  x^ 
durch  eine  Ebene  dargestellt,  die  durch  den  Anfangspunkt  0 
hindurchgeht  und  gegen  die  Achsen  in  leicht  zu  bestimmender 
Weise  geneigt  ist.  Die  Anschauung  läßt  an  keiner  Stelle  der 
Ebene  eine  Unstetigkeit  erkennen.  Zum  Beweise  des  Satzes 
verstehen  wir  unter  6  eine  beliebig  kleine  vorgeschriebene  posi- 
tive Zahl  und  setzen  h  =  \(5.  Dann  wird  für  jedes  Wertsystem 
x^,  x^,  das  den  Bedingungen  \x^  —  a^\<hj  [x^  —  a2\<h  ge- 
nügt, auch  nach  Satz  2  in  Nr.  4: 

\{x^  +  x^)  —  {a^  +  «2)1  <  1^1  -  ^il  +  \^2  -  0^2!  <  2^^  =  <?• 
Satz  12:    Sind  f\{x^,  -  ■  •  x^)    und   (^{^i,  -  ■  -  ^J    ö[>^    <^^^ 
Stelle   x^  =  a^y  .  .  .  x^  =  a^    stetig ,    so   gilt    dasselbe    von    ihrer 
Summe:  f^{x^,  .  .  .  xj)  +  f^{x^,  .  .  .  x^). 
Setzt  man  nämlich: 

Vl-flipC,,  ...  Xj,        ^2  =  /2K.   •  •  •  ^n); 

F(y^,y2)  =2/1+2/2; 
so  sind  laut  Annahme  f^  und  f^  an  der  Stelle  x^  =  a^,  . .  .XJ^  =  a^^ 
stetig  und  nehmen  dort  die  Werte  6^,  ?>2  ^^-  2/i  +  2/2  i^^  ^^^^ 
nach  dem  vorigen  Satze  an  der  Stelle  yx  =  \j  y%  =  ^2  stetig. 
Also  gelten  die  Voraussetzungen  von  Satz  8  in  l^r.  22,  und 
es  foleft,  daß  auch 

F(n,f.)-f\+f, 

an  der  Stelle  x^  =  a^,  .  .  .  x^  =  a^  stetig  ist. 

Satz  13:   Sind  /i ,  /*2 ?•••/!„  0^^  d^^  Stelle  x^  =  a^,  . .  .x^  =  a^ 
stetig,  so  gilt  dasselbe  von  ihrer  Summe:  f^  -f  /2  ~f~  •  •  •  +  /in- 
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Ist  der  Satz  bereits  für  fi,  f2,  •  •  •  fm-i  bewiesen,  so  weiß 
man,  daß  /i  +  /i  4-  •  •  +  /„^ _ i  an  der  Stelle  Xj^  =  a^j  . . .  x^=  a^ 
stetig  ist.     Dasselbe  gilt  von  f^^,  also  nach  Satz  12  auch   von 

/i  +  A  H \-fm-i-\-fm'     ^^^  gilt  <^er  Satz  für  w  =  2,  also 

gilt  er  auch  für  m  =  3,  usw. 

Sat^  14:  Das  ProdiiJct  x^x.2  ist  an  jeder  Stelle  eine  stetige 
Funktion  vmi  x^  und  x^. 

Zunächst  nämlich  ist  unmittelbar  klar,  daß  x^x^  an  der 
Stelle  ^Tj  =  0,  x^  =  ^  stetig  ist.  Denn  setzt  man  h  =  |v^', 
so  wird  \x^x^\  <C  6  für  jedes  Wertepaar  x^ ,  x^ ,  das  den  Be- 
dingungen \x^^:  <iliy  \x^\<ih  genügt,  x^x.^  ist  aber  auch  an 
jeder  anderen  Stelle  x^=  a^,  X2  =  <^2  stetig.  Denn  das  Produkt 
(x^  —  a^)  {X2  —  ^2)  is*  ^^^  dieser  Stelle  stetig;  nach  Satz  9  sind 
aber  auch  a^X2  und  «2^^,  nach  Satz  10  auch  — a^a^  an  der- 
selben Stelle   stetig.     Also   ist  nach  Satz  13  auch  die  Summe 

X^X^  ==  {X^  —  «1)  {X2  —  »2)  +  «1^2  +  «2^1  —  %«2 

an  derselben  Stelle  stetig- 

Mit  Hilfe  von  Satz  8  in  Nr.  22  schließt  man  wie  nach  Satz  12: 
Satz  15:   Sind  f-^ix^,  -..^J  i^^tid  /"sC^i..  •••^^J  ol'^""  der  Stelle 

x^  =  a^,  . .  .  x^  =  a^  stetig,  so  gilt  dasselbe  von  ihrem  Produkte 

Und  durch  den  Schluß  von  7n  auf  m-f  1  ergibt  sich  wie  Satz  13: 
Sat0  16:  Sind  fx,f^27---fm  ^^^  der  Stelle  x^  =  a^,  ... x,^  =  a^ 
stetig,  so  gilt  dasselbe  von  ihrem  Produkte  fj\  •  ■  •  fm- 

Da  eine  Konstante  C  ebenso  wie  x^,  x^y  .  •  •  ^„  für  alle 
Stellen  x^  =  a^,  ...  x^  =  a„  stetig  ist,  so  gilt  dasselbe  von 
einem  Produkte  von  beliebig  vielen  dieser  Funktionen: 

V      .     X^         X^         .     .      .     X^        y 

wenn  a^^  a^,  .  .  .  cc^  positive  ganze  Zahlen  bedeuten.  Addiert 
man  irgend  eine  endliche  Anzahl  von  solchen  Termen,  so  ent- 
steht nach  Satz  13  eine  stetige  Funktion  der  x  und  zwar  nach 
Nr.  6  eine  ganze  rationale  Funktion.     Also: 

Satz  17:  Eine  ganze  rationale  FunJctimi  von  mehreren  Ver- 
ände^iichen  ist  überall  stetig. 

Ferner  gilt  der 

Satz  18:  Die  Funktion  1  :  x  ist  überall  mit  Ausnahme  der 
Stelle  X  =  0  stetig. 
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Wir  brauchen  diesen  Satz  nur  für  a;  =  a  >  0  zu  beweisen^ 
denn  wenn  a  negativ  ist,  beweisen  wir  ihn  zuerst  für  die 
Funktion  —  1  :  x  und  positives  x.  Ist  nun  a  >  0  und  bedeutet 
ö  eine  beliebig  klein   gewählte   positive  Zahl^   so   nehmen   wir 

,  a-6 

1  -\-  ao' 

also  positiv,  an.  Dann  ist  a  —  h  =  a  :  (1  -\-  aö)  >  0,  d.  h.  das 
Intervall  a  —  h<Cx<Za-\-h  enthält  nur  positive  Werte  von  x. 
Deshalb  ist  in  ihm  auch 

< Y   und   —  > 


X        a  —  h  X  '     a  -\-h 

Wegen  des  gewählten  Wertes  von  h  folgt  hieraus: 


<  ö  und  —  - 

X        a  X 

Da  1  +  2a(?  >  1  ist,  so  wird  der  absolute  Betrag  des  letzten 
Bruches  kleiner  als  a.  Also  ist  für  jedes  x  im  Intervalle 
a  —  Ji  <  X  <.  a  -{-  h: 

\  X         a  \ 
Für  a  =  0  dagegen  versagt  der  Beweis. 

Satz  19:  Ist  f{x^,  x^,.  ..x^  an  der  Stelle  x^  =  a^,.  ..x^  =  a„ 
stetig  und  von  Null  verschieden,  so  gilt  dasselbe  von  dem  reziproken 
Werte  1  :  f^x^,  x^,  •  •  •  ^„)  • 

Der  Satz  folgt  sofort  aus  Satz  18  und  Satz  8  in  Nr.  22. 

Ist  f{x^j  •  •  ■  ^n)  ®^^^  ganze  rationale  Funktion,  so  ist  da- 
her 1  :  f  nach  Satz  17  stetig  an  allen  Stellen,  an  denen  f  nicht 
gleich  Null  ist.  Ist  g{x^,  .  .  .  xj  eine  zweite  ganze  rationale 
Funktion,  so  ist  diese  überall  stetig.  Also  ist  nach  Satz  15 
das  Produkt  g  -  (1  :  f),  d.  h.  der  Bruch  g  :  f  stetig  an  allen 
Stellen,  an  denen  f  nicht  verschwindet.     Daher: 

Satz  20:  Eine  rationale  Funktion  von  mehreren  Veränder- 
lichen ist  stetig  an  allen  Stellen,  an  denen  ihr  Nenner  nicht  ver- 
schwindet. 

Wir  behaupten  ferner: 

Satz  21:  Wenn  die  Funktion  f{x),  während  x  alle  Werte 
des  Intervalles  a  ^x  ^b  durchläuft,  alle  Werte  von  A  bis  B 
annimmt,  dabei  stets  bestimmte  endliche  Werte  hat  und  überdies 
stets  zunimmt,  so  ist  sie  stetig  an  jeder  Stelle  innerhalb  des  Inter- 
valles von  a  bis  b. 
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Ist  nämlicli  x  =  Xq  irgend  eine  Stelle  im  Innern  des  Inter- 
valles  von  a  bis  h  und  x^  >  Xq  eine  zweite  solche  Stelle,  so 
bilde  man  die  nach  Vorausssetzung  positive  Differenz 

f(x,)-f{x,)==T. 

Ist  nun  ö  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Zahl,  so  kann 
erstens  t  ^d  sein.  Alsdann  ist  bereits  0  <  f(x)  —  f(x^  <  6 
für  jedes  x  im  Intervalle  XQ<ix  <x^.  Ist  dagegen  sweitens 
T  ^  ö ,  SO  wird  nach  Voraussetzung,  während  x  alle  Werte 
von  Xq  bis  x^  durchläuft,  f(x)  —  f{x^  beständig  wachsend  alle 
Zahlen  von  Q  bis  x  passieren.  Für  eine  bestimmte  Stelle 
X  =  Xq-\-  \  zwischen  Xq  und  x-^  wird  daher  jene  Differenz  ein- 
mal den  Wert  6  annehmen,  und  für  jedes  x  im  Intervalle 
Xq  <  X  <^  Xq  -\-  \  ist  dann  wieder  0  <Cf{x)  —  f{x^  <  6.  Be- 
trachtet man  eine  Stelle  x^<C  Xq,  so  findet  man  ebenso:  es 
gibt  eine  positive  Zahl  7^2?  ^o  daß  0  <  fix^  —  f{x)  <  a  ist 
für  jedes  x  im  Intervalle  Xq  — h2<ix  <,Xq. 

Nimmt  man  nun  li  gleich  der  kleineren  der  beiden  Zahlen 
//j  und  /?3  an,  so  ist  folglich 

\f{x)-f{x,)\<6 

für  jedes  x  im  Intervalle  Xq  —  li  K  x  <,  Xq  -\-  li . 

Ersetzt  man  f{x)  durch  — fipo),  so  ergibt  sich  sofort: 

Satz  22:  Wenn  die  FunMion  f(x),  luährend  x  alle  Werte  von 
a  bis  h  durchläuft,  alle  Werte  von  A  bis  B  annimmt,  dabei  immer 
bestimmte  endliche  Werte  hat  und  überdies  beständig  Meiner  wird, 
so  ist  sie  stetig  an  jeder  Stelle  innerhalb  des  Intervalles  von  a  bis  b. 

Aus  den  letzten  beiden  Sätzen  ergibt  sich  nach  Nr.  8: 

Satz  23:  Die  stets  positive  Funktion  a^  ist  stetig  an  jeder 
Stelle  X,  tvenn  a  eine  positive  Zahl  ist. 

Ist  nämlich  a  =  1,  so  ist  die  Funktion  konstant,  nämlich 
gleich  Eins;  wir  kommen  dann  auf  Satz  10  zurück. 

Ist  dagegen  a=^l,  so  gilt  für  jedes  noch  so  große  Inter- 
vall, in  dem  man  x  variieren  läßt,  der  Satz  21  oder  22.  Denn 
für  a>l  wächst  a""  beständig,  es  gilt  also  Satz  21;  ist  a<l 
so  nimmt  ct^  beständig  ab,  es  gilt  also  Satz  22. 

Satz  24:   Die  Funktion  sin  x  ist  stetig  an  jeder  Stelle  x. 

Denn  im  Intervalle  von  0  bis  \tc  wächst  der  Sinus,  es  gilt 
Satz  21;   von  \it  bis  tc  nimmt  der  Sinus  ab,   es  gilt  Satz  22. 
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Der  Sinus  ist  also  an  jeder  Stelle  zwischen  0  und  -|-;r  und 
zwischen  ^Jt  und  jt  stetig.  Er  ist  aber  auch  an  der  Stelle 
X  =  ^7t  stetig,  denn  sin  x  hat  den  Grenzwert  Eins  sowohl, 
wenn  x  bis  -^7t  wächst,  als  auch,  wenn  x  bis  ^tc  abnimmt, 
während  auch  sin  \7t  =  1  ist.  Analog  erkennt  man,  daß  der 
Sinus  für  x  =  0  und  x  =  %  stetig  ist.     Die  Formeln 

sin  (2jt  —  ^)  =  —  sin  x^     sin  x  =  sin  (x  +  2Ä';r) , 
in   denen  /.•   eine  ganze  Zahl  bedeutet,    lehren  jetzt,    daß   der 
Sinus    auch   für   alle   anderen,    aus   dem   Intervalle   0  ^  ic  ^  ;r 
heraustretenden  Werte  x  stetig  ist. 

Satz  25:  Die  Funktion  cos  rr  ist  stetig  an  jeder  Stelle  x. 

Denn  es  ist  cos  x  =  sin  Q-tt  —  x) . 

Satz  26:  Die  Funktion  tgo;  ist  stetig  an  jeder  Stelle^  die 
von  l'jt -\- Jc7t  verschieden  ist;  die  Funktion  ctg  ic  ist  stetig  an 
jeder  Stelle^  die  von  kjt  verschieden  ist.  Dabei  bedeutet  k  eine 
beliebige  ganze  Zahl. 

Denn  es  ist: 

sin  X  ,  cos  X 

t^  0!)  = ,     cm  X  =   -.  —  . 

°  cos  X '         '^  sm  X 

Der  Bruch  von  zwei  stetigen  Funktionen  ist  nach  Satz  15 
und  19  stetig  an  jeder  Stelle,  an  der  der  Nenner  nicht  gleich 
Null  ist;  cos  X  wird  aber  gleich  Null  für  x  =  -\7t  -\-  k^c  und 
sin  X  für  x  =  kit. 

Satz  27:  Die  Funktion  ''log  x  ist  für  jedes  positive  x  stetig. 

Ist  nämlich  zunächst  a  >  1,  so  nimmt  "log  x  nach  Nr.  11 
wachsend  alle  reellen  Zahlwerte  an,  wenn  x  von  Null  wachsend 
alle  positiven  Zahlen  durchläuft.  Es  findet  also  Satz  21  An- 
wendung.    Ist  a  <  1,  so  gilt  Satz  22. 

Satz  28:  Die  zyklometrischen  Funktionen  sind  stetig  für 
alle   Werte  x,  für  die  sie  definiert  sind. 

Dieser  vSatz  ergibt  sich  sofort  durch  Anwendung  der 
Sätze  21  und  22,  wenn  die  zyklometrischen  Funktionen  zu- 
nächst im  engeren  Sinne  so  wie  in  Nr.  12  definiert  werden. 
Da  die  übrigen  Werte  der  zyklometrischen  Funktionen  aus 
diesen  nach  Nr.  12  durch  Addition  ganzer  Vielfacher  von  7t 
und  eventuelle  Multiplikation  mit  —  1  hervorgehen,  gilt  der 
Satz  folglich  für  jedes  der  Intervalle,  die  man  den  Funktionen 
nach  Nr.  12  vorzuschreiben  hat. 
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§  6.     Das  Rechnen  mit  Grenzwerten. 

24.  Recheuregeln  für  den  Limes.  Ist  F  eine  Funktion 
von  y^,  2/2;  ••  •  Vnü  t^ie  an  der  Stelle  y^  =  h^^...y^=  h^  stetig 
ist,  so  ist  an  dieser  Stelle  nach  Nr.  22: 

lim  F{y^,  y,,  ...  yj  =  F{h„h,,  ...  hj . 
Sind  nun  die  y  ihrerseits  solche  Funktionen  von  x^,  •  •  •  x^: 

Vi  =  /K^i,  •  •  •  ^J;  •  •  •  2/«  =  f'Ä^i,  ■  ■  ■  ^J; 
die  an  der  Stelle  x^  =  a^,. . .  x^  =  a^  die  Grenzwerte  &i,  ?>2;  •  •  ^m 
haben,  so  ist  für  alle  /"  an  dieser  Stelle: 

lim  f,{x^,  ,..x^)  =  b. 
und  daher: 

lim  F{y„...  yJ  ^FiUmU,...  lim  fj 
oder  auch: 

lim  F{f„  .  .  .  4)  =  -F(lim  f„...  lim  fj . 

Die  Limites  beziehen  sich  jetzt  auf  beiden  Seiten  darauf,  daß 
die  Stelle  (x-^,  ...  xj  in  die  Stelle  (a^, . . .  a„)  hineinrücken  soll. 
Es  gilt  also  der 

Sat^  29:  Wenn  die  Funktionen  fi{oc^,...x^,...f^(x^,...  xj 
an  der  Stelle  x^  =  a^y  .  .  .  x^==  a^  bestimmte  endliche  Grenzwerte 
\,  . . .  ?>,„  haben  und  F(y^,  ...  y^)  als  Funktion  der  y  an  der  Stelle 
2/1  =  ^1 7  •  •  •  Vm  =  ^m  s^e%  istj  SO  ist  an  der  Stelle  x^  =  a^,.  ..x^  =  a„ 
auch:  lim  F{t\,  .  .  .  fJ  =  F(l[m  f„  .  .  .lim  fJ . 

Man  kann  also  das  Limes-Zeichen  vor  F  durch  die  Limes- 
Zeichen  vor  fi,  f.2j  ■  •  ■  fni  ersetzen  und  umgekehrt. 

Ist  z.  B.  F  =  y^  -\-  y.2,  so  folgt:" 

lim  (/;  -f-  /„)  =  lim  /;  -f  lim  /g, 
in  Worten: 

Satz  30:  Wenn  f\  (x^,  ...  x^  und  /"g  (^1,  •  •  •  x^^  an  der 
Stelle  x^  =  a^,  .  .  .  x^  =  a^  bestimmte  endliche  Grenzwerte  haben, 
so  ist  der  Grenzwert  der  Summe  von  f^  und  f^  gleich  der  Summe 
der  Grenztverte  von  f^  und  f\. 

Unter  derselben  Voraussetzung  ergibt  sich: 
lim  (C-f)  =  C  •  lim  f, 
wo  C  eine  Konstante  bedeutet,  ferner: 

lim  (/;  •  Q  =  lim  f\  •  lim  fl^, 
in  Worten: 
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Satz  31:  Der  Grenzwert  eines  Produktes  ist  gleich  dem 
Produkte  der  Grenziverte  der  Faktoren. 

Und^  wenn  außerdem  lim  /'g  4=  0  ist : 

lim^t  =  ^^^^ 

f^        hm  /g  ' 

in  Worten: 

Satz  32:  Der  Grenzwert  eines  Quotienten  ist  gleich  dem 
Quotienten  der  Grenziverte  von  Dividend  und  Divisor. 

Überliaupt  gilt  nach  Satz  17  in  Nr.  23: 

Satz  33:  Wenn  f^,f2,  .••/',«  ^^^  cler  Stelle  x^  =  a^, . .  .x^^a^ 
bestimmte  endliche  Grenzwerte  haben  und  F  eine  ganze  rationale 
Funktion  von  f^,  f^,  ■  -  ■  fm  bedeutet,  so  ist 

lim  F{f„  .  .  .  a  =  i^(lim  /;,...  lim  Q . 

25.  Bestimmung  des  G-reuzwertes  durch  Ein- 
engung. Von  Wichtigkeit  ist  der  folgende  Satz^  den  wir  der 
Bequemlichkeit  halber  nur  für  Funktionen  von  nur  einer  Ver- 
änderlichen aussprechen^  obwohl  es  augenscheinlich  ist,  daß 
er  ebenso  für  beliebig  viele  Veränderliche  gilt. 

Satz  34:    Ist  limf(x)  =  Ä    und    lim  g{x)  =  A   und  für 

x  —  a  x  =  a 

alle  Werte  von  x  in  einem  Intervalle  a  —  h<^x<Cci-\-h  außer- 
dem f(x)  ^q)(x)  ^  9(^),  so  ist  auch  lim  (p(x)  =  A. 

x=za 

Nach  Voraussetzung  nämlich  ist  für  ein  beliebig  kleines 
positives  6: 

\f{x)-A\<6,        \g{x)~A\<0 

für   jedes    x    innerhalb    eines    Intervalles    a  —  k<^x<^a-\-k, 
wo  0  K  k  <Ch  ist.     Für  jedes  solche  x  ist  also 

-6<  fix)  -A<^6,       -G<g{x)-A<  +  6. 

Aber  aus 

f{x)£q){x)^g{x) 
folgt: 

f{x)  -  ^  <:  (p{x)  -  A<:  g(x)  -A, 

Demnach  ist  auch 

—  6  <q){x)  —  A<  +  0 
oder: 

lim  (p{x)  =  A. 

x  =  a 
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26.  Anwendung.  Wie  man  durcli  Vergleicliuiig  der  In- 
halte des  zu  dem  Bogen  x  gehörigen  Kreissektors  in  Fig.  3, 
S.  15,  und  der  von  den  Strecken  sin  x  und  tg  x  begrenzten 
rechtwinkligen  Dreiecke  erkennt,  ist  für  0^^<^^-;r: 

sin  X  cos  X  ^x  ^ig  X 

und  daher,  weil  sin  x  positiv  ist: 

cos  X  <  -. —  < 


sm  X  =  cos  X 


Ist  dagegen  —  ^;r<a;^0,  so  gelten  die  umgekehrten  Zeichen. 
Da  aber  lim  cos  x  =  1  und  lim =  1  ist,  so  folgt: 

„  ^  r,      COSiC  '  ° 


Ferner  ist 
und  daher: 
woraus  folgt: 


T  •  üC  -i  -|  T  •  Olli   tÄy  ^ 

lim  -: —  =  1     oder    lim =  1 . 


X  X 

r = •   cos  X 

tg  X       sm  X 


lim  7       =  lim  -^ —  •  lim  cos  x, 
lim  :: —  =  1    oder    lim  -^—  =  1 


=  0*^^'  x  =  0 
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Zweites  Kapitel. 

DiflFerentialquotient  einer  Funktion  Yon  einer 
Veränderlichen. 


§  1.    Die  abgeleitete  Funktion. 

27.  Definition  der  Ableitung.  Gegeben  sei  eine  Funk- 
tion fix),  die  für  alle  Zahlen  x  in  einem  bestimmten  Inter- 
valle definiert  ist.  Fig.  16  mag  den  Verlauf  der  Funktion  geo- 
metrisch versinnlichen.  Ist  x  {=  OP)  ein  bestimmter  Wert  der 
unabhängigen  Veränderlichen,  so  ist  f(x) 
(=  PM)  der  zugehörige  Funktionswert. 
Lassen  wir  jetzt  x  um  eine  (positive  oder 
negative)  Zahl  zunehmen,  etwa  um  h 
(=  PP'),  so  wird  f(x  +  h)  (=  P'M')  der 
zu  X -^  Ji  (=  OP')  gehörige  Funktions- 
wert sein.  Der  Zunahme  h  (=  MQ)  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  entspricht 
also  die  Zunahme  f(x  +  7^)  —  f(x)  (=  QM')  des  Funktions- 
wertes.    Der  Quotient  beider  Zunahmen: 

QM'  _  f{x-{-h)-f{x) 
MQ  h 

ist  eine  gewisse  Funktion  F(x,  h)  der  beiden  Veränderlichen 
X  und  h  und  bedeutet  den  Tangens  des  Winkels,  den  die 
Sehne  MM'  mit  der  positiven  Richtung  MQ  der  Abszissen- 
achse bildet.  Hat  nun  F{x,  h),  als  Funktion  von  h  betrachtet, 
an  der  Stelle  h  =  0  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert,  so 
wird  dieser  eine  Funktion  von  x  allein: 


lim  F{x,h)=f{x). 

h  =  0 
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Dieser  Grenzwert  heißt  die  Ableitung  der  Funktion  f(x) 
und  wird  allgemein  einfach  mit  f  (x)  bezeichnet. 

Geometrisch  gibt  er  den  Tangens  des  Winkels  an^  den  die 
Tangente  MH  im  Punkte  M  der  Kurve  mit  der  positiven 
Richtung  der  ^-Achse  bildet.  Denn  wenn  sich  h  immer  mehr 
der  Null  nähert,  so  rückt  M'  nach  M\  die  Gerade,  auf  der  die 
Sehne  MM'  liegt,  dreht  sich  dabei  um  Mj  bis  sie  in  eine 
Grenzlage   MFi  kommt,   die  man   die  Tangente   von  M  nennt. 

Man  definiert  also: 

Definition:  Hat  an  einer  bestimmten  Stelle  x  der  Quotient 
von  f(x-\-}i)—f{x)  und  h  für  den  Wert  h  =  0  einen  Grenzwert: 

Ä  =  0  " 

so  heißt  dieser  die  Ableitung  der  Funldion  f(x)  an  der  Stelle  x. 
Nach  dem,  was  in  Nr.  15  über  den  Begriff  des  Grenzwertes 
gesagt  wurde,  ist  es  selbstverständlich,  daß  sowohl,  wenn  Ji  von 
einem  positiven  Werte  aus  abnehmend  zu  Null  wird,  als  auch, 
wenn  h  von  einem  negativen  Werte  aus 
wachsend  zu  Null  wird,  der  Quotient 
einen  bestimmten  und  jedesmal  denselben 
Grenzwert  haben  soll.  Dies  läuft  darauf 
hinaus,  daß  —  unter  h  eine  positive  Zahl 
verstanden   —  die  beiden  Ausdrücke: 


f{x-\-h)-f{x) 


und 


f{x-h)-f{x) 


Fig.  17. 


für  bis  Null  abnehmendes  h  denselben  Grenzwert  haben  sollen. 

Liegt  z.  B.  eine  Linie  vor,  die  etwa  wie  in  Fig.  17  im 
Punkte  31  eine  Ecke  hat,  so  hat  sie  in  diesem  Punkte  nicht 
eine  bestimmte  Tangente,  vielmehr  wird  hier  zu  unterscheiden 
sein  zwischen  einer  Tangente  zur  Rechten  MR^,  die  aus  der 
Sehne  MM^  entsteht,  wenn  31^  nach  M  hineinrückt,  und  einer 
Tangente  zur  Linken  IIB^,  die  aus  der  Sehne  3131.2  hervor- 
geht, wenn  M^  nach  31  hineinrückt. 

Im  folgenden  werden  nun,  so  lange  nicht  das  Gegenteil 
ausdrücklich  bemerkt  ist,  immer  nur  solche  Funktionen  von  x 
betrachtet  werden,  die  mindestens  für  ein  Intervall  Xq^x^X 
die  folgende  Forderung  erfüllen: 
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Forderung  %:  Die  Funktion  fix)  hat  an  jeder  Stelle  x 
des  Intervallen  x^^x  -^X  nicht  nur  selbst  einen  bestimmten 
endlichen   Wert,  sondern  auch  eine  bestimmte  endliche  Ableitung. 

Wir  werden  sehen ^  daß  für  die  einfacheren  Funktionen 
wie  x"",  sin  x  nsw.  die  Forderung  5t  immer  erfüllt  ist.  Ferner 
mag  noch  der  folgende  Satz  angeknüpft  werden: 

Sat^  1:  In  einem  Intervalle,  in  dem  eine  Funktion  f{x) 
die  Forderung  %  erfüllt,  ist  sie  auch  stetig. 

Denn  wenn  f  (x)  an  der  Stelle  x  =-  a  einen  bestimmten 
endlichen  Wert  hat,  so  ist: 

und  mithin  infolge  des  Satzes  29  in  Nr.  24: 

lim  [f(a  +  h)--  f\a) )  =  lim  {/i«L±^M  .  ;^ 

=  lim  fS''-±3-m.  .  lim  7j  =  /•'  (a)  .  lim  /i  =  0. 

Also  kommt: 

lim  f{a  -{-h)  =  f{a), 

Ä  =  0 

und  da  f(a)  endlich  sein  soll,  so  ist  f(x)  nach  Nr.  20  an  der 
Stelle  X  =  a  auch  stetig.  Dies  gilt  für  jeden  Wert  a  im 
Intervalle  oCq  ^a  ^  X. 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  man  an  einer  Unstetigkeitsstelle 
gewiß  nicht  auf  einen  bestimmten  endlichen  Wert  der  Funk- 
tion und  der  Ableitung  rechnen  darf. 

28.    Der  Mittel wertsatz.     Betrachtet  man  in   Fig.  18 

den  Kurvenzug  mQ  Jf  und  die  Sehne  m^M, 

so  sieht  man,  daß   die  Tangenten   in  den 

einzelnen  Kurvenpunkten  von   der  in  m^ 

vorhandenen   Richtung   schließlich   in   die 

Richtung  der  Tangente   in  M  übergehen. 

Inzwischen    wird    einmal    eine    Lage    der 

Tangente,  etwa   in  m^,  eintreten,   in   der 

sie  der  Sehne  m^Jf  parallel  wird.     Ist  Xj^ 

die   Abszisse    dieses    Punktes    m^,    sind    ferner   Xq   und   X   die 

Abszissen  der  Punkte  m^  und  M  und   ist  die  Kurve  das  Bild 
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der  Funktion  f{x),  so  bestimmt  die  Sehne  m^M  mit  der  posi- 
tiven ic- Achse  einen  Winkel,  dessen  Tangens  gleich 

f{:x)-f{x,) 

X  —  X, 

ist.  Die  Kurventangente  in  m-^  dagegen  bildet  mit  der  posi- 
tiven ic-Achse  einen  Winkel,  dessen  Tangens  gleich  dem 
Werte  f  ix-^)  der  Ableitung  von  f{x)  im  Punkte  m^  ist. 
Mithin   kommt: 

Diese  Überlegung,  die  noch  kein  strenger  Beweis  ist, 
führt  zu   der  Vermutung,   daß   der  folgende  Satz  gelten  wird: 

Satz  2  (Mittelwertsatz):  Hat  die  Funktion  f{x)  ebenso 
tvie  ihre  Ableitung  f  (x)  für  jedes  x  im  Intervalle  Xq  ^  x  ^  X 
einen  bestimmten  endlichen  Wert,  so  gibt  es  im  Intervalle  ivenig- 
stens  einen  von  Xq  und  X  verschiedenen  Wert  x-^  von  x,  für 
den  gilt: 

Zum  Beweise  betrachten  wir  den  Quotienten 

f{X)  -  fix,) 
X  —  Xq 

der  nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  einen  bestimmten 
endlichen  Wert  Ä  hat,  so  daß 

(1)  lf(X)  -ÄXi-  Ifix,)  -  Äx,]  =  0 

ist.  Wir  betrachten  ferner  diejenige  Funktion  (p{x),  die  durch 
die  Formel: 

(2)  <p  (x)  =  [fix)  -  ÄX-]  -  [f{x,)  -  Ax,-\ 

definiert  ist.  Nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  hat  sie 
im  Intervalle  Xq^x  ^  X  überall  bestimmte  endliche  Werte. 
Da  ferner  nach  (2): 

folglich: 


(p{x-^h)  —  (p  (x)       fioc-{-  h)  —  f{x)  . 

_ ==  ji_^ 


lim'^i^^+to^  =  rW-^4 
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ist,  so  hat  (p  (x)  überall  im  Intervalle  Xq  ^  x  <i  X  auch  eine 
bestimmte  endliche  Ableitung  cp'  (x)  =  f  (x)  —  A.  Außerdem 
ist  ^}  ix)  nach  (2)  gleich  Null  für  x  =  x^  und  wegen  (1)  auch 
gleich  Null  für  ic  =  X 

Ist  ^)(x),  wenn  x  von  x^  bis  X  wächst,  nicht  stets  posi- 
tiv, so  kann  ^{x)  z.  B.  zuerst  zunehmen,  also  positive  Werte 
haben,  und  später  bis  zu  negativen  Werten  abnehmen.  Dann 
aber  wird  nach  Satz  5  in  Nr.  21  notwendig  eine  Stelle 
X  =^%'^  x^  passiert,  wo  qp  {x)  zum  ersten  Male  wieder  gleich 
Null  wird.  Es  ist  also  doch  im  Intervalle  Xq<^x<^X  ein 
solches  Intervall  x^-^x  <.%  enthalten,  innerhalb  dessen  (p  (x) 
überall  positiv  ist.  Wenn  (p  {£)  dagegen  zuerst  abnimmt,  so 
beweisen  wir  ebenso,  daß  es  ein  derartiges  Intervall  gibt, 
innerhalb  dessen  fp  (x)  überall  negativ  ist.  Der  dritte  denk- 
bare Fall  ist  der,  daß  ^){x)  beständig  gleich  Null  bleibt. 

Da  ^)(x)  stets  endlich  bleibt,  so  wird  ^(x)  im  ersten  Falle 
im  Intervalle  x^<.x  <^X  einen  gewissen  größten  Betrag  nicht 
überschreiten  und  im  zweiten  Falle  nicht  unter  einen  gewissen 
Meinsten  Betrag  hinuntergehen.  Es  sei  x^  ein  solcher  Wert 
von  X  im  Intervalle  x^^x^l,  für  den  cpix)  den  größten  bzw. 
kleinsten  Betrag  erreicht.  Dabei  ist  X-^  von  x^  verschieden. 
Wenn  nun  h  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Zahl  ist, 
so  werden  also  (p  {x^  —  h)  und  (p  {x-^  +  ^0  ^^^  ersten  Falle 
beide  kleiner  als  (p{x^  oder  höchstens  gerade  so  groß  und 
im  zweiten  Falle  beide  größer  als  cp  {x^  oder  höchstens  ge- 
rade so  groß  sein,  so  daß  sich  in  beiden  Fällen  ergibt,  daß 
die  Quotienten 
(-3)  y  (^1  —  ^)  —  qp  (^i)     ^^^    y(^i  +  ^)  —  y(^i) 

^'  ^  —  h  h 

verschiedene  Vorzeichen  haben,  wobei  aber  nicht  ausgeschlossen 
ist,  daß  einer  von  ihnen  oder  alle  beide  gleich  Null  sind. 
Dies  letztere  tritt  sicher  in  dem  dritten  Falle  ein,  in  dem 
(p  (x)  überall  gleich  Null  ist.  Unsere  Folgerung  gilt  also  in 
allen  Fällen. 

Die  Quotienten  (3)  streben  nun,  wenn  h  nach  Null  hin- 
strebt, beide  nach  der  Ableitung  (p'  (x)  von  (p  (x)  für  x  =  x^ 
hin,  die,  wie  wir  oben  sahen,  gleich  f" (x^)  —  A  ist.  Da  sie 
aber  verschiedene  Vorzeichen  haben,  so  müssen  sie  notwendig 
Ä8] 
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nach  Null  hinstreben.  Folglich  ist  f  {x^  ~  A  =  0  oder  A  = 
fi^i)'     Wegen  der  Bedeutung  von  Ä  besagt  dies: 

X  —  Xf^  /VI/ 

Es  war  bewiesen  worden,  daß  ^^  von  Xq  verschieden  ist.  Ebenso 
ist  iJ?!  von  X  verschieden,  denn  für  x  =  X  ist  ja  9)  (X)  =  0, 
während  cp  (x^)  im  ersten  Falle  positiv,  im  zweiten  Falle  negativ 
ist.  Im  dritten  Falle,  wo  q)  (x)  stets  gleich  Null  ist,  kann 
als  x^  irgend  ein  Wert  im  Intervalle  Xq  <C  x  <C  X  gewählt 
werden.     Der  vorgenannte  Mittelwertsatz  ist  also  bewiesen. 

Wir  wollen  ihm  noch  eine  etwas  andere  Form  geben:  Da 
x^  von  Xq  und  X  verschieden  und  Xq  <^  x^^  <i  X  ist,  so  macht 
die  Differenz  x^  —  Xq  einen  positiven  echten  Bruchteil  der  Dif- 
ferenz X  —  Xq  aus.  Bezeichnen  wir  diese  Differenz  mit  k,  so 
kann  also  x^  —  Xq  =  dk  gesetzt  werden,  wenn  d  einen  von  Null 
und  Eins  verschiedenen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Als- 
dann ist  X  =  Xq  -{-  h  und  x^  =  Xq  +  6Jt,  so  daß  der  Satz  so 
ausgesprochen  werden  kann: 

Sats  3  (Mitteltvertsatz):  Hat  die  Funktion  fix)  ebenso 
ivie  ihre  Ableitung  f(x)  für  jedes  x  im  Intervalle  XQ^x^XQ-\-k 
einen  bestimmen  endlichen  Wert,  so  gibt  es  wenigstens  einen 
positiven  echten  Bruch  B,  der  von  Null  und  Eins  verschiedeti  ist 
und  für  den  die  Gleichung  gilt: 

f{x,  +  l)-f{x,)==hf\x,  +  6l). 

Übrigens  gilt  dies  auch,  wenn  k  negativ  ist,  das  Intervall 
also  von  x^-^-k  bis  Xq'>  Xq  -{-  k  geht,  da  ja  dann  nur  Anfang 
und  Ende  des  Intervalles  zu  vertauschen  sind. 

29.  Funktionen,  deren  Ableitungen  gleich  Null 
sind.  Ist  zunächst  f{x)  konstant  für  alle  Werte  von  x  inner- 
halb eines  gegebenen  Intervalles,  so  folgt  aus  der  Definition 
der  Ableitung  in  Nr.  27  sofort: 

Satz  4:  Die  Ableitung  einer  Funldion,  die  in  einem  Inter- 
valle konstant  bleibt,  ist  in  dem  Intervalle  überall  gleich  Null. 

Es  gilt  aber  auch  die  Umkehrung: 

Satz  5:  Wenn  die  Ableitung  f(x)  einer  Funktion  f{x) 
innerhalb  eines  gegehenmi  Intervalles  überall  gleich  Nidl  ist,  so 
hat  die  Funktion  f(x)  in  diesem  Intervalle  einen  konstanten  Wert. 
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Denn  wenn  Xq  und  Xq  -\-  k  zwei  Werte  von  x  im  Intervalle 
sind,  so  gibt  es  einen  positiven  echten  Bruch  6  derart,  daß 
nach  dem  Mittel wertsatze : 

t\x,-\-iS)-f{x,)^hf\x,-\-eii) 

ist.  Die  rechte  Seite  hat  nach  Voraussetzung  den  Wert  Null; 
folglich  ist  f{xQ  +  /v)  =  f{x^,  d.  h.  f{x)  hat  überall  im  Inter- 
valle den  Wert  f{x^. 

Um  hieraus  weitere  Sätze  zu  finden,  schalten  wir  zu- 
nächst ein: 

Satz  6:    Die  Ableitung  der  Summe  oder  Differenz  zweier 
Funläionen  ist  gleich  der  Summe  bzw.  Differenz  der  Ableitungen 
beider  Funläionen. 
Ist  nämlich 

<p{x)=f(x)±F(x), 
so  ist  auch 

(p(x  +  h)  =  f(x  +  h)±F(x  +  h), 
daher: 

(p{x-\-h)  —  (p (x)  _  fix  +  K)  — /M    .    -^X^  +  ^^)  —  F{x) 
h  ~  ~  In  =t  h  ' 

woraus  sich  beim  Grenzübergange  für  lim  h  ==  0  in  der  Tat 
ergibt:  ^'  (^)  _  ^'(^)  +  F\x) . 

Nun  beweisen  wir  den 

Sdtz  7 :  Wenn  die  Differenz  zweier  Funktionen  f(x)  und 
F(x)  in  einem  Intervalle  konstant  ist,  so  ist  überall  im  Inter- 
valle die  Ableitung  von  f{x)  gleich  der  von  F(x). 

Denn  wenn  (p  {x)  =  f(x)  —  Fix)  gesetzt  wird,  so  ist 
nach  Voraussetzung  cp  {x)  =  konst.,  d.  h.  im  ganzen  Intervalle 
(p\x)  =  0  nach  Satz  4,  mithin  f\x)  =  F\x)  nach  Satz  6. 

Es  gilt  aber  auch  der  umgekehrte 

Satz  8:  Wenn  überall  in  einem  Intervalle  die  Ableitung 
der  Funktion  fix)  gleich  der  Ableitung  der  Funktion  F{x)  ist, 
so  bleibt  die  Differenz  fix)  —  Fix)  im  ganzen  Intervalle  konstant. 

Denn  hier  ist  nach  Voraussetzung  ^'ix)  ^fix)  —  F\x)  =  0^ 
also  nach  Satz  5  auch  (p  (x)  =  f{x)  —  F(x)  =  konst. 

30.  Das  Wachsen  und  Abnehmen  der  Funktions- 
werte.    Aus  dem  Mittelwertsatze  fließt  auch  folgender 

Satz  9:  Hat  die  Funktion  fix)  ebenso  tvie  ihre  Ableitung 
f  ix)  im  Intervalle  ^o^  ^  ^  X  überall  bestimmte  endliche 
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Werte  und  ist  f"{x)   dabei  stets  positiv  hziv.  stets  negativ,   so 
nimmt  f{x)  im  Intervalle  mit  wachsendem  x  stets  zu'  hzw.  ah. 
Sind  nämlichi  x  und  x  -{-k  zwei  Stellen  im  Intervalle,  so 
ist  nach  Satz  3  in  Nr.  28: 

f{x  +  Z.-)  -  fix)  =  lifix  -\-dJc),       0  <  Ö  <  1 , 

und  X  -\-  Oll  gehört  ebenfalls  dem  Intervalle  an.  Ist  nun  f\x) 
positiv  im  Intervalle,  so  wird  daher 

fix  +  Je)  >  fix) 

für  irgend  zwei  Stellen  x,  x  -\-  Je  des  Intervalles,  wenn  Je  po- 
sitiv ist;  fix)  wächst  also  mit  wachsendem  x.  Ist  dagegen 
fix)  negativ  im  Intervalle,  so  wird 

fix  +  kXfix) 

für  positives  A';    daher  nimmt  fix)  mit  wachsendem  x  ab. 

31.  Verallgemeinerung  des  Mittelwertsatzes.  Eine 
allgemeinere  Form  des  Mittelwertsatzes  ist  der 

Satz  10:  Wenn  die  FunJitionen  fix)  und  Fix)  und  ihre 
Ableitungen  fix)  und F\x)  überall  in  dem  Intervalle  Xq^x^X 
bestimmte  endliche  Werte  haben,  wenn  femer  F\x)  nirgends  im 
Intervalle  gleich  Null  und  außerdon  FiX)  von  -F(^o)  verschieden 
ist,  so  tvird  für  mindestens  einen  Wert  x^  im  Intervalle: 

F{X)-F(x,)       F\x,y 
dabei  ist  x^  tveder  gleich  Xq  noch  gleich  X. 

Wir  wenden  dieselbe  Überlegung  an,  die  zum  Beweise  des 
Mittelwertsatzes  diente.     Setzen  wir 

f{X)-f[x,)    _ 

F{X)-F{x,)       ^' 
so  ist 

(1)  \f{X)  -  f{x,)\  -  A  [F{X)  -  F{x,)-\  =  0. 
Hieraus  folgt,  daß  die  Funktion 

(2)  g,  W  =  \f{x)  -  AF{x)-\  -  \f{x,)  -  AF{x,)\ , 

die  für  x  =  x^  verschwindet,  auch  für  x  =  X  gleich  Null  wird. 
Ist  also  die  Funktion  cpix)  nicht  beständig  gleich  Null,  so 
gibt  es  mindestens  eine  Stelle  x^  im  Innern  des  Intervalles, 
an  der  sie  ihren  größten  oder  kleinsten  Wert  annimmt.  An 
dieser  SteUe  haben 
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—  h  h 

entgegengesetzte  Zeichen^  also  ist  wie  in  Nr.  28: 

lim  y(^i  +h)  —  cp{x^)  ^  ^ 

d.  h.  nach  Gleichung  (2): 

oder: 

nx,)-AF'{x,)  =  0. 

Der  Wert  x^  ist  weder  gleich  Xq  noch  gleich  X;  der  Voraus- 
setzung nach  wird  F\x)  nicht  gleich  Null  für  Werte  von  x 
zwischen  Xq  und  X;    daher  folgt 

A  -  /IW 
und  deshalb  ist  wegen  der  Bedeutung  von  Ä: 

fjx)  -  fix,)  _  nx,) 

F(X)-F{x,)  F'ix,)' 
Hat  das  Intervall  von  Xq  bis  X  die  Länge  Je,  ist  also  X  = 
a^Q  +  ^<^,  wo  übrigens  Z:  positiv  oder  negativ  sein  kann,  so  läßt 
sich  das  Ergebnis  analog  dem  Satze  3  in  Nr.  28  etwas  anders 
ausdrücken:  Es  gibt  einen  von  Null  und  Eins  verschiedenen 
positiven  echten  Bruch  6  derart,  daß  die  Gleichung  gilt: 

f{x,-j-k)-f{x,)  _  f'{x,  +  ek) 

F  (x,  i-Jc)-  F{x,)       F'  (x,  +  dk)' 

32.    Die   Ableitung    als   Differeutialquotient.     Wir 

werden  das  Zeichen  z/,  vor  die  Veränderliche  gesetzt,  benutzen, 
um  eine  positive  oder  negative  Zunahme  der  Veränderlichen 
auszudrücken.  So  soll  zJx  eine  Zunahme  der  Veränderlichen  x 
bedeuten.  In  Nr.  27  hatten  wir  statt  z/o;  das  Zeichen  h  gebraucht. 
Wächst  X  um  ^x,  so  wird  die  Zunahme,  die  eine  Funktion 
f(x)  dabei  erfährt,  also  die  zugehörige  Zunahme  ^f(x)  dar- 
gestellt durch: 

zff(x)=f{x  +  zJx)-f(ix). 

Die  Zunahmen  zlx  und  ^f(x)  sind  ihrer  Natur  nach  Diffe- 
renzen;  infolgedessen  ist  ihr  Quotient: 

Jf{x)  ^f{x-^Jx)-f{x) 
Ax  Ax 
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als  Differensenquotient  zu  bezeiclinen.  Nach  der  Definition  in 
Nr.  27  ist  die  Ableitung  f'{x)  der  Grenzwert  des  Bifferenzen- 
quotienten  für  \\m.zJx  =  0: 

(1)  f{x)  =  lim  ^  =  lim  n-  +  ^f-m . 

Ist  z.  B.  die  Kurve  in  Fig.  19  das  Bild  der  Funktion 
y  =  f(^x)  und  hat  M  die  Abszisse  x  =  OF,  so  bedeutet  PP' 
einen  Zuwachs  z!x  von  o;  und  Q3r  den  zugehörigen  Zuwachs 
^f(x)  oder  z/i/  der  Funktion.  Der  Grenzwert  des  Differenzen- 
quotienten z/y:zJx  oder  QM'iMQ  gibt  nach  Nr.  21  den 
Tangens  des  Winkels  an,  den  die  Kur- 
ventangente 3IR  mit  der  positiven  x- 
Achse  bildet. 

Diese   gerade   Linie  3IR  ist  selbst 
ebenfalls  das  Bild  einer  Funktion.  Lassen 
wir  jetzt   x  wieder   wachsen,    aber   den 
zugehörigen  Punkt  JM  auf  der  Tangente 
weiterlaufen,    so    werden    wir    die    Zu- 
nahmen   der   Abszisse    und   Ordinate    zum    Unterschiede    nicht 
zix  und  z/«/,   sondern  dx  und  dy  nennen,   so   daß   in  Fig.  19 
z.  B.  PP'  =  dx  und    QB,  =  dy  ist.     Alsdann  ist  dy  :  dx  der 
Wert  der  Ableitung  von  f(x)  für  das  betrachtete  x,  d.  h. 

Die  Ableitung  ist  also  hier  nicht,  wie  vorhin,  nur  als  Grenz- 
wert eines  Quotienten,  sondern  direkt  als  ein  Quotient  dy  :  dx 
dargestellt.  Man  nennt  dx  und  dy  JDifferenticde  und  ihren 
Quotienten   einen  Differentialquotienten. 

Sehen  wir  ganz  von  der  geometrischen  Veranschaulichung 
ab,  so  definieren  wir  mithin:  Unter  dem  Differential  dx  ver- 
stehen wir  eine  'beliebige  Zunahme  von  x;  unter  dem  Differential 
dy  soll  alsdann  eine  solche  Größe  verstanden  tverden,  die  durch 
dx  dividiert  die  Ableitung  f{x)  liefert. 

Die  Formel  (1)  oder 

(2)  r(^)  =  lim  ^£ 

läßt  sich  so  deuten:  Die  Ableitung  f(x)  gibt  ein  Maß  für 
diejenige    Stärice    des    Wachsens    der   Funktion    f{x)    an,    die 
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gerade  dann  vorhanden  ist,  wenn  der  betrachtete  Wert  x 
passiert  wird.  Wenn  wir  diese  Ausdrucks  weise  benutzen^  so 
können  wir  der  Formel 

g  =  /•'(-) 

die  folgende  Deutung  geben:  Würde  sich  die  Funktion  f{x) 
von  der  betrachteten  Stelle  x  an  nicht  mehr  in  wechselnder 
Stärke  ändern,  sondern  von  da  an  beständig  so,  wie  es  mo- 
mentan der  Fall  ist,  so  würden  die  Differentiale  dx  und  dy 
zusammengehörige  Zunahmen  von  x  und  y  bedeuten.  Der 
Bildpunkt  M.  nämlich  würde  dann  nicht  weiterhin  die  Kurve, 
sondern  die  Tangente  MB.  durchlaufen. 

Zwischen  den  Differenzen  Ax  und  Ay  und  den  Differen- 
tialen dx  und  dy  besteht  also  ein  wesentlicher  Unterschied. 
Zwar  hindert  uns  nichts,  /ix  gerade  so  groß  wie  dx  zu 
wählen,  etwa  gleich  T^'  in  Fig.  l9,  aber  dann  ist  Ay  der 
zugehörige  Zuwachs  der  Funktion,  gleich  QM\  und  dy  der 
zugehörige  Zuwachs  QB  für  die  Tangente.  Erst  beim  Grenz- 
übergange, für  lim  z/^  =  0,  werden  dann  Ay  und  dy  dasselbe 
bedeuten.     In  der  Tat  ist  ja  nach  Definition 

dy  =  f{x)dXj 
also,   wenn   dx  =  Ax   gewählt  und   die  Formel   mit  Ay   divi- 
diert wird: 

Machen  wir  den  Grenzübergang,  so  folgt  nach  Satz  32  in 
Nr.  24  und  nach  (2): 

lim  -~  =  f(x)  :  f\x)  =  1,     d.  h.     lim  dy  =  lim  Ay, 

was  bewiesen  werden  sollte. 

Da  y  =  f(x)  ist,  so  können  wir  das  Differential  dy  auch 
mit  df(x)  bezeichnen,  so  daß  wir  für  die  Ableitung  f(x)  die 
von  Leibniz  herrührenden  Darstellungsweisen 

haben.  Diese  Art  der  Darstellung  der  Ableitung  als  Differentidl- 
quotienten  ist  die  am  meisten  gebrauchte.  Den  Bruch  df(x) :  dx 
kann  man  dabei  von  zwei  verschiedenen  Standpunkten  aus  auf- 
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fassen,  entweder  wirklich  als  Quotienten  von  df(x)  und  dx  oder 
als  ein  Symbol,  das  den  Grenzwert  des  Quotienten  ^y  :  Ax  oder 
Af(x)  :  zJx  zusammengehöriger  Zunahmen  von  y  und  x  bedeutet. 
Auch  schreibt  man  die  Formel  (3)  oft  so: 

df(x)  =  f"{x)  dx     oder     dy  =  f{x)  dx, 

wenn  man  die  ^N'enner  vermeiden  will. 

Gelegentlich  ist  es  bequem,  noch  eine  andere  Bezeichnung 
für  die  Ableitung  fix)  zu  benutzen.  Ist  nämlich  y=f{x)y 
so  soll  auch  y'  die  Ableitung  bedeuten.  So  z.  B.  sollen  Uj 
V  y  iv'  die  Ableitungen  von  Veränderlichen  u,  v,  iv  sein,  die 
Funktionen  von  x  sind.  Diese  Bezeichnung  darf  jedoch  nur 
dann  angewandt  werden,  wenn  kein  Zweifel  darüber  besteht 
welche  Größe  die  unabhängige  Veränderliche  ist.  Ebenso  stellt 
{u  +  v)'  die  Ableitung  oder  den  Differentialquotienten  einer 
Summe  von  zwei  Funktionen  ii  und  v  von  x  vor,  so  daß  wir 
z.  B.  den  Satz  6  in  Nr.  29  in  den  folgenden  verschiedenen 
Weisen  darstellen  können: 

/      ,      N,         ,   ,      ,         -,         d{u-\-  v)       du    ,    dv 
{u±v)=u±v      oder     — ^-^-^  =  _  +  _. 

Es  gibt  Funktionen,  bei  denen  der  Unterschied  zwischen 
den  Differentialen  dx,  dy  und  den  Differenzen  zix,  zly  nicht 
vorhanden  ist.  Es  sind  dies  die  sogenannten  linearen  Funk- 
tionen, d.  h.  die  ganzen  rationalen  Funktionen  ersten  Grades, 
also  die  Funktionen  von  der  Form 

y  =  ax  -\-  h, 

wo  a  und  h  konstant  sind.     Hier  nämlich  ist 

y  -\-  /ly  =  a{x-\-  Ax)-\-'b,   also  Zly  =  aJx,  daher  Zly:/Ix  =  a, 

also  konstant.  Daher  ist  hier  Ay  \  /ix  nicht  nur  beim  Grenz- 
übergange zu  lim  z/:r  =  0,  sondern  stets  gleich  a,  so  daß 
Ay  \  /Ix  =  dy  \  dx  ist,  mithin,  wenn  wir  Ax  =  dx  annehmen, 
auch  Ay  =  dy.  In  der  Tat  ist  es  ja  bekannt,  daß  das  Bild 
einer  linearen  Funktion  y  =  ax  -\-  h  eine  gerade  Linie  ist,  die 
überall  mit  ihrer  Tangente  zusammenfällt. 

Die  Berechnung  der  Ableitung  oder  des  Differential- 
quotienten einer  Funktion  heißt  die  Differentiation  oder  das 
Differenzieren  der  Funktion.    Die  Differentiationsregeln,  die  wir 
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in  den  folgenden  Nummern  aufstellen,  bilden  die  Grundlage 
der  Differentialrechnung. 

§  2.  Differentiation  entwickelter  algebraischer  Funktionen. 

33.  Differentialquotieut  einer  Funktion  von  einer 
Funktion.  Es  sei  u  eine  Funktion  von  x,  etwa  u  =  f{x), 
und  es  sei  y  eine  Funktion  von  u,  etwa  y  =  F(u).  Dann 
ist  au  eil  y  =  F(f{x))y  d.  h.  y  kann  auch  als  Funktion  von  x 
aufgefaßt  werden.    Für  ihre  Differentiation  gilt  der  grundlegende 

Sat^  11:  Ist  u  =  fix)  und  y  =  F(u),  so  daß  y  =  F{f{x)) 
auch  eine  Funktion  von  x  ist,  so  findet  man  die  Ableitung  von 
y  nach  x  nach  dieser  Regel: 

Denn  wenn  x  um  Ax  wächst,  so  wachse  ?i  =  f{x)  um  /lu. 
Wenn    aber    u    um    /lu    zunimmt,    möge    y  =  F(u)    um   /ly 

wachsen.     Dann  ist  ^  a        a 

/ly        Ay     Au 

~Äx       Au     Äx 

und  also  nach  Satz  31  in  Nr.  24: 

,.       Ay        ,.       Ay     ..       Au 
lim  -~  =  lim  -/-  •  lim  -—  • 

Der  Grenzwert  links  ist  der  gesuchte  Differentialquotient 
dy  :  dXy  der  zweite  Grenzwert  rechts  ist  der  Differential- 
quotient du'.dx.  Da  für  limz/^  =  0  auch  der  Grenzwert  von 
zlu  =  f(x  -\~  /ix)  —  fix)  gleich  Null  wird,  so  ist  der  erste 
Grenzwert  rechts: 

lim  -7^  =  lim  ~  - ,     d.  h.     gleich     .—  • 

Mithin  folgt  in  der  Tat: 

dy        dy     du 
dx        du     dx 

Der  Satz  11  ist  eine  Regel,  die  uns  erlaubt,  die  Ab- 
leitung von  FifXx))  zu  berechnen,  wenn  wir  die  Ableitungen 
von  Fiu)  und  von  f(x)  schon  kennen.  Beim  Beweise  ist 
natürlich  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  daß  die  beiden 
Funktionen  F{u)  und  f(x)  an  der  betrachteten  Stelle  bestimmte 
endliche  Werte  und  bestimmte  endliche  Ableitungen  haben. 
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Wir  werden  in  den  folgenden  Nummern  noch  mehrere  der- 
artige Regeln  aufstellen,  wodurch  eine  neue  Differentiation 
auf  schon  ausgeführt  gedachte  Differentiationen  zurückgeführt 
wird.  Und  dabei  gelten  für  diese  Funktionen,  aus  denen  die 
zu  differenzierende  Funktion  zusammengesetzt  ist,  stillschwei- 
gend immer  die  analogen  Voraussetzungen  wie  hier  für  F(u) 
und  f(x). 

34.  Differentiation  einer  Summe.  Dasselbe  Beweis- 
verfahren, das  in  Nr.  29  zum  Satze  6  führte,  ist  auch  für 
Summen  und  Differenzen  von  mehr  als  zwei  Funktionen  an- 
wendbar.    Daher: 

Satz  12:  Die  Ableitung  einer  algebraischen  Summe  von 
FunUionen  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  'der  Ableitungen 
der  FunTdionen,  in  Formel: 

d  (t«i  +  t*2  ib  •  •  •  +  w«)  _  ^^1     I    ^^g    ,  ,    ^^w 

dx  dx  —  dx  —  —   dx 

35.  Differentiation  eines  Produktes.  Ist  zunächst 
y  =  au,  wo  a  eine  Konstante  und  u  eine  Funktion  von  x  sei, 
so  wachse  x  um  zlx  und  infolge  davon  u  um  Zlu  und  y  um  /ly. 
Dann  ist: 

All  -=  a/iu,     also      /  =  a--  - 
^  '  zix  Ax 

Gehen  wir  zur  Grenze  über,  so  folgt: 

Satz  13:  Die  Ableitung  des  Froduktes  aus  einer  Kon- 
stanten und  einer  Funktion  ist  gleich  der  Ableitung  der  FunTdimi, 
multipliziert  mit  der  Konstanten,  in  Formel: 

d(au)  du  7        , 

,      =  a  -r-,     tvenn   a  =  honst, 
dx  dx' 

Man  sagt  kurz  dafür:  Konstante  Faktoren  bleibest  beim 
Differenzieren  stehen.  Anders  verhält  es  sich  mit  konstanten 
Summanden.  Ist  nämlich  y  ==  u  -{-  a,  so  folgt  aus  Satz  6  und  4 
in  Nr.  29,  daß  y  ==  u'  ist,  d.  h.  konstante  Summanden  fallen 
beim  Differenzieren  fort. 

Jetzt  betrachten  wir  ein  Produkt  y  =  u  •  v  von  zwei  Funk- 
tionen u  und  V  von  x.  Wächst  x  um  zlx,  so  wachse  u  um 
z/w,  V  um  z/y  und  y  um   Ay.     Dann  ist: 

Ay  =  (u  +  Ju)  {v  +  z/y)  —  UV  =  V  ■  Ju  -\-  u  •  Av  -{■  Ju  •  Av, 
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also:  ^  _     ^u  Jv       Ju     Jv 

Jx~'^  J~x^  ^  Jx  '^  Jx'  :ix'  ^^• 

Beim  Grenzübergange  lim  z/^  =  0  ergibt  sich,  da 

hm  ".-•—-•  z/o;  =  lim  -     •  lim   -     •  lim  ^x 

und  lim  ^x  selbst  gleich  Null  ist^  der 

Sat0  14:  Die  AUeitung  eines  FroduUes  von  zwei  Funk- 
tionen ist  gleich  der  Summe  der  Produkte,  die  man  erhält,  wenn 
man  jede  Funktion  mit  der  Ableitung  der  aridem  multipliziert; 
in  Formel:  ^^^.^^  ^^  ^^ 

ax  dx  dx 

Hierfür  können  wir  auch  schreiben: 

(livj  ^  VU    -\-  UV 

oder,  wenn  wir  durch  uv  dividieren: 

(uv)'        u        v 

UV  UV 

Der  Bau  dieser  Formel  erinnert  an  eine  Formel  aus  der 
Theorie  der  Logarithmen:  Der  Logarithmus  eines  Produktes 
ist  gleich  der  Summe  der  Logarithmen  der  Faktoren.  Wir 
wollen  deshalb  den  Bruch,  dessen  Zähler  die  Ableitung  einer 
Funktion  und  dessen  Nenner  die  Funktion  selbst  ist,  wie  z.  B. 
u  :  u,  die  logarithmische  Ableitung  der  Funktion  nennen.  Ein 
anderer  Grrund  für  diese  Bezeichnung  wird  in  Nr.  47  zutage 
treten.    Wir  können  die  gefundene  Formel  nun  so  aussprechen: 

Satz  15:  Die  logarithmische  Ableitung  eines  Produktes  ist 
gleich  der  Summe  der  logarithmischen  Ableitungen  der  Faktoren. 

Wir  haben  in  diesem  Satze  unterdrückt,  daß  das  Produkt 
zwei  Faktoren  haben  soll.  Wir  werden  nämlich  sogleich  sehen, 
daß  er  auch  für  Produkte  von  mehreren  Faktoren  gilt:  Es  sei 
u^U2...u^  ein  Produkt  aus  einer  beliebigen  Anzahl  von  Funk- 
tionen u^,U2,  •.•  u^  der  Veränderlichen  x.  Nach  der  Regel  für 
die  logarithmische  Ableitung  eines  Produktes  von  nur  zwei 
Faktoren  ist  dann: 


(^1  ^2  •  •  •  «*„)'    _   m/  (^2  ^3   •  ■  •  «*„)' 


u^  u,  u^u^ 


ebenso: 
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Addition  aller  dieser  n  Gleichungen  gibt: 

1*2  Wg   ■  ■  ■  ^,j  **1  "2  '^'«    ' 

womit  Satz  15  allgemein  bewiesen  ist.  Multiplikation  mit  dem 
Nenner  u^u^  ■  •  •  u^  gibt  die  Formel  für  die  Ableitimg  eines 
Produktes  von  n  Faktoren: 

(^1^2 ^^n)'  =  K^h    '  ■  •   i^n  +   ^^iK   •  •  •  ^^«  H h  ^1  ^2    '   '  '  %' ■ 

Der  Beweis  für  diese  Formel  setzte  allerdings  voraus,  daß 
u^  IL2  •  •  •  w„  =4=  ö  ist.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  daß  sie  von 
dieser  Annahme  unabhängig  ist,  da  man  sie  auch  direkt  durch 
wiederholte  Anwendung  des  Satzes  14  finden  kann. 

36.    Differentiation  eines  Bruches.     Sind  u  und  v 
zwei  Funktionen  von  x  und  ist  y  der  Bruch  u  :  Vj   so   kommt 
u-\-Ju        u  vJu  —  uJv 

und  daher:  ^  ^  ^ 

^y  1  Ju  u  Jv 

Jx       v-\-Jv    Jx       viv-^A-o)    Jx 
für  jedes  x,  für  das  v  und  v  -\-  zJv  =^  0  ist.     Gehen   wird   zur 
Grenze  über,  so  folgt  für  jedes  x^  für  das  v  =^  0  ist: 

du  dv 

/^N  d  1/ 1      du        u     dv  dx  dx 

^  ^  dx        V      dx        v^    dx  v^ 

Satz  16:  Die  Ableitung  eines  Bruches  mos  zwei  FmiJdionen 
ist  für  solche  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen,  für  die  der 
Nenner  nicht  gleich  Null  ist,  gleich  einem  Bruche,  dessen  Zähler 
die  Differenz  aus  dem  Frodukte  des  Nenners  mit  der  Ableitung 
des  Zählers  und  dem  Produkte  des  Zählers  mit  der  Ableitung  des 
Nenners  ist,  während  im  Nenner  das  Quadrat  des  gegebenen 
Nenners  steht:  in  Formel: 


(v)' 


V" 

Übersichtlicher  wird  die  Formel,  wenn  wir  sie  durch  y 
oder  u  :  v  dividieren,  da  dann  kommt: 

Satz  17:  Die  logarithmische  Ableitung  eines  Bruches 
y  =  u :  V  ist  gleich  der  Differenz  der  logarithmischen  Ablei- 
tungen von  Zähler  und  Nenner;  in  Formel: 

y         u         V 
y        u         V 

[35,  36 


58     Kap.  II.  DiflFerentialquotient  einer  Funktion  von  einer  Veränderlichen . 

Dies  ist  analog  der  Eigenschaft  des  Logarithmus  eines 
Bruches. 

37.  Differentiation  der  inversen  Funktion.  Wenn 
man  die  Ableitung  einer  Funktion  kennt,  so  kann  man  zeigen, 
daß  auch  die  inverse  Funktion  (vgl.  Nr.  10)  eine  Ableitung 
hat,  und  kann  diese  Ableitung  leicht  berechnen.  In  der  Tat, 
nehmen  wir  au,  daß  y  =  f{x)  sei  und  die  inverse  Funktion  die 
Form  X  =  F(y)  habe.  Wächst  x  um  z/:r,  so  wachse  y  um  ziy. 
Alsdann  ist  die  Ableitung  von  y  =  f(x'): 

f\x)  =  \im~y, 
dagegen  die  Ableitung  der  Funktion  x  =  F{iO  von  y: 

Ist  nun  die  Ableitung  fix)  wirklich  vorhanden,  so  wird 
mit  ^x  =  0  auch  Zly  =  0.     Ferner  ist: 

lim    ß  =  lim  (1  :   /)  =  1  :  lim    j^, 

so   daß   in   der   Tat   eine   Ableitung  F\y)   vorhanden    ist,    für 
die  sich  ergibt: 

Stellen  wir  die  Ableitungen   als  Differentialquotienten   dar,  so 
drückt  sich  dies  so  aus: 

dy ^      dx 

dx  '  dy 

Satz  18:  Hat  y  als  FunMion  von  x  an  der  Stelle  x  eine 
endliche  und  von  Null  verschiedene  Ableitung  fix),  so  hat  auch 
X  als  Funktion  von  y  an  der  entsprechenden  Stelle  y  eine  end- 
liche und  von  Null  verschiedene  Ableitung  F\y).  Diese  Ablei- 
tung der  inversen  Funktion  ist  der  reziproke  Wert  der  Ableitung 
der  ursprünglichen  Funktion. 

38.  Differentiation  von  Potenzen  mit  konstanten 
Exponenten.  Es  sei  y  =  x^,  wo  n  zunächst  eine  positive  ganz- 
zahlige Konstante  bedeute.  Dann  ist  y  das  Produkt  von  n 
gleichen  Faktoren  x,  so  daß  die  letzte  Formel  von  Nr.  35  für 
Ml  ==  ^^2  =  •  •  •  =  w„  =  rr  sofort  gibt: 

(1)  y  =  nx"~\ 
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Ziveitens  sei  n  eine  negative  ganzzahlige  Konstante  und  m 
ihr  absoluter  Betrag,  also  n  -=  —  m.  Dann  ist  y  =  1  :  o;"*,  so 
daß  Satz  16,  IS'r.  36,  anzuwenden  ist,  wobei  u  =  1  und  v  =  x^ 
folglich  ti  =  0  und  nach  (1),  weil  m  eine  positive  ganze  Zahl 
bedeutet,  v'  =  mx'^'~'^  ist.     So  kommt: 


y  =  — 


mx 


=  —  7)1  X 


-m-1 


was,  wenn  wieder  7n  =  —  n  eingesetzt  wird,  zur  Formel  (1) 
zurückführt,  die  also  richtig  ist,  wenn  der  Exponent  irgend 
eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Drittens  sei  n  ein  Stammbruch  1  :  r,  so  daß  r  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  bedeutet.  Alsdann  ist  x  =  if  die  inverse 
Funktion.  Da  hier  der  Exponent  eine  ganze  Zahl  ist,  so  hat 
diese  inverse  Funktion  nach  (1)  den  Differentialquotienten: 

dx  __i 

dy         ^ 

Nach  Satz  18  hat  daher  y  =  x''   den  Differentialquotienten: 

dx       ry^~^ 
1 
Setzen  wir  hierin  wieder  y  =  x''  ein,  so  kommt: 

y  =  —  X' 

Diese  Formel  ordnet  sich  der  Formel  (1)  für  die  Annahme 
n=\\r  unter,  so  daß  also  die  Formel  (1)  gilt,  wenn  der 
Exponent  eine  ganze  Zahl  oder  ein  Stammbruch  ist. 

Viertens  sei  jetzt  w  eine  beliebige  rationale,  nämlich  ge- 
brochene Zahl  s  :  r,  wo  s  und  r  ganze  Zahlen  sind  und  r  >  0 
ist.     Alsdann  wird:  /   i\* 

2/  =  U  V  • 
1 

Wenn  wir  ii  =  x""  setzen,  so  ist  y  =  u\  Da  hier  nach  dem 
Vorhergehenden  ^ 

du        1     v~^      ^y  «-1 

dx        r  ^     du 


wird,  so  folgt  durch  Anwendung  des  Satzes  11,  Nr.  33, 

[38 


dx  r 
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1 
oder,  wenn  u  =  x^  wieder  eingesetzt  wird: 

dy        s     ~-—i 
dx        r        ^       ^ 
d.  h.  die  Formel  (1)  gilt  auch,  wenn  n  =  s  :  r  ist. 

Sat0  19:  Die  Ableitung  einer  Potenz  x""  mit  konstantem 
rationalen  Exponenten  n  ist  gleich  nx"~^. 

Daß  dies  auch  dann  richtig  ist,  wenn  n  eine  irrationale 
Konstante  bedeutet,  wird  in  Nr.  47  bewiesen  werden.  — 

Ist  u  irgend  eine  Funktion  von  x  und  y  =  u'',  so  gibt  die 
Anwendung  des  Satzes  11,  Nr.  33,  sofort: 

Satz  20:  Ist  u  eine  Funktion  von  x,  so  hat  die  n^  Po- 
tenz von  u  die  Ableitung: 

d(u"')  ri-X^"^ 

dx  dx^ 

vorausgesetzt,  daß  n  eine  konstante  rationale  Zahl  ist. 

Dieser  Satz  erlaubt  uns  auch  die  Differentiation  von 
Wurzeln.     Wählen  wir  z.  B.  n  =  -\j  so  folgt: 

dy u  1      du 

dx    ~  2]/^  dx' 

§  3.    Anwendungen. 

39.  Becheubeispiele.  Eine  entwickelte  algebraische  Funk- 
tion von  X  wird  erhalten,  wenn  man  mit  der  Veränderlichen  x 
und  mit  Konstanten  eine  endliche  Anzahl  von  algebraischen 
Operationen  (vgl.  Nr.  6)  ausführt.  Die  Ableitung  einer  solchen 
Funktion  kann  man  daher  immer  mittels  der  bisherigen  Regeln 
berechnen.     Wir  geben  einige  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Ist  y  =  Äx""  +  Bx""  +  .  .  .  +  Lx%  wo  Ä,  B, 
.  .  .  Z,  m,  n, .  .  .r  Konstanten  und  insbesondere  m,  n,  .  .  .  r  ra- 
tionale Zahlen  bedeuten,  so  erhält  man  durch  Anwendung  der 
Sätze  12,  13  und  19  sofort: 

y  =  inÄx""-^ -\- nBx""-^ -\- '  '  ' -\- rLx''-'^ . 
Ist  z.  B.  insbesondere 

2/  =  0  +  61/^  +  ^  +  1-, 

wo  a,  b,  c,  g  Konstanten  bedeuten,  so  läßt  sich  schreiben: 
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so  daß  kommt; 


y  =  a  -\-  hx^  -\-  ex   '-^  -{-  gx' 


y    =  \})X    ^  —  ^rCX    ^  —  gX' 


yx 


xYx 


2.  Beispiel:     Ist    y  =  rr^(a^  +  x'^)  Ya^  —  x^   und  a   eine 
Konstante,  so  schreiben  wir: 

y  =  (a^x^  +  x^)  y'a^-x^ 
und    wenden   hierauf   die  Produktregel   in   Satz  14   an,   wobei 
ii  =  a^x^  +  x^  und  v  =  Ya^  —  x^ ,  also 

u  =  2a-x  ~\-  4:X^ 
ist.     Um  V    zu  berechnen,   benutzen   wir   Satz   20,   indem   wir 
1)  =  Y'iv  und  ^c  =  a^  —  x"^  setzen,  so  daß 
,       dv        d\/tv    die  1 


ist. 


dx         dw      dx       2l/w 
Die  Produktregel  gibt  jetzt: 


(-  2x)  =  - 


ya^  —  x^ 

{2a^-{-a^x^—5x^)x 


5.  Beispiel:    Ist  y  =  (ax"'  +  h)",  wo  a,  h,  m,  n  konstant 
und  m,  n  rational  sind,  so  kommt  nach  Satz  20: 

y  =  n{ax'''  +  If-'^  "^^"""^JJ"  ^^  =  mnax"'-''(ax'"  +  6)""^ 

40.  Geometrische  Anwendungen.  Die  bisherigen 
Regeln  reichen  schon  zur  Lösung  mancher  Aufgaben  aus;  es 
wird  nützlich  sein,  hierfür  einige 
Beispiele  zu  geben.  Wir  entnehmen 
sie  der  analytischen  Geometrie,  und 
wir  müssen  zunächst  an  einige  in 
der  Kurventheorie  gebräuchliche 
Bezeichnungen  erinnern.  Ist  eine 
Kurve  auf  rechtwinklige  Koordi- 
naten X,  y  bezogen  und  konstruiert  man  wie  in  Fig.  20  die 
Tangente  TM  eines  Kurvenpunktes  M  und  die  Senkrechte 
dazu  durch  M,  d.  h.  die  Normale  3IN,  so  heißen  diejenigen 
Strecken  dieser  Geraden,  die  zwischen  der  ^-Achse  und  dem 
Kurvenpunkte  31  liegen,  schlechtweg  die  Tangente  und  die 
Normale]  außerdem  nennt  man  die  Projektionen  dieser  Strecken 

[39,  40 


Fig.  20. 


62     Kap.  IL  Differentialquotient  einer  Funktion  von  einer  Veränderlichen. 

auf  die  ^- Achse,  also  die  Strecken  FT  und  PJV,  die  Suh- 
tangente  und  die  Subnormale. 

1.  Beispiel:  Es  sollen  diejenigen  Kurven  gefunden  iverden, 
hei  denen  die  Subnormale  konstant^  gleich  p,  ist.  Ist  die  Kurve 
das  Bild  einer  Funktion  y  von  x,  so  ist  die  Aufgabe  die,  diese 
Funktion  zu  bestimmen.  Die  Subnormale  PN  =  p  ist  gleich 
der  Ordinate  y  =  PM,  multipliziert  mit  dem  Tangens  des  Win- 
kels PMN,  der  dem  Winkel  PTM  der  Tangente  mit  der 
positiven  ^- Achse  gleich  ist.  Also  ist  tg  PJfA^  =  ^',  der  Ab- 
leitung der  gesuchten  Funktion,  folglich  PN=yy.  Die  Be- 
dingung der  Aufgabe  ist  daher  ausgedrückt  durch  die  Glei- 
chung yy'  =-  Py  wofür  wir  schreiben: 

2yij  =  2  p. 

Hier  steht  links  nach  Satz  20,  Nr.  38,  die  Ableitung  von  y^, 
rechts  die  von  2p  x.  Also  haben  y^  und  2p x  dieselbe  Ab- 
leitung. Daher  ist  ihre  Differenz  nach  Satz  8  in  Nr.  29  konstant, 
gleich  C,  so  daß  folgt:  iß  =  2px  -\-  G  oder  y  =  y2px  -f  C. 
Wie  man  auch  die  Konstante  C  wählen  mag,  stets  ist  die  ge- 
stellte Forderung  PN  =  p  erfüllt.  Die  gesuchten  Kurven  sind 
daher  alle  diejenigen  Parabeln  mit  dem  Parameter  p,  deren 
Achse  die  ^r-Achse  ist.  Je  nachdem  man  die  Subnormale  po- 
sitiv oder  negativ  auffaßt,  können  sich  die  Parabeln  nach  der 
einen  oder  anderen  Richtung  der  rr-Achse  hin  erstrecken. 

3.  Beispiel:  Es  sollen  diejenigen  Kurven  gefunden  werden, 
bei  denen  die  Normale  konstant,  gleich  a,  ist.  Nach  der  Fig.  20 
ist  das  Quadrat  der  Normale  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
von   Subnormale   und  Ordinate,   also   gleich  y^y'^^  -f-  y^,   so   daß 

(1)  yhß-\-y^  =  a^ 

die  Bedingung  der  Aufgabe  ist.  Sie  kann  so  geschrieben 
werden: 

(2)  ^^^=-1, 

vorausgesetzt,  daß  a^  =|=  y^  ist.  Untersuchen  wir  daher  zu- 
nächst, was  sich  für  a^  =  y^  ergibt.  In  diesem  FaUe  ist 
y  =  ±  dj  y  =  0,  so  daß  (1)  erfüllt  ist.  Daher  sind  die  Paral- 
lelen zur  ic- Achse  mit  den  Ordinaten  +  a  Lösungen  der  Auf- 
gabe. Sehen  wir  von  ihnen  ab^  so  können  wir  die  Bedingung 
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in  der  Form  (2)  benutzen.  Die  linke  Seite  von  (2)  bedeutet  die 
Ableitung  von  —  Ya^  —  y^,  die  rechte  die  von  a;;  nach  Satz  8 
in  Nr.  29  muß  also  —  Ya^  —  y^  gleich  x  —  C  sein,  wo  C  kon- 
stant ist.     Also  kommt: 

(x  -  Cy  +  y'  =  a\ 
d.  h.  alle  Kreise  mit  dem  Radius  a  und  mit  den  Mittelpunkten 
auf  der  x'-Achse  sind  außer  den  beiden  erwähnten  Geraden  die 
Lösungen  der  Aufgabe. 

3.  Beispiel:  Es  ist  ein  Kegel- 
schnitt OÄJB,  siehe  Fig.  21^  gegeben. 
Man  soll  eine  Kurve  JM  so  be- 
stimmen j  daß  jede  Tangente  AMB 
dieser  Kurve,  die  eine  Sehne  AB  des 
Kegelschnittes   ist,    ihren    Berührungs-  -^.g  ^^ 

punld  M  in  der  Mitte  der  Sehne  AB 

hat.  In  den  laufenden  Koordinaten  X.,  Y  hat  die  Gleichung 
des  Kegelschnittes,  bezogen  auf  eine  Kegelschnittsachse  als 
Abszissenachse  und  eine  zugehörige  Scheiteltangente  (in  0)  als 
Ordinatenachse,  bekanntlich  die  Form: 

Y^==^2pX  +  qX\ 
Ist  {x,  y)    ein  Punkt  M   der    gesuchten    Kurve,    so    hat    seine 
Tangente  AB,   da  y    der   Tangens    des   Winkels    ist,    den   sie 
mit  der  a;- Achse  bildet,  in  den  laufenden  Koordinaten  X,  Y 
die  Gleichung: 

^^■^y'   oder    Y-y=^y{X-x). 

Setzt  man  Y  =  y -[■  y  {X  —  x)  in  die  Kegelschnittsgleichung 
ein,  so  ergibt  sich  eine  quadratische  Gleichung: 

(y'-2  _  2)  X^  +  2 {ytj  -  xiß  -p)X  +  {y-  xyj  =  0 
für  die  Abszissen  X  der  beiden  Schnittpunkte  A  und  B.     Es 
genügt,    zu    fordern,    daß    die    halbe   Summe    dieser    Abszissen 
gleich    der    Abszisse    x  von    M  sei.     Die    halbe    Summe    der 
Wurzeln  X  der  quadratischen  Gleichung  ist  aber: 

p  —  yy  -V  xy'^ 
y'^  —  q 

Also  lautet  die  Bedingung  der  Aufgabe: 

2yy=2p  +  2(ix. 
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Links  steht  die  Ableitung  von  y^,  rechts  die  von  2p x  -\-  qx^. 
Nach  Satz  8  in  Nr.  29  ist  daher: 

^^=  2px  -\-  qx^  +  C, 

wo  C  eine  beliebig  wählbare  Konstante  bedeutet.  Die  gesuchte 
Kurve  ist  daher  ein  Kegelschnitt,  der  mit  dem  gegebenen  Kegel- 
schnitte ähnlich,  ähnlich  gelegen  und  konzentrisch  ist. 


§  4.   Diiferentiation  von  zusammengesetzten  Funktionen. 

41.  Funktionen  von  zwei  Funktionen.  Die  Ergeb- 
nisse des  §  2  sind  in  einem  allgemeineren  Satze  enthalten,  den 
wir  in  diesem  Paragraphen  ableiten  wollen.  Wenn  Wj,  Wg?  ^^3;  •  •• 
Funktionen  von  x  sind  und  y  =  f(u^ ,  ^ig  j  %  ?  •  •  •)  ^i^®  Funktion 
von  u^,  U2,  u^,  .  .  .  ist,  so  wird  y  auch  eine  Funktion  von  x. 
Man  sagt,  daß  diese  Funktion  y  von  x  aus  den  Funktionen 
u^,  U2,  u^,  .  .  .  von  X  zusammengesetzt  sei.  Zunächst  wollen  wir 
den  Differentialquotienten  einer  Funktion 

y  =  f(u,  V) 

berechnen,   die   aus   nur  Zivei  Funktionen  u  und  v  von   x  zu- 
sammengesetzt ist. 

Wenn  x  um  zJx  wächst,  so  wachse  u  um  Zfu  und  v  um  ^v. 
Dann  wird  y  um  zJy  =  f(u  -{-  Ju,v  -\-  ziv)  —  f(u,  v)  wachsen. 
Subtrahieren  und  addieren  wir  hier  f{u,  v  -\-  zJv)  und  dividieren 
wir  alsdann  mit  z/^,  so  kommt: 

^ y       f{^  ~h  ^^1  V  -\-  Jv)  —  f{u,  V  -\-  ^  v)     Au 


+ 


Ax  Au  Ax 

f{u^  V  -{-  Av)  —  f{u^  v)'   Av 


Av  Ax 

Ehe  wir  aus   dieser  Formel  den  Differentialquotienten  dy  :  dx 
berechnen,  schicken  wir  einige  Bemerkungen  voraus. 

Wir  machen  zunächst  darauf  aufmerksam,  daß  man  rein 
formal  von  zwei  Ableitungen  der  Funktion  /'(^f,  v)  sprechen 
kann.  Denn  wenn  wir  ganz  davon  absehen,  daß  i^  und  v 
Funktionen  von  x  sein  sollen,  vielmehr  u  und  v  als  unab- 
hängige Veränderliche  betrachten,  so  können  wir  v  einen  be- 
stimmten Wert  erteilen  und  nur  u  um  Au  ändern.  Alsdann 
wird  der  Grenzwert 
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lim  /O^  +  ^^i^)  — /"K^) 


^u=0  ^^ 


falls  er  überhaupt  vorhanden  ist,  die  Ableitung  von  f  nach  u 
zu  nennen  sein.  Wir  könnten  ihn  also  mit  df :  du  bezeichnen. 
Um  jedoch  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß  sich  nur  die 
eine  Größe  u  ändern  soll,  bezeichnet  man  ihn  mit  cf :  du. 
Ebenso  bezeichnet  man  mit  cf :  cv  denjenigen  Differential- 
quotienten, der  sich  ergibt,  wenn  man  u  ungeändert  läßt  und 
nur  V  variiert.     Es  soll  also  sein: 

df  _  Yi^  f{u  +  zJ'ii,v)  —  f{u,v)        d£  ^  -^.^  f{u,'v-[-Jv)  —  f{u,v)  ^ 

Die  beiden  Differentiale  cf,  die  hier  vorkommen,  haben  ver- 
schiedene Bedeutung,  so  daß  man  sie  eigentlich  verschieden 
bezeichnen  müßte,  z.  B.  mit  c^^f  und  cj-.  jedoch  durch  die  zu- 
gehörigen Nenner  du  und  dv  wird  schon  einer  Verwechselung 
genügend  vorgebeugt. 

Wenn  solche  Grenzwerte  vorhanden  sind,  so  sind  sie 
Funktionen  der  beiden  Größen  u  und  v.  Um  dies  deutlich 
hervorzuheben,  wollen  wir  sie  daher  in  der  nächsten  Betrach- 
tung mit  cp{iijV)  und  il)(uyv)  bezeichnen.     Es  sei  also: 

(2) 


:0  ^^ 


lim 


f{u,  v-\-Jv)  —  f{u,  v)=  ^  (u^  v)  . 


.Jv=0  ^^ 

Wenn  wir  alle  Werte  der  ersten  Veränderlichen  in  dem 
Intervalle  von  u  bis  u  -{-  zJu  und  alle  Werte  der  zweiten  Ver- 
änderlichen in  dem  Intervalle  von  v  bis  v  -\-  ziv  ins  Auge 
fassen,  so  können  wir  für  alle  Stellen  in  diesen  Intervallen 
solche  Ableitungen  definieren,  vorausgesetzt,  daß  überall  die 
betreffenden  Grenzwerte  vorhanden  sind.  So  z.  B.  können  wir 
die  Ableitung  nach  u  auch  dann  bilden,  wenn  wir  der  zweiten 
Veränderlichen  den  bestimmten  Wert  v  -\-  zJv  geben.  Nach 
der  ersten  Formel  (2)  ist  sie: 

(3)       lim  — — ' — ^— — -^ — ^^  '       - — ~  =  (p  (u,  V  -\-  zJv). 

Wir  setzen  nun  folgendes  voraus: 

1.  Die  Funktionen  u  und  v  von  x  sollen  an  der  betrach- 
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teten  Stelle  x  bestimmte   endliche  Werte   und  bestimmte  end- 
liche Ableitungen  haben: 

du        ,.      jd  u         dv        ,.      Jv 
-f~  =  lim  ---,        ,-    =  hm  -      • 

2.  Die  Funktion  f{uy  v)  der  beiden  Veränderlichen  u  und 

V  soll  überall   in   den  Intervallen   von  u  bis  u  -\-  ^u  und  von 

V  bis  V  -\-  ziv  bestimmte  endliche  Werte  haben. 

3.  Die  Funktion  f{u;  v),  betrachtet  als  FunUion  von  u 
allein,  soll  in  dem  Intervalle  von  u  bis  u  -\-  zJu  überall  eine 
bestimmte  endliche  Ableitung  haben  und  zwar  auch  dann, 
wenn  der  Größe  v  irgend  ein  bestimmter  Wert  in  dem  Inter- 
valle von  V  bis  V  -\-  z/v  beigelegt  wird.  Wir  setzen  also  nach 
der  ersten  Formel  (2)  voraus,  daß  die  Funktion  (p(u,v)  für 
jedes  Wertepaar  in  den  Intervallen  von  u  h\^  u-\-  zJu  und  von 

V  bis  V  -\-  Zlv  einen  bestimmten  endlichen  Wert  habe,    so  daß 
also  auch  der  Wert  (3)  bestimmt  und  endlich  ist. 

4.  Die  Funktion  f{u,v),  betrachtet  als  Funlction  von  v 
allein,  soll  für  das  Wertepaar  u,  v  am  Anfange  jener  Öfters 
erwähnten  Intervalle  eine  bestimmte  endliche  Ableitung  haben, 
d.  h.  wir  setzen  nach  der  zweiten  Formel  (2)  voraus,  daß 
tjj  (u,  v)  dort  einen  bestimmten  endlichen  Wert  habe. 

5.  Die  Funktion  (p  (u,  v)  soll  für  dies  Wertepaar  u,  v 
am  Anfange  jener  Intervalle  eine  stetige  Funktion  von  u 
und  V  sein. 

Die  Voraussetzung  1.  zieht  nach  Satz  1,  Nr.  27,  nach  sich, 
daß  u  und  v  für  den  betrachteten  Wert  von  x  stetige  Funk- 
tionen von  X  sind,  woraus  folgt,  daß  Zlu  und  z/v  für  limz/;r  =  0 
den  Grenzwert  Null  haben.     Aus  (1)  folgt  demnach: 

(4)     ^  =  lim  ^  =       lim       /'(^  +  ^m,'^>+^^)  — /'(^,^-4-^^)  .  du 
_|_  lim  /"(^^  v-\-^v)  —  f(u,  v)  ^  dv  ^ 

Wir  können  nun  den  Mittelwertsatz  in  Nr.  28  in  der  in  Satz  3 
gegebenen  Form  anwenden  auf  die  Funktion  f{u,v  +  Jv),  auf- 
gefaßt als  Funktion  von  u  allein,  wegen  der  Voraussetzungen 
2.  und  3.  Dabei  ist  Xq  durch  u,  k  durch  zlu  und  die  Ab- 
leitung f\x)  durch  (p  (u,  V -\- zJ v)  zu  ersetzen,  so  daß  also  ein 
positiver  echter  Bruch  6  vorhanden  ist,  für  den 
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f{u  +  z/'W,  V  +  z/i')  —  f{u,  V  4-  ^v)  =  z/!f  '(p{u-\-  Bz1u,v-\-  z/v) 
ist.     Hieraus  folgt: 

f(u  -f  ziW,  V  +  z/v)  —  /"(l^,  V-\-  JV)  ,         ,/3^  i^N 

^-^ — ^ —    -z^^- — -^ — =  (f'{u  -\-  B/Ju,v  +  /iv). 

Nach  der  Voraussetzung  5.  ist  also: 

(o)  hm      '-^^^-^ -^-Au ^ '  ==  ^  (**^  ^)  • 

Aus  der  Voraussetzung  4.  folgt  außerdem: 

Setzen  wir  die  Werte  (5)  und  (6)  in  (4)  ein,  so  kommt: 
dy  ,       ^     du    .        ,       .      dv 

Hierin  bedeuten  cp  (w,  v)  und  iIj  (ii,  v)  die  Ableitungen  von 
f(^u,  v)  nach  u  bzw.  -y,  so  daß  wir  —  ihre  oben  erwähnte  Be- 
zeichnung benutzend  —  auch  schreiben  können: 

df{u^  V) dy cf(u^  v)     du       df{u^  v)     dv 

dx  dx  du         dx~^       dv         dx 

Vorhin  haben  wir  das  geringste  Maß  an  Voraussetzungen 
genau  bezeichnet.  Um  jedoch  das  Ergebnis  knapper  auszu- 
sprechen, wollen  wir  die  Voraussetzungen  noch  vermehren, 
obgleich  es  nicht  nötig  wäre:  Wir  wollen  voraussetzen,  daß 
es  eine  positive  Zahl  h  so  gebe,  daß  f{u,v)  für  alle  Werte  in 
den  Intervallen  von  u  —  h  bis  ?6  +  ^t'  und  von  v  —  h  bis  v  +  h 
stetig  ist  und  Ableitungen  nach  u  und  nach  v  hat,  die  eben- 
falls in  diesen  Intervallen  stetig  sind.  Fügen  wir  dann  noch 
die  Voraussetzung  1.  hinzu,  so  können  wir  \zJx\  so  klein 
wählen,  daß  u  -\~  zJic  und  v  -^  ziv  in  den  bezeichneten  Inter- 
vallen liegen,  so  daß  dann  die  neuen  Voraussetzungen  sicher 
die  Voraussetzungen  2.  bis  5.  in  sich  enthalten. 

Ehe  wir  das  Ergebnis  formulieren,  führen  wir  noch  eine 
bequemere  Bezeichnungsweise  ein,  die  wir  auch  später  öfters 
benutzen  wollen: 

Wir  sagen,  eine  Funktion  f(Xj^,  oc^,  . . .  x^  habe  eine  gewisse 
Eigenschaft  in  der  Umgebung  der  Stelle  x^  =  a^,  x^  =  a^,  ... 
x^  =  a^y  wenn  es  eine  positive  Zahl  h  derart  gibt,  daß  f 
jene  Eigenschaft  für  alle  Stellen  (rr^,  x^,  .  .  .  x.^   hat,   die   den 
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Bedingungen  \x^  —  a^l  <C^h  \x2—  a2\  <Ch,  ■ --  \x^—  aj  ^^h  ge- 
nügen. Alsdann  können  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 
Satz  21:  Sind  u  und  v  zwei  FunMionen  von  x,  die  in 
der  Umgehung  einer  Stelle  x  hestimmte  endliche  Werte  und  he- 
stimmte  endliche  Ableitungen  du  :  dx  und  dv  :  dx  haben  ^  und 
bedeutet  f(u,  v)  eine  FunJction  von  u  und  v,  die  in  der  Um- 
gehung der  zugehörigen  Stelle  (u,  v)  nehst  ihren  beiden  Ableitungen 
nach  u  und  v  stetig  ist  als  Funktion  der  beiden  Veränderlichen 
u  und  V,  so  hat  die  FunJction  f\  aufgefaßt  als  Funktion  von  Xy 
an  der  betrachteten  Stelle  x  die  Ableitung: 

df{u,  v)  cf{u,  v)     du       df{u,  v)     dv 

dx  du         dx  ''    dv         dx 

42.  Funktionen  von  mehreren  Funktionen.  Dies 

Ergebnis  kann  leicht  verallgemeinert  werden.  Es  seien  u,  v^ 
w,  .  .  .  Funktionen  von  x,  und  es  sei  y  =  f{u^v,Wy . . .)  eine 
aus  ihnen  zusammengesetzte  Funktion  von  x.  Ersetzen  wir 
hierin  v,  w,  .  .  .,  aber  nicht  Uy  durch  ihre  Werte  in  x,  so  ist 
y  ausgedrückt  durch  u  und  x,  also  aus  u  und  x  zusammen- 
gesetzt. Man  kann  daher  die  letzte  Formel,  in  der  x  statt  v 
zu  schreiben  ist,  in  Anwendung  bringen.  Dadurch  ergibt  sich, 
weil  dx  '.  dx  =  1  ist: 

dy dy    du       d'y 

dx        du    dx  ~^  dx 

wobei  d'y  :  dx  diejenige  Ableitung  von  y  bedeuten  soll,  bei 
deren  formaler  Berechnung  u  als  Konstante  betrachtet  wird. 
Man  hat  dann  ebenso: 

d'y  ^  dy  ^  dv       d" y 
dx        dv     dx        dx  ' 

wobei  d''y  :  dx  diejenige  Ableitung  von  y  bedeuten  soll,  bei 
deren  formaler  Berechnung  u  und  v  als  Konstanten  betrachtet 
werden,  usw.  Man  sieht,  daß  man  so  schließlich  aus  allen 
diesen  Gleichungen  die  folgende  gewinnt: 

dy        dy     du       dy     dv       dy      dw 
dx        du    dx        dv    dx       dw     dx 

Erinnert  man  sich  noch  an  den  Satz  11  in  Nr.  33,  nach  dem 
die  Funktion  y  =  f(u,  v,  w,  .  .  .),  aufgefaßt  z.  B.  als  Funktion 
von  u  allein,  die  Ableitung 
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df     du 

du    dx 
haben  würde^  so  können  wir  das  Ergebnis  so  aussprechen: 

Satz  22:  Die  Ableitung  einer  FunMion  f  von  x,  die  aus 
mehreren  Funktionen  u,  y,  tv, .  . .  von  x  zusammengesetzt  ist,  ist 
gleich  der  Summe  aus  allen  denjenigen  Ableitungen  ^  die  sich  er- 
geben, wenn  man  nach  und  nach  jede  der  zusammensetzenden 
Funktionen  u,  v,  w, .  . .  als  allein  veränderlich   auffaßt,  so  daß 

df df    du  j_  df    dv        cf     dw 

dx       du    dx       ^v    dx        civ     dx 

wird.  Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  die  zusammensetzenden  Funk- 
tionen u,  V,  tv,  ...  in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  x  be- 
stimmte endliche  Werte  und  bestimmte  endliche  Ableitungen  haben 
und  daß  die  zusammengesetzte  Funktion  f,  aufgefaßt  als  eine 
Funktion  von  unabhängigeti  Veränderlichen  u,  v,  w,  .  .  .,  nebst 
ihren  Ableitungen  nach  u,  nach  v,  nach  w  usw.  in  der  Um- 
gebung der  jenem  betrachteten  x  entsprechenden  Stelle  (u,  v,  w, . . .) 
stetig  ist. 

43.  Anwendungen.  1.  Beispiel:  Ist  y  =  u^  ±U2  ±... 
+  u^,  so  hat  man  die  Ableitung  dy :  cu^  unter  der  Annahme 
zu  berechnen,  daß  u.2,  u^,  ...  u^  bloß  Konstanten  bedeuten. 
Daher  ist  cy  :  cu^  =  1'.^  entsprechendes  gilt  von  cyidu^  usw., 
so  daß  kommt: 

dx  dx  —   dx  —  ■       —   dx  ^ 

womit  Satz  12  in  Nr.  34  von  neuem  bewiesen  ist. 

2.  Beispiel:  Ist  2/  ==%%..  •  u^,  so  sind  u^,  u^  . .  .  u^  bei 
der  Berechnung  von  dy  :  cu^  als  konstante  Faktoren  aufzufassen. 
Daher  ist  dy  :  cu^  =  u^u^  .  .  .  u^,  ebenso  dy  :  du^  =  u^ti^  •  -  ■  '^K 
nsw.,  so  daß  sich  ergibt: 

(WjWg  •  •  •  wj'  =  w/wg  .  .  .u^  +  u^u^  .  . .  u^^  H \-u^u^.  .  .  u^, 

womit   die  Produktformel   in  Nr.  35   von  neuem   bewiesen   ist. 

3.  Beispiel:  Ist  y  =  u  :  v  =  uv~^j  so  ist,  wenn  v  nicht 
gerade  den  Wert  Null  hat,  dy  :  du  =  v~^  und  dy  :  dv  =—uv~^, 
dies  nach  Satz  19  in  Nr.  38.     Also  kommt: 


(-:-)= 


9     ,  VU    —  UV 

uv^v  = z 


wie  in  Satz  16,  Nr  36. 
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44.  Folgerungen  aus  dem  Satze  über  Funktionen 
von  mehreren  Funktionen.  Eine  Funktion  y  von  einer 
Veränderlichen  x  ergibt  sich,  wenn  man  mit  x  und  Konstanten 
nacheinander  eine  Reihe  von  Rechenoperationen  ausführt.  Die 
Anzahl  dieser  Operationen  sei  jedoch  begrenzt  vorausgesetzt, 
gleich  n.  Ist  es  nicht  nur  eine  Operation,  so  wird  eine  der 
Operationen  die  letzte  sein.  Sind  durch  die  vorhergehenden 
Operationen  schon  Funktionen  u,  v,  w,  .  .  .  gewonnen  worden, 
so  besteht  diese  letzte  Operation  darin,  daß  aus  u,  v,  w,  .  .  . 
die  Funktion  y  zusammengesetzt  wird: 

y^f(u,V,W,  .  .  .). 

Der  Satz  22  in  Nr.  42  zeigt  nun,  daß  wir  y  differenzieren 
können,  sobald  wir  die  einfacheren  Funktionen  u,  v,  w,  .  .  . 
sowie  bie  Funktion  /",  aufgefaßt  als  Funktion  von  u  allein  oder 
von  V  allein  usw.,  differenzieren  können.  Nun  sind  die  Funk- 
tionen u,  V,  w,  .  .  .  ihrerseits  durch  nur  noch  n  —  1  Rechen- 
operationen hervorgegangen;  auf  sie  können  wir  dieselbe  Be- 
trachtung wie  soeben  auf  y  anwenden,  usw.  So  sieht  man,  daß 
die  Aufgabe,  irgend  eine  entwickelte  Funktion  y  zu  differen- 
zieren. Schritt  für  Schritt  auf  lauter  einzelne  Aufgaben  zurück- 
geführt wird,  bei  denen  es  sich  nur  noch  darum  handelt,  ge- 
wisse Funktionen  von  einer  Veränderlichen  zu  differenzieren, 
die  durch  eine  einsige  Rechenoperation  hervorgegangen  sind. 
Diese  Funktionen  können  wir  die  elementaren  FunMionen 
nennen,  aus  denen  die  andern  zusammengesetzt  sind.  Es 
kommt  nun  ganz  darauf  an,  in  welchem  Umfange  man  solche 
elementare  Funktionen  heranziehen  will.  Wir  wollen  nur  die 
folgenden  elementaren  Funktionen  betrachten: 

1.  Die  FunJäionen,  die  durch  eine  einzige  algebraische  Ope- 
ration hervorgehen^  nämlich  a  +  x,  aXj  x^.  Wir  können  sie 
schon  differenzieren,  nach  Nr.  35  und  Nr.  38. 

2.  Die  Logarithmusfunktion  '^log  x  und  die  Exponential- 
funktion a^. 

3.  Die  goniometrischen  und  zyklometrischen  Funktionen  sinrc, 
cos  Xy  tg  X,  ctg  X  und  arc  sin  x,  arc  cos  x^  arc  tg  x,  arc  ctg  Xy 
die  man  auch  zusammen  die  Kreisfunktionen  nennt. 

Wir  haben  demnach  die  Aufgabe,  noch  die  unter  2.  und  3. 
genannten  Funktionen  zu  differenzieren. 
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§  5.    Diftereiitiation  des  Logarithmus  und  der 
Exponentialfunktion. 

(1  \»» 
1  H —      für  ganzes  posi- 
„ ***/ 

tives  m.  Die  Bestimmung  dieser  Grenze  ist  unerläßlich  für 
die  Aufgaben,  die  wir  uns  gestellt  haben.  Wir  nehmen  zu- 
nächst an,  daß  die  Zahl  m  nach  einem  positiven  unendlich 
großen  Werte  strebe,  indem  sie  dabei  nur  die  Werte  der  ganzen 
Zahlen  durchlaufe.  Alsdann  ist  nach  der  Binomialformel  in  be- 
zug  auf  einen  ganzzahligen  positiven  Exponenten: 

/"  1  4-   M"*  =  1  4-  -     -1  -i-  »'iO^ijrJ)    _L 
\     ^  m)  -^  "^   1   *  m  "^       1-2       ■  w^ 

VI  {m  —  1)  (w 


1.23 


Ist  nun  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  kleiner  als  m  und 
bedeutet  jR„  die  Summe  aller  derjenigen  rechts  stehenden  Glie- 
der, die  auf  das  (n  +  1)*®  Glied  folgen,  so  läßt  sich  schreiben: 

/ .    ,     1  \"'_  1    I    1    1  _~  ^  1   \   ~^/  \   ~  W 

\     ~^  m)  "^  1  "^    1-2    "^  1 


(1) 


23 


WO 


,  I    \         tn/\         m}  \  m    J        ^ 

■^  "  '  "^  1  .  2  .  3  .  •  .  n  "^  ^»' 

i_»    (i_»)(i_'i+i)         (i_M...(i_!^-ziy 

L  w  -f- 1  "^        (n  -f  1)  (n  +  2)        "'  •"       (n  +  1)  (n  -f-  2)  •  •  •  7»     _, 

ist.  Die  eckige  Klammer  enthält  rti  —  n  Glieder.  Sie  sind 
positiv  und  kleiner  als  die  entsprechenden  ersten  m  —  n  Glie- 
der der  endlosen  geometrischen  Progression: 

n  -f  1  ^  (n  4-  1)^  ^  in  +  1)'  ^ 

Die  Grenze,  der  sich  die  Summe  der  m  —  n  ersten  Glieder 
dieser  Reihe  immer  mehr  nähert,  je  größer  m  wird,  ist  \  \n\ 
folglich  ist  die  Summe  in  der  eckigen  Klammer  gleich  einem 
positiven  echten  Bruchteile  von  1  :  n,  also  ö  :  w,  wenn  Q  einen 
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positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Es  ist  daher,  wie  groß  auch 
immer  die  ganze  Zahl  m  gewählt  sein  mag: 

(i_i)(i__2)...(i_'i^) 

Die  Zahl  ^  können  wir  bestimmt  wählen;  lassen  wir  nun 
m  immer  weiter  wachsen,  wobei  sich  6  sehr  wohl  ändern 
kann,  und  bezeichnen  wir  mit  ^^  den  Grenzwert  von  R  , 
SO  erhalten  wir  aus  (1) 

und  nach  (2)  ist 

^   -^  «        1  •  2  •  3  •  .  •  n      n 

ö  bedeutet  dabei  eine  Zahl  zwischen  0  und  1. 

Die  positive  ganze  Zahl  n  kann  willkürlich  gewählt  werden. 
Lassen  wir  sie  jetzt  beliebig  groß  werden,  so  strebt  ^^  nach 
Null.     Es  folgt  hieraus,  daß,  je  mehr  Glieder  der  Summe 

1    _i-  Jl     1     _JL.     I     „_,  1. I \ ^ L    .   .   . 

~1~1.2^1.2.3^  ^1.2.3.-.n^ 

addiert  werden,  um  so  genauer  ein  bestimmter  Grenzwert  er- 
reicht wird.  Denn  durch  Addition  beliebig  vieler  Glieder  er- 
hält man  Werte,  die  immer  mehr  wachsen,  und  die  doch  kleiner 
sind  als  der  Wert 

1  +  A  +    .!„.  +___J__._  +  .  .  .  + \ , 1 i_ 

~  1     '1-2    '1.2- 3'  ~l-2-3--n^l-2-3-.-n   n  ^ 

weil  ^^  nach  (4)  nicht  größer  als  das  letzte  Glied  dieser 
Summe  ist. 

Jenen  hestimmten  Grenzwert  bezeichnet  man  mit  dem  Buch- 
staben e;  es  ist  also 

iim(i  +Ay"=e, 

wenn  man 

^-  ^-^    1  "^  1.2"^l  ■2.3+ 1.2.3.4  +  '" 

setzt.  Bricht  man ,  die  Reihe  hinter  dem  (n  +  l)*^""  Gliede  ab, 

so   ist  der  Fehler,   d.  h.  die  Abweichung  vom   wahren  Werte, 

gleich  der    Größe    9fl„,    die    man    den    Rest   der   Reihe   nennt. 

45] 


§  5.    Differentiation  des  Logarithmus  und  der  Exponentialfunktion.     73 

Dieser  Rest  ist  nach  (4)  kleiner  als  der  ^*®  Teil  des  (n  +  1)*®'^ 
Gliedes,   hinter    dem    man    die  Reihe   abgebrochen  hat.     Dies 
gestattet,  den  numerischen  Wert  der  Zahl  e  mit  einer  beliebig 
großen  Annäherung  zu  berechnen.     Man  findet: 
e  =  2,71828  18284  59045  . . . 

46.  Bestimmung  von  lim  (1  H — )    für  beliebiges  m. 

Nehmen  wir  ferner  an,  die  Zahl  m  werde  positiv  unendlich, 
indem  sie  alle  positiven  Zahlenwerte  durchläuft,  und  bezeichnen 
wir  mit  fi  die  ganze  Zahl,  die  dem  Werte  m  jedesmal  am 
nächsten  liegt  und  kleiner  ist  als  m,  so  wird: 

oder 

Wenn  nun  m  über  alle  Grenzen  wächst,  so  gilt  dasselbe  von 
der  ganzen  Zahl  u.    Dann  werden  die  Grenzwerte  (vgl.  Nr.  45) : 

Hm(l+i-)"=lim(l+-.y'"^-., 

Mithin  ist  die  Größe  (l  +  7  )  zwischen  zwei  Werten  einge- 
schlossen, die  beide  die  Grenze  e  haben;  man  hat  folglich  nach 
Satz  34  in  Nr.  25: 


lim   (1  +-Y=e. 


Nehmen  wir  schließlich  an,  daß  m  negativ  unendlich  werde, 
und  setzen  wir  m  =  —  ^a,  so  ist: 


also 


Wächst  IL  über  alle  Grenzen,  d.  h.  nimmt  m  beliebig  weit  ab, 
so  kommt  nach  dem  Vorhergehenden: 

l-(l+^)"''=^     lim(l  +  ^)  =  l; 
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also  ist  auch  in  diesem  Falle 

(1  \m 
l-f-)    =e. 

Sat0  23:  Es  ist 

lin,  (i4--r=., 

^md  e  bedeutet  den  bestimmten  positiven  Wert  der  unendlichen  Reihe: 

_  .    ,  £   ,      1     j 1 1 

^  '     1     '    1  -"2    '    1  •  2  ■  3  "*"  1  •  2  .  3  •  4  "'"  '  "  '• 

47.  Die  Ableitung  von  log  x.  Die  Basis  der  Loga- 
rithmen sei  irgend  eine  gegebene  positive  Zahl  a;  die  Veränder- 
liche X  kann  nach  Nr.  11  alle  positiven  Werte  annehmen.  Er- 
teilt man  ihr  den  Zuwachs  zJx^  so  wird 


1  -j j 


z^iC  J  X 


X 


Setzt  man  -  -  ==  m  oder  zlx  =  — ,  so  folfft: 

^^^-  =  ^  log  (i  +  i)  =  i-  log  (i  + 1)'". 

Wenn  nun  zlx  nach  Null  strebt,  so  wird  m  unendlich  für  jeden 
positiven  Wert  von  x.     Nach  Satz  23  kommt  also: 

Satz  M:  Die  Ableitung  des  Logarithmus  von  x  mit  der 
Basis  a  ist  für  jedes  positive  x: 

d  log  X . 1  , 

dx  X      ^   ' 

Sind  die  Logarithmen  in  bezug  auf  die  Basis  e  gebildet, 
so  heißen  sie  die  natürlichen  Logarithmen  (auch  Nepersche 
Logarithmen).     Hier  ist  log  e  =  1  zu  setzen.     Daher : 

Satz  25:  Die  Ableitung  des  natürlichen  Logarithmus  von  x 
ist  gleich  1  :  x,  in  Formel: 

d\ogn2A,x         1 
dx  X 

Ersetzt  man  x  durch  eine  Funktion  u  von  x^  so  kommt 
nach  Satz  11  in  Nr.  33: 

fZlognat^< dlognsiu     du         1      du        u' 

dx  du  dx        u      dx        u 
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Hierdurch  rechtfertigt  sich  der  Name  logarithmische  Ableitung, 
der  in  Nr.  35  eingeführt  wurde.  Sie  ist  in  der  Tat  die  Ab- 
leitung des  natürlichen  Logarithmus  der  betreffenden  Funktion. 
Eine  Anwendung  dieser  Formel  machen  wir  auf  den  Fall 
der  Potenz  y  =  x"  mit  beliebigem  irrationalen,  aber  'konstanten 
Exponenten.  Dabei  ist  x  nach  Nr.  5  positiv  anzunehmen.  Als- 
dann ist 

\o^y  =  n\ogx, 

so  daß  die  Differentiation  gibt: 

^4?=«,    d.h.  ly  =  '^  =  nx-K 
y     dx        X  '  dx        X 

Der  Satz  19  in  Nr.  38  läßt  sich  also  so  verallgemeinern: 

Satz  26:    Die  Anleitung   einer  Potenz  x^  mit  konstantem 

Exponenten  n  ist  gleich  nx"~^. 

48.    Die  Ableitung  von  a*.     Die  Basis  a  muß  nach 

Nr.  5   positiv    angenommen    werden,    weil   ja   die   unabhängige 

Veränderliche  x  irrationale  Werte  haben  kann.     Alsdann   hat 

a"  einen  positiven  Wert.     Es  kommt  nun: 

z;(a^)  =  a^+^-^_  a^=  a''(a^'^—  1), 
also: 


a 


Jx 


(1)  ^^  =  a- 
^  ^  Jx  Ax 

Führen  wir  m  ein  durch  die  Formel: 

(2)  a^^=\^-, 

so  ist,  wenn  wir  hier  beiderseits  den  Logarithmus  bilden: 

Ax '\o^a  =  \o^\\  A )     oder    /ix  = r -* 

^  ^  \  m)  log  a 

Setzen  wir  diesen  Wert  von  Ax  und  den  Wert  (2)  von  a-^^ 
in  (1)  ein,  so  kommt: 

^i^    _  ^.r  log«  _  ^x  log  « 


Strebt   Ax  nach  Null,    so   wächst   m  nach   (2)   über   alle 
Grenzen.     Nach  Satz  23,  Nr.  46,  kommt  also: 


^fr"^)  ^  ^x  log  « 

'dx  log  e 
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Die  Basis  der  Logarithmen  ist  dabei  irgend  eine.  Wählt 
man  das  natürliche  System,  so  ist  log  e  =  1  und  demnach 

^      =  a^  log  nata. 

Insbesondere  ergibt  sich  für  a  =  e^  daß  e^  die  Ableitung 
e^  hat. 

Satz  27:  Die  Ableitung  von  a^  ist  a^'lognaia,  die  von  e^ 
ist  e^  seihst. 

49.  Eine  Verifikation.  Wir  haben  die  Bestimmung 
der  Ableitungen  von  log:i;  und  a^  direkt  ausgeführt.  Sobald 
aber  die  Ableitung  von  einer  dieser  Funktionen  bekannt  ist, 
kann  man  hieraus  die  Ableitung  der  anderen  berechnen.  Denn 
setzen  wir  y  =  a^^  so  ist  logi/  (mit  der  Basis  d)  nach  Nr.  11 
die  inverse  Funktion  x.  Nach  Satz  18  in  Nr.  37  ist  also  die 
Ableitung  von  oj^  gleich  dem  reziproken  Werte  der  Ableitung 
von  log  y  nach  ^y.  Diese  Ableitung  aber  ist  nach  Satz  24, 
Nr.  47,  gleich  löge:!/.     Folglich  kommt: 

dx         löge       löge 
Wir  haben  aber  e  =  o}°^  ^^  also,  wenn  wir  beiderseits  den  natür- 
lichen Logarithmus  nehmen: 

1  =  log  e  log  nat  a,     d.  h.    ,  —  =  log  nat  a. 

Demnach  kommt  wie  in  Nr.  48  aufs  neue: 

^(«")  .1  4. 

~       =  a^  log  nat  a. 

Wir  merken  hier  an,  daß  wir  den  natürlichen  Logarithmus 
Mlnftig  kurz  mit  In  bezeichnen  wollen. 

50.  Anwendungen. 
1.  Beispiel:  Ist 

so  ist  auch: 

2/==|ln(l-^)-|ln(l  +  ^), 
daher : 

^  =  1   (l^i')'  _  1   (1  +^  _  _  Ji  /    1       ,       1_  \ 
dx         2      1  —X  2      l-\-x  2   \1  —  ^        1  +  x) 

oder:  ^  _  ^ J 

dx       x^ —  1 
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2.  Beispiel:    Ist 

ij  =  \n{x  -\-  Yx^  +  a) 
und  a  eine  Konstante,  so  hat  man 

,  _  (x  +  Vx^  -j-  aY  ^         Yx^-i-a  ^        1 
^~    x-i-Yx^-i-  a     ~  x  +  Vx^-i-a       Yx^-fa' 

3.  Beispiel:    Ist 

und  sind  u  und  v  gegebene  Funktionen  von  x,  so  wird 

In  2/  =  vhiu, 

also: 

rflnw  <^lni<     ,    ,         <i«; 

dx  dx  dx 

oder: 

y         ^'   ,     '  1 
—  =  t; h  ^'  Anw, 

also: 

Man  hätte  auch  die  Regel  für  die  Differentiation  zusammen- 
gesetzter Funktionen  anwenden  können,  in  Verbindung  mit  der 
Regel  für  die  Ableitung  der  Funktion  a^. 

Setzt  man  %i  =  x,  v  =  1  :  x,  so  gibt  die  obige  Formel 

-^^  =  x^       (1-ln^). 

Nach  Satz  9  in  Nr.  30  erkennt  man  hieraus,  daß  die  Funktion  x^ 
wächst,  solange  x  kleiner  als  e  bleibt,  denn  die  Ableitung  ist 
dann  positiv,  und  daß  sie  abnimmt,  wenn  x  größer  als  e  wird. 
Folglich  erlangt  die  Funktion  ihren  größten  Wert  für  x  =  e. 
Für  negative  Werte  von  x  ist  die  Funktion  überhaupt  nicht 
definiert,  nach  Nr.  5. 

4.  Beispiel:  In  ivelchen  Logarithmensystemen  gibt  es  Zahlen, 
die  gleich  ihren  Logarithmen  sind? 

Es  handelt  sich  darum  zu  bestimmen,  bei  welchen  Werten 
von  a  sich  Größen  x  nachweisen  lassen,  für  die 

y  =  a^  —  X 

den  Wert  NuU  annimmt.     Es  ist: 

[50 
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dx 
Nach  Nr.  8   nimmt   a^   von  +  cx)    bis  Null    ab,   wenn   x   von 
—  cjü  bis  +  oü  wächst,  sobald  a  <  1  ist.    Ist  a  >  1 ,  so  nimmt 
a^  dagegen   von  0  bis  -j-  oo  zu,  wenn  x  von  —  oo  bis  -\-  oo 
geht.     Also  folgt: 

Im  Falle  0  <  a  <  1  ist  die  Ableitung  von  y  stets  negativ, 
so  daß  y  nach  Satz  9  in  Nr.  30  mit  wachsendem  x  stets  ab- 
nimmt. Für  X  =  0  ist  2/  noch  positiv,  nämlich  gleich  Eins, 
für  lim X  =  -\-  (x>  wird  lim y  =  —  oo.  Es  gibt  also  einen  und 
nur  einen  und  zwar  positiven  Wert  x,  für  den  y  =  0  wird. 

Im  Falle  a  >  1  nimmt  y  so  lange  ab,  als  x  kleiner  bleibt 
als  derjenige  Wert  x^,  für  den  die  Ableitung  gleich  Null,  d.  h., 
wenn  man  die  Logarithmen  bildet,  für  den  x^\na-\-hi\Ra  =  0 
wird.     Dies  ist  der  Wert 

In  In  a 

^l^"""ln"^' 

Ist  x^  x^,  so  wächst  y.  Für  lim^  =  —  oo  ist  lim?/  =  +  ^^; 
für  hinreichend  großes  x  wird,  wie  wir  in  Nr.  131  (4.  Beisp.) 
zeigen,  a^  >  ^,  also  y'>0.  T)a  y  his  x  =  x^^  abnimmt,  nach- 
her wächst,  so  erreicht  y  für  x  =  x^  den  kleinsten  Wert. 
Wegen  a  =  ^^'^  ist  er  gleich  (1  -|-  In  Ina)  :  Ina.  Es  sind  jetzt 
drei  Fälle  möglich:  Ist  erstens  dieser  kleinste  Wert  negativ, 
so  wird  y  für  zwei  Werte  von  x  gleich  Null,  der  eine  ist 
kleiner  als  x^^  der  andere  größer  als  x^.  Ist  zweitens  dieser 
kleinste  Wert  positiv,  so  bleibt  y  stets  positiv.  Ist  drittens 
dieser  kleinste  Wert  gleich  Null,  so  wird  ^  =  0  nur  für  x  =  x-^. 
In  diesem  Falle  ist  lnlna  =  — 1,  also  \na=l:e  und  a  =  e^•^ 

§  6.    Differentiation  der  Kreisfunktionen. 

51.  Die  goniometrischeu  Funktionen.  Wir  betrachten 
zuerst  die  Funktionen  sin  x  und  cos  x.  Erteilen  wir  der  Ver- 
änderlichen X  den  Zuwachs  z/ic,  so  ist: 

zz  sm ;2;  =  sm  \x  -f-  Ax)  —  sin  o;  =  2  sm  ^    cos  \x  -f  -^ ), 

z/  cos  x  =  cos  (x  -j-  zJx)  —  cos  ic  =  —  2  sin  -^  sin  Ix  -j-  -_-), 
also : 
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.     Jx 

^  .  sin  — — 

z/smic  2  /      ,    J  x\ 


2  /       ,    ^x\ 


Jx 

"2 

.    Jx 

sin  — — 

^cosic  2      .     /      ,   Jx\ 


Ax 


2       .     /       ,    Ax\ 


Nach  Nr.  26   ist   der   Grenzwert  von  sin        :  —      gleich  Eins. 
Also  kommt: 

d  sin  a;  d  cos  ic 


=  cos  X,        — -^ =  —  sm  X. 


dx  ^  dx 

Da  die  Funktionen  i^x  und  ctgic  gleich    den   Quotienten 

sin  X  T      cos  X 

und      -. — 

cos  X  sin  X 

sind,  so  kann  man  ihre  Ableitungen  mittels  der  Regel  für  die 
Differentiation   eines   Bruches   aus   den   Ableitungen   von   sin  x 
und  cos  X  berechnen.     Es  wird: 
d  sin  X         .       d  cos  x 

dtgx  dx  dx  cos''a?-j- si^  ^  1 

dx  cos^rc  cos^aj  cos^a;' 

d  cos  X  d  sin  ic 

,    ,  sin  a;  — ' cos  x  — = .   ,       ,         , 

d  ctg  X  dx  dx  sin^ic -f- cos^a;  1 

dx  sin^ic  sin^ic  sin^o; 

Es  hat  sich  mithin  ergeben: 

Satz  28:   Die  Ableitungen  der  goniometrischen  Funktionen 
sind: 


dsmx 

-~j —  =  cos  rr, 

dx                 ' 

^  cos  a? 

— 3 =  —  sin:r, 

dx                         ^ 

dtgx             1 

d  ctg  X                 1 

dx            cos^x' 

dx                 sin^ic 

Die   rechts   stehenden  Formeln   hätten   wir   auch   aus   den 

links  stehenden  ableiten  können.    Denn  wenn  u  =  \7t  —  x  ist, 

so  folgt  aus  den  Formeln  links  nach  Satz  11  in  Nr.  33: 

d  sin  u  dtsu  1 

--, =  — cosw,  j       = =— • 

dx  '  dx  cos^tt 

Es  ist   aber   sin^i  =  cos:r,   cosw  =  sin^,   tgi*  =  ctg;2;,    so   daß 
sich  in  der  Tat  ergibt: 

d  cos  X  .  d  ctg  X  1 

=  —  sm  rr 


dx  ^  dx  sin^a? ' 

[51 
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52.  Eine  Anwendung.  Verbindet  man  die  vorstehenden 
Regeln  mit  der  Regel  für  die  Differentiation  der  Logarithmen, 
so  erhält  man  unmittelbar  die  Ableitungen  der  Funktionen 

In  sin:r,       In  cos  ^,       In  tg^. 
Es  wird: 

(^Insinic           1      dsinx  cosrc          , 

dx             smo;      dx  s,iux           °     ^ 

dlncoBx 1      dcoBX  sin  a? 

dx             C08;r      dx  cosrr               ^     ' 

diu  ig X           \     digx  1                     2 

dx             igx     dx  tgic  cos^ic        sin  2ic 

Wenn  man  in  der  letzten  Formel  x  durch  u  =  \x  bzw. 
u  =  \x  -\-  ^Tt  ersetzt  und  Satz  11  in  Nr.  33  benutzt,  so  erhält 

man: 

dhiig\x  1  d\nig{^x-\- ^Tt)  1 

dx  sinic'  dx  cos  x 

53.  Die  zyklometrischen  Funktionen.  Sie  sind  nach 
Nr.  12  zu  den  goniometrischen  Funktionen  invers,  so  daß  ihre 
Differentialquotienten  nach  Satz  18,  Nr.  37,  die  reziproken 
Werte  der  Differentialquotienten  der  goniometrischen  Funk- 
tionen sind.     Im  einzelnen  kommt: 

a)  Ist  i/  =  arcsinÄ;,  so  wird  a;  =  sin2/,  also  nach  Nr.  51 
auch  dx:  dy  =  cosy.  Folglich  kommt  dy  :  dx  =  1  :  cosy.  Da 
aber  siny  =  x  ist,  haben  wir  cos y  =  ]/i  —  x^.    Mithin  ergibt  sich 

d  arc  sin  x  1 

^^     ~  yi  —  x^ 

für  jedes  x  im  Intervalle  —  1  <  ä^  <  +  1 .  Das  Vorzeichen 
der  Wurzel  ist  das  von  cos  y,  also  positiv,  wenn  arc  sin  x 
einen  im  Intervalle  von  —  ^-:/r  bis  +  -|-jr  gelegenen  Bogen  be- 
deutet.    (Vgl.  c  in  Nr.  12.) 

b)  Ist  y  =  arc  cosic,  so  wird  x  =  cosy,  also  nach  Nr.  51 
auch  dx  \  dy  =  —  sini/  und  folglich  dy  :  dx  =  —  1  :  sini/,  so 
daß  wegen  cos  y  =  x  kommt : 

d  arc  cos  x 1 

dx        ""       yi—x'*- 
für  —  1  <  ^  <  +  1 .     Das  Vorzeichen  der  Wurzel  ist  das  von 
sin  ?/,  daher  positiv,   wenn  arc  cos  x  einen  im  Intervalle  von  0 
bis  TT  gelegenen  Bogen  bedeutet.     (Vgl.  d  in  Nr.  12.) 
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c)  Aus  y  =  arc  tg x  folgt  x=  igy,  also  dxidy  =  1:  cos^«/, 
d.  h.  dy:dx  =  cos^  ?/•  Da  tg  2/  =  :r  ist,  so  wird  cos^  y=l:(l-\-  x^). 
Also  kommt  für  jedes  x: 

d  arc  igx 1 

Jx    ^  rx^  * 

d)  Aus  y  =  arc  cigx  folgt  x=  ctg  ^/,  also  dx :  dy=—l :  sin^«/, 
d.h.  t^«/  :  fZrr  =  —  sin-y,  woraus  für  jedes  x  hervorgeht: 

d  arc  ctg  x  1 


dx  1  +  ^^ 

Sat^  29:     Für  —  1  <  ^  <  +  1  ist 
d  arc  sin  x  1  d  arc  cos  x 


dx  yi  —  x^'  dx  yi-~x^ 

Das  Vorzeidien  der  ersten  Quadrativurzel  ist  das  gleiche  wie  das 
des  zugehörigen  Kosinus  und  das  Vorzeichen  der  zweiten  das 
gleiche  wie  das  des  zugehörigen  Sinus.     Insbesondere  für 

—  l'Tt  <^  arc  sin  x  <C  -\-  ^  jc] 

wird  die  Quadratwurzel'^  im  Differentialquotienten  von  arc  sin  x 
positiv  und  für 

0  <  arc  cos  x  <C7t 

die  Quadratwurzel  im  Differentialquotienteti  von  arc  cos  x  positiv. 
Außerdem  ist  für  jedes  x: 

d  arc  tg  X  \  d  arc  ctg  x  1 

'dx        ^  r+'x^ '  ^        ^ "~  1  4^P  ' 

Man  möge  beachten,  daß  die  Ableitungen  der  zyklometri- 
schen  Funktionen  ebenso  wie  die  Ableitung  des  Logarithmus 
algebraische  Funktionen  sind.  Es  ist  arc  tg  o;  +  arc  ctg  x  stets 
ein  ungerades  Vielfaches  von  ^7t,  also  konstant,  womit  im 
Einklänge  steht,  daß  arc  tg  r  und  arc  ctg^  entgegengesetzt 
gleiche  Ableitungen  haben.  Vgl.  Satz  7,  Nr.  29.  Auch  be- 
merkt man,  daß  entweder  arc  sin  x  +  arc  cos  x  oder  arc  sin  x 
—  arc  cos  ic  ein  ungerades  Vielfaches  von  \7t  ist,  was  damit 
im  Einklänge  steht,  daß  arc  sin  x  und  arc  cos  x  Ableitungen 
haben,  die  sich  entweder  nur  durch  das  Vorzeichen  oder  über- 
haupt nicht  voneinander  unterscheiden. 
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§  7.  Differentiation  der  unentwickelten  Funktionen. 

54.  Eine  Funktion  definiert  durch  eine  G-leichung. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  zeigen,  wie  man  rein  formal 
die  Differentialquotienten  von  Funktionen  bereclinen  kann,  die 
implizite  (vgl,  Nr.  6),  nämlich  durch  unaufgelöste  Gleichungen, 
gegeben  sind.  Dabei  wollen  wir  die  Frage,  ob  es  wirklich 
solche  Funktionen  gibt  und  ob  sie  wirklich  Ableitungen  haben, 
ganz  beiseite  lassen.  Auf  solche  Fragen  nämlich  werden  wir 
erst  im  dritten  Bande  zurückkommen. 

Es  liege  zunächst  der  Fall  vor,  daß  eine  Funktion  y  von 
einer  unabhängigen  Veränderlichen  x  durch  eine  nicht  nach  y 
aufgelöste  Gleichung  gegeben  sei.  Bringen  wir  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  auf  Null,  so  hat  die  Gleichung  die  Form: 

/•(x,  y)  =  0. 
Nehmen  wir    an,    sie   definiere   in  der  Tat  innerhalb  eines  ge- 
wissen   Intervalles    von   x   die    Veränderliche  y    als    Funktion 
von  Xy  etwa   als   die   Funktion  ^(rr),   so   ist   für  jedes  x  inner- 
halb des  Intervalles 

f{x,v{x))  =  0, 
d.  h.  f{Xj  v{x))  ist  eine   solche  Funktion  von  x,   die  innerhalb 
des  Intervalles  den  konstanten  Wert  Null  und  daher  auch  die 
Ableitung  Null  hat,  nach  Satz  4  in  Nr.  29: 

^  ^  dx  ' 

Nun  aber  ist  fix,  vix))  als  eine  Funktion  zu  betrachten,  die 
aus  den  beiden  Funktionen  x  und  v{x)  zusammengesetzt  ist. 
Dies  tritt  noch  klarer  hervor,  wenn  wir  die  erste  Funktion, 
nämlich  x,  zum  Überfluß  mit  u  bezeichnen,  weil  dann  f{x,  v{x)) 
die  Form  f{u,  v)  hat.  Wir  kommen  dann  dazu,  den  Satz  21 
in  Nr.  41  anzuwenden.  Wenn  die  hei  ihm  angegebenen  Voraus- 
Setzungen  erfüllt  sind,  so  ergibt  die  Formel  des  Satzes  wegen 
(1)  und,  weil  wegen  u  =  x  insbesondere  du  :  dx  =  1  ist: 

du  dv        dx 

oder,  wenn  wir  wieder  u  durch  x  und  v  durch  y  ersetzen: 

w  ^~    Tx     '^     dy     '  dx' 
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Hieraus  folgt:  ofi^.y) 

.ON  ^_ ?^_ 

W  dx  cf{x,y)' 

dy 

Man  kann  durch  genaueres  Eingehen  auf  die  bei  Satz^l 
in  Nr.  41  angegebenen  Voraussetzungen  feststellen^  unter  wel- 
chen Voraussetzungen  die  Formel  (3)  gilt,  die  uns  die  Ab- 
leitung dy  :  dx  der  implizite  gegebenen  Funktion  y  von  x 
liefert.  Jedoch  wollen  wir  hier,  wie  gesagt,  nur  die  formale 
Seite  des  Problems  betrachten  und  deshalb  dies  Ergebnis  (3) 
nicht  als  Satz  formulieren.  Die  Formel  (3)  gibt  uns  eine 
Methode  an,  wie  man  die  Ableitung  der  durch  f{x,  y)  =  0 
definierten  Funktion  y  von  x  praktisch  berechnen  kann,  wenn 
die  Funktion  existiert  und  eine  Ableitung  hat  und  wenn  ferner 
die  in  (3)  mit  f(x,  y)  gemachten  Operationen  erlaubt  sind. 

55.  Beispiele. 

1.  Beispiel'.    Es  sei  gegeben: 

ay  +  h^x^  -  a-h'^  =  0. 
Hier  bedeutet  f(x,  y)  die  links  stehende  Funktion.    Für  sie  ist: 

^^2b'x,       ^  =  2a^y, 
ex  ^        cy  ^^ 

so  daß  die  Formel  (3)  der  vorigen  Nummer  gibt: 

dy h-  X 

dx  er  y 

Die  vorgelegte  Gleichung  ist  bekanntlich  die  einer  Ellipse, 
und  sie  läßt  sich  nach  y  auflösen,  so  daß  wir  das  Ergebnis 
bestätigen  können.     Die  Auflösung  nach  y  gibt  nämlich: 

y  =  -V«'  -  ^S 

woraus  durch  direkte  Differentiation  folgt: 
dy hx 

Da  die  Wurzel  gleich  ay  -.h  ist,  so  erhalten  wir  in  der  Tat 
dieselbe  Formel  wie  oben. 

2.  Beispiel:  Die  Punkte,  deren  Koordinaten  die  Gleichung 

{x^  Jr  yy  -2a\x^  -  y^)  ==0 
erfüllen,   bilden    die    sogenannte   Lemnishate.     Bedeutet   f  die 
liliks  stehende  Funktion,  so  ist 
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y-^  =  4.x ix'  +  y')  -4.a'x,     g  =  Ay  {x'  +  y')  +  4.ahf . 

Nacli  (3)  in  Nr.  54  kommt  also : 

dy x^ -\- y^ — a^     x 

dx  x^ -\- y^ -\- a}     y 

Nur  für  das  Wertepaar  x  =  y-=0,  das  die  gegebene  Gleichung 
erfüllt,  versagt  die  Formel.  Wiederum  kann  man  das  Ergebnis 
verifizieren,  weil  die  gegebene  Gleichung  quadratisch  in  y^  ist 
und  daher  y  als  entwickelte  Funktion  von  x  aus  ihr  berechnet 
werden  kann.  Wir  überlassen  diese  Bestätigung  dem  Leser. 
56.  Zwei  Funktionen  definiert  durch  zwei  G-lei- 
chungen.     Sind  zwei  Gleichungen  in  x,y,3  gegeben: 

f{x,y,0)  =  O,      F{x,y,0)==O, 

so  können  wir  uns  vorstellen,  sie  seien  für  einen  gewissen 
Yariabilitätsbereich  von  x  nach  y  und  ^  auflösbar.  Dann 
sind  y  und  0  gewisse  Funktionen  von  x.  Würden  wir  sie  in 
f(x,y,z)  und  F(x,y,0)  einsetzen,  so  würden  f  und  F  Funk- 
tionen von  x  allein  werden,  aber  für  jedes  x  im  Intervalle 
gleich  Null  sein,  also  auch  ihre  Ableitungen  df :  dx  und 
dF  :  dx.  Andererseits  wären  dann  f(x,y,s)  und  F{x,y,s) 
solche  Funktionen  von  x  allein,  die  aus  x  und  zwei  Funk- 
tionen y  und  z  von  x  zusammengesetzt  sind  wie  in  Satz  22, 
Nr.  42,  wo  die  Funktion  f  aus  den  Funktionen  u,  v,  w,  . . .  von 
X  allein  zusammengesetzt  ist.  Wir  wenden  also  diesen  Satz 
an,  indem  wir  darin  unter  f  eine  Funktion  f  bzw.  F  von  drei 
Funktionen  u,  v,  w  verstehen,  von  denen  u  gleich  x  selbst  ist 
dagegen  v  und  w  die  gedachten  Funktionen  y  und  z  bedeuten 
sollen.  Dann  ist  du  :  dx  =  1  und,  wie  schon  gesagt,  df :  dx 
und  dF :  dx  gleich  Null,  so  daß  kommt: 

(Q^df    ,    df     dy   ,     df     dz 


(1)          ;-^-^y 

^^-  dx  +  dy 

dx  ~  dz     dx' 

dy       dF     dz 
dx        dz     dx 

Hieraus  folgt: 

dfdF       dfdF 
dy       dz  dx        dx  dz 

dfdF       dfdF 
dz       dx  dy        dy  dx 

dx  ~~  dfdF      'dTdF' 
dy  dz        dz  dy 

dx       dfdF       dfdF 
dy  dz        dz  dy 
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Die  Voraussetzungen,  unter  denen  diese  Formeln  gelten,  könnten 
wir  zum  Teil  aus  den  Voraussetzungen  des  benutzten  Satzes  22 
in  Nr.  42  entnehmen.  Wir  wollen  hier  jedoch  wie  in  Nr.  54 
nur  die  rechnerische  Seite  des  Problems  betrachten. 

Wir  fügen  hinzu:  Die  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach 
dy :  dx  und  dz :  dx,  in  denen  sie  ja  linear  sind,  geschieht  am 
bequemsten  mit  Hilfe  von  Determinanten.  Es  empfiehlt  sich 
dabei  eine  Abkürzung:  Es  soll,  wenn  /'  und  F  Funktionen  von 
mehreren  Veränderlichen,  z.  B.  x,  y,  z,  sind,  unter 

\x     y ) 
diejenige   zweireihige   Determinante    verstanden    werden,   deren 
erste  Zeile  aus  den  Ableitungen  von  f  nach  x  und  y  und  deren 
zweite  Zeile  aus  den  Ableitungen  von  F  nach  x  und  y  besteht. 
So  soll  allgemein  sein: 


/•  FX  ^ 

df  df 
dx  dy 

(f^)^ 

df  df 

dy   dz 

(f^\_ 

df  df 

dz  dx 

X    y) 

dFcF 

ex  cy 

\y  ^) 

dFdF 
dy   dz 

'        l.    J  ~ 

dFdF 

dz   dx 

Man  nennt  diese  Ausdrücke  die  Funktiondldeterminanten  von  f 
und  F  hinsichtlich  Xy  y  bzw.  i/,  z  bzw.  z,  x.  Jetzt  ist  die  Auf- 
lösung von  (1)  so  zu  schreiben: 

dy \z    x)         dz        \x   y) 

dx  ~  7fF\  '       ^  ^  J^-^\ 
\y   z)  \y   z) 

57.  Beispiel.     Es   seien  y  und  z  als  Funktionen  von  x 
definiert  durch  die  beiden  Gleichungen: 

00^  -]-  t/  +  s^  =  r^%      ax  +  ßy  -\-  yz  =  p, 

wo  Vy  a,  ß,  y,  p  Konstanten  bedeuten.  Sind  x,  y,  z  rechtwink- 
lige Koordinaten  im  Räume,  so  ist  die  erste  Gleichung  die 
einer  Kugel,  die  zweite  die  einer  Ebene;  beide  zusammen  stellen 
also  den  Kreis  dar,  in  dem  die  Kugel  die  Ebene  schneidet.  Wir 
könnten  hier  y  und  z  wirklich  als  Funktionen  von  x  explizite 
berechnen  und  darauf  ihre  Difi'erentialquotienten  direkt  finden. 
Da  also  Differentialquotienten  wirklich  vorhanden  sind,  finden 
wir  sie  jedoch  nunmehr  bequemer  nach  dem  angegebenen  Ver- 
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fahren.     Dabei  sind  unter  f  und  F  die   Funktionen    zu    ver- 
stehen: 

f  =  x^ -\- y^ -{- z^  —  r^%     F  =  ax -\- ßij  -\- ys  —  p. 
Es  ist  hier: 

cx  '        dy  ^^        dz  ^ 

dx       ^'  dy  ~  ^'         ^dz  ~^' 

Also  haben  die  Funktionaldeterminanten  die  Werte: 

so  daß  kommt: 

dy       ccz  —  yx         dz        ßx  —  ccy 
dx       yy  —  ßz^       dx       yy  —  ßz 

58.   n  Funktionen  definiert  durch  n  Crleichungen. 

Es  seien  n  Gleichungen  in  w  +  1  Veränderlichen  x,  x^,  x^,  . ..  x^ 
gegeben : 

[^    i^Xy     X^y     X2,      •      ■      .      X^)      =      öy 

/2  V.^;  X-^y  X2,  .  ■  .  X^)  =  U, 


fn  {^,  ^i,  ^2}  •  '  '  ^n)  ~  ^^' 

Wir  wollen  voraussetzen,  daß  sie  nach  x-^^^  X2,  . . .  x^  auflösbar 
seien,  so  daß  sie  also  x-^^,  X2,  . ..  x^  implizite  als  Funktionen  von 
X  allein  definieren.  Denken  wir  uns  für  x^,  x^,  . . .  x^^  wirklich 
diese  Funktionen  von  x  in  alle  n  Funktionen  f^  eingesetzt,  so 
wird  jedes  f.  eine  Funktion  von  x  allein.  Aber  jedes  f^  ist 
gleich  Null  für  jeden  Wert  von  x  innerhalb  des  für  x  erlaubten 
Bereiches.  Also  wird  die  Ableitung  df. :  dx  =  0.  Andererseits 
findet  man  diese  Ableitung  wieder  nach  der  in  Satz  22  von 
Nr.  42  angegebenen  Regel,  worin  u,  v,  w,  .  .  .  durch  x,  x^^ 
X2,  .  .  .  x^  zu  ersetzen  sind.  Daher  kommt,  weil  u  =  x,  also 
du  :  dx  =  1  ist,  für  ^  =  1,  2,  .  .  .  n: 

0  ==  ^fi  4-  Ml""^-  +  M  ^3    I    .  .  .  4.  M.^«  . 
dx       dx^  dx        dx^  dx  dx„  dx 

Es  gehen  so  insgesamt  n  Gleichungen  hervor,  die  linear  hin- 
sichtlich 

dXi         dx^  dx^ 

dx  ^       dx  ^  dx 
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sind.  Sie  lassen  sich  mit  Hilfe  von  Determinanten  leicht  auf- 
lösen. Es  soll  wieder  die  in  Nr.  56  benutzte  Bezeichnung  der 
Funktionaldeterminanten  angewandt  werden.     So  bedeute 

'A  /ä  •••/■» 


diejenige  n- reihige  Determinante,   deren  ?'*®  Zeile  aus  den  Ab- 
leitungen von  f.  nach   x^,  x^,  .  .  .x^^  besteht.     Alsdann  kommt: 


(1) 


dx 


(  Af.'--fn  \ 


\^l    ^2   •  •  •  ^J 

So  ist  insbesondere  für  h  =  \: 


(Je  =  1,  2, .  .  .  n). 


dx-^ 
dx 


a/i  df. 

cU 

dh    dt\ 

if. 

dx  dx^ 

^^n 

dx^  dx^ 

dx„\ 

dU    df. 

df. 

df,    dU 

Zf.\ 

dx   dx^ 

dx^    . 

dx^  dx.^ 

dx„ 

! 

! 

dfn  df„ 

dx  dx. 

dx^\ 

Alle  n   Ableitungen    drücken    sich    nach   (1)    als    Brüche    aus, 
deren  Xenner  die  Funktionaldeterminante 


Wi    X.2    .  .  .  xj 


ist,  und  daher  muß  vorausgesetzt  werden,  daß  sie  von  Null 
verschieden  sei.  Im  übrigen  wollen  wir  auch  hier  nicht  näher 
auf  die  Voraussetzungen  eingehen,  unter  denen  die  hier  ge- 
machte Anwendung  des  Satzes  22  von  Nr.  42  statthaft  ist. 
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Drittes  Kapitel. 

Höhere  Differentialquotienten,  partielle  Differential- 
quotienten und  Yollständige  Differentiale. 


§  1.   Höhere  Differentialquotienten  von  Funktionen  einer 
Yeränderlichen. 

59.  Definition  der  n*«»»  Ableitung.  Ist  f{x)  eine  Funk- 
tion von  Xy  die  eine  Ableitung  f{x)  hat,  so  kann  es  sein,  daß 
die  Funktion  f{x)  ebenfalls  eine  Ableitung  bat.  Diese  Ab- 
leitung wird  mit  f"{x)  bezeichnet.  Ebenso  bedeutet  f'\x)  die 
Ableitung  von  f\x),  falls  sie  vorhanden  ist,  usw.  Allgemein 
wird  unter  f^''\x)  die  Ableitung  der  Funktion  f^"-'^^(x)  ver- 
standen, wobei  der  Index  n,  der  zur  Unterscheidung  von  Po- 
tenzen in  Klammern  zu  setzen  ist,  nach  und  nach  die  ganz- 
zahligen positiven  Werte  1,  2,  3, . . .  durchläuft.  Die  Funktion 
/"(")  (x)  wird  auch  die  Ableitung  n*^""  Ordnung  oder  die  n^^  Ab- 
leitung von  fix)  selbst  genannt.  Die  im  vorigen  Kapitel  schlecht- 
weg als  Ableitung  bezeichnete  Funktion  f{x)  ist  also  die  erste 
Ableitung  von  f{x).  Wenn  wir  künftig  von  der  Ableitung 
einer  Funktion  f(x)  sprechen  (also  nicht  von  den  Ableitung^), 
so  ist  damit  immer  diese  erste  Ableitung  gemeint. 

60.  Die  ti*«  Ableitung  als  ti*«"^  Diflferentialquotient. 
Ist  y  =  fix)  eine  gegebene  Funktion  von  x,  so  wollen  wir  in 
dieser  Nummer  mit  df^y  dasjenige  Differential  von  y  bezeichnen, 
das  zu  dem  Zuwachse  dx  =  h  von  x  gehört,  d.  h.  es  soll  dann 
nach  Nr.  32  ^  ^,,  ,^ 

sein.  Dies  Differential  ist  eine  Funktion  von  x  und  von  h. 
Insbesondere  wollen  wir,  da  wir  nachher  der  Veränderlichen  x 
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verschiedene  Zunahmen  geben,  zunächst  x  um  li^  wachsen 
lassen,  so  daß 

(1)  d^y  =  nx)\ 

das  zugehörige  Differential  ist.  Dies  Differential  ist  ebenfalls 
eine  Funktion  von  x.  Dasjenige  Differential  dieser  Funktion, 
das  dem  Zuwachse  Ji^  von  x  entspricht,  geht  durch  Multipli- 
kation ihrer  Ableitung  f" {x)\  mit  \  hervor,  ist  also  gleich 
f"{x)W.  Dies  Differential  heißt  das  Differential  zweiter  Ord- 
nung von  y  seihst;  es  ist  mit  d^^d^jj  zu  bezeichnen: 

(2)  d^d^y  =  r\x)W. 

Dies  Differential  zweiter  Ordnung  ist  wieder  eine  Funktion 
von  x.  Lassen  wir  x  um  \  wachsen,  so  hat  diese  Funktion, 
da  f"(x)hji^  ihre  Ableitung  ist,  das  Differential: 

es  wird  das  Differential  dritter  Ordnung  von  y  selbst  ge- 
genannt, usw. 

Nach  n  solchen  Schritten  geht  das  Differential  n^''  Ord- 
nung von  y  hervor: 

(3)  W_,  ■ . .  d^<h^y  =  ^W (x) \h, . . .  h„_,K. 

Die  rechte  Seite  bleibt  bei  Vertauschungen  von  h^ ,  /«g ,  .  .  .  /i„ 
ungeändert.  Also  ändert  sich  der  Wert  des  Differentials 
^ter  Oi'dnung  nicht,  wenn  man  die  Reihenfolge,  in  der  man  x 
nach  und  nach  die  Zunahmen  Aj,  h^,  ■  -  -  h^  erteilt,  irgendwie 
wählt. 

Sind  insbesondere  alle  n  Zunahmen  7?^,  \,  •  •  •  \  gleich 
groß,  etwa  gleich  dXj  so  brauchen  wir  die  unteren  Indizes 
\y\j .  .  .  h^  nicht  mehr  anzugeben.  Die  Differentiale  dy^  ddy, 
dddy,  . . .  können  wir  alsdann  kürzer  mit  dy^  d^y,  d^y,  . . .  be- 
zeichnen, allgemein  das  n^^""  Ordnung  mit  d"y  (gelesen:  d-n-y)^ 
so  daß  nach  (3): 

(4)  d^'y  =  /"('')  (x)  dx" 

ist,  wo  dx"-  die  ?z*®  Potenz  von  dx  bedeutet  (während  d{x") 
das  Differential   der  n^^^  Potenz   von  x  vorstellen   würde,   vgl. 

Nr.  38).     Aus  (4)  folgt 
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Hiermit  ist  die  n*®  Ableitung  als  ein  Brucli  dargestellt, 
dessen  Zähler  das  Differential  n^^^  Ordnung  von  y  und  dessen 
Nenner  die  n^^  Potenz  des  Differentials  von  x  ist,  also  als 
ein  Differentialquotientj  der  insbesondere  der  Differentialquotient 
n^^  Ordnung  oder  der  n*^  Differentialquotient  von  y  heißt. 
Ziehen  wir  die  Erläuterungen  in  Nr.  32  heran,  so  können  wir 
—  weniger  scharf,  aber  anschaulicher  —  so  sagen:  Das  Diffe- 
rential d'^y  stellt  den  Zuwachs  dar,  den  die  Funktion  d^~'^y 
von  X  haben  würde,  wenn  sie  sich  von  dem  zur  betrachteten 
Stelle  X  gehörigen  Werte  an  weiterhin  beständig  so  ändern 
würde,  wie  sie  es  momentan  tut. 

Die  Darstellung  der  n^^^  Ableitung  durch  den  w*^""  Diffe- 
rentialquotienten wird  sehr  viel  gebraucht.  Nach  (4)  ist  das 
Differential  n*^^  Ordnung  von  y  gleich  der  n*^""  Anleitung  von  y, 
multipliziert  mit  der  n^^'^  Potenz  des  Differentials  von  x. 

61.  Beispiele.  Es  leuchtet  ein,  daß  man  die  höheren 
Differentialquotienten  einer  Funktion  durch  wiederholte  An- 
wendung der  im  vorigen  Kapitel  gefundenen  Differentiations- 
regeln erhält.     Hierzu  einige  Beispiele. 

1.  Beispiel:    Ist  y  =  x^y  so  wird 

~  =  mx^~^,      ~^  =  m(m—l)x"'~''     usw., 
y  =  m  (w  —  1)  .  .  .{m  —  n  -\-  1)  x"^'". 

2.  Beispiel:  Ist  y  =  h).x,  so  wird  dy  :  dx  =  x~^,  daher 
für  ^z  >  1 : 

l2=(-i)"~'i-2-3.--(«-i)^-"- 

3.  Beispiel:  Ist  y  =  a^,  wo  a  eine  positive  Konstante 
bedeutet,  so  wird: 

t = -"»° «'  Z = «^(1"  «)'^  •  •  •  S = «^-  (1"  «)"• 

4.  Beispiel:  Ist  y  =  Bm{x-\-a)  und  a  konstant,  so  wird: 

,-^  =  cos  (x-\-  a)  =  sin  {x-[-  a-]-  \7i) . 

Man  erhält  also  die  Ableitung  von  sin  (x  -f  konst.),  indem  man 
die  Konstante   um    l-jt  vergrößert.     Also   ist  für  jede  positive 
ganze  Zahl  n: 
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^  =  sin(^  +  a  +  ^njt). 

Setzt  man  für  a  Null  oder  ^7t,  so  kommt: 

d"^  sinx  .     /      ,    .        N        rf"  cos  x  /      ,    i        \ 

_^_-  =  sm  (x  +  fw.ir),     ^—     =  cos  (x  +  ^nn). 

62.    Differenzen    höherer    Ordnung.      Der    Zuwachs 

f{oc-{-\)—f(x),  den  die  Funktion  y  =  f{x)  erfährt,  wenn  die 
unabhängige  Veränderliche  x  um  \  wächst,  heißt  Differenz 
erster  Ordnung  von  y  und  werde  mit  z/^  y  bezeichnet.  Sie  ist 
eine  Funktion  von  x,  so  daß  wir  wiederum  die  Differenz  erster 
Ordnung  für  sie  bilden  können,  d.  h.  den  Zuwachs,  den  sie 
erfährt,  wenn  x  um  eine  Größe  Ji.2  zunimmt.  Diese  Differenz 
^f^zlf^^y  heißt  Differenz  ziceiter  Ordnung  von  y.  So  können 
wir  fortfahren  und  eine  Reihe  von  Differenzen  bilden: 

Die  zuletzt  angegebene  heißt  Differenz  n^^"  Ordnung  von  y. 
Aus  der  Definition  der  Differenz  erster  Ordnung 

folgt: 

^*,^».2/  =  [fix  +  h  +  ''2 j  -f{x  +  K)-]  -  [f{x  +  h,)  -  f{x)-\ . 
Da  sich  dieser  Wert  nicht  ändert,  wenn  h^  mit  li^  vertauscht 
wird,  so  folgt  allgemein:  Bei  der  Berechnung  der  Differenz 
^^ter  Ordnung  kann  man,  ohne  ihren  Wert  zu  ändern,  die 
Reihenfolge  zweier  aufeinander  folgender  Zunahmen  li  und 
demnach  überhaupt  die  Reihenfolge  aller  n  Zunahmen  \y  h^y 
■  '  'h^    beliebig    ändern.      Z.  B.    ist    z/;^  z/^  z/^  y    dasselbe    wie 

63.  Neue  Verallgemeinerung  des  Mittelwertsatzes. 

Zwischen  der  Differenz  n^^""  Ordnung  und  der  Ableitung  n^'''^  Ord- 
nung besteht  eine  wichtige  Beziehung,  die  wir  ableiten  wollen. 
Zunächst  können  wir  den  Mittelwertsatz  in  der  in  Nr.  2<S  als 
Satz  3  angegebenen  Form,  da  zJ ^F (x)  =  F (x -]- h)  —  F (x)  ist, 
so  aussprechen: 

Satz  1:  Hat  die  Funktion  F(x)  nebst  ihrer  ersten  Ab- 
leitung F\x)  für  jedes  x  im  Intervalle  von  Xq  bis  Xq  +  h  einen 
bestimmten  endlichen  Wert,  so  gibt  es  einen  von  Null  und  Eins 
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verschiedenen  positiven  echten  Bruch  6  derart,  daß  die  Gleichung 
besteht: 

^,F(x,)  =  hF\x,  +  eh). 

Außerdem  schicken  wir  voraus:    Aus 

folgt,  daß  die  Operationen  des  Bifferenzenbildens  und  des  Dif- 
ferenzierens  hinsichtlich  ihrer  Reihenfolge  vertauschhar  sind. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  die  Funktion  fix)  und 
ihre  Ableitungen  bis  zu  der  von  der  (w— l)*®""  Ordnung  in 
dem  Intervalle  von  ^q  bis  x^^  -\-  \  ^  \  -\-  -  •  •  -\-  h^  der  Forde- 
rung %  in  Nr.  27  genügen.  Alsdann  genügt  die  Differenz 
(>^  —  1)*®^  Ordnung 

^y,  ^»  .   .   .  A.    fix) 

im  Intervalle  von  x^  bis  x^  +  h^  der  Forderung  %,  da  bei 
ihrer  Bildung  x  insgesamt  den  Zuwachs  \ -\- h^  ■{-'■'  -{-  h^_^ 
erhalten  hat.  Wenden  wir  den  Satz  1  statt  auf  F{x)  auf 
diese  Differenz  an,  so  kommt: 

(1)        J,J,       ...J,  fix,)  =  /,,  '^^'>„-^^K-r--^'j(^,±^^A 

da  die  Operationen  des  Differenzenbildens  und  Differenzieren s 
hinsichtlich  ihrer  Reihenfolge  vertauschbar  sind. 

Nunmehr  genügt  die  Differenz  (n  —  2)*^'"  Ordnung  von 
f'i^  +  ^nKX  nämlich 

als  Funktion  von  x  +  dji^  der  Forderung  ^  in  einem  ge- 
wissen Intervalle,  da  bei  ihrer  Bildung  x  insgesamt  um 
\  -\-  \  -\-  •  •  •  -\-  K-2  wächst,  also  die  Größe  x  -f  d^h,^  bis 
^0  +  ^1  H"  ^2  +  '  *  '  +  ^^n-i  +  ^Jh  zunimmt.  Die  Anwendung 
des  Satzes  1    auf  die  Differenz  in  —  2)*^"^  Ordnung  gibt   somit 

_  ^^K-2  •  •   •  ^h^'(^o  +  ^nK  +  Gn-lK-l) 


^K-2  •  •   •  ^ä/'(^0  +   Vh  +  ^n-lK-l). 
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SO  daß  die  Formel  (1)  durch  Einsetzen   dieses  Wertes  in  ihre 
rechte  Seite  gibt: 

J,^^,^_^...^,ßx,)  =  KK_,^,^_,^...j,f'{x,+ej>^+e^_,K_,). 

Analos:  schließen  wir  weiter  und  erhalten  endlich  nach 
n  Anwendungen  des  Satzes  1: 

^,^z?,^_,...z/,/(:s„)=ÄA-i-Ä./-("'(^«+ö„/'„+e„_jVi+-+ö,''i)- 

Da  die   Reihenfolge   der  Differenzenbildungen  beliebig   ist,   so 
folgt  hieraus: 

Satz  2  (Verallgemeinerter  Mitteltvertsatz):  Hat  die 
Funlction  fix)  ebenso  wie  jede  ihrer  Ableitungen  f\x),  . . .  f^^\x) 
bis  zur  n*^"'  Ordnung  im  Intervalle  von  Xq  bis  ^0  +  ^1+  ^^2  + 
•  •  •  +  \  überall  bestimmte  endlicJie  Werte,  so  gibt  es  n  positive 
und  von  Nidl  und  Eins  verschiedene  echte  Brüche  0^^,  62,  .  .  .  6^ 
derart,  daß  die  Formel  gilt: 

^-^,k:—k^  =  ^'"*(^»  +  ^^''1  +  ^^''^  +  •  •  ■  +  ^-'''')- 

Der  Zähler  des  links  stehenden  Bruches  ist  die  Differenz 
^ter  Ordnung  von  f'(x^  und  der  Nenner  das  Produkt  der  n  bei 
der  Bildung  dieser  Differenz  benutzten  Zunahmen  h^,h2,  . . .  h^ 
von  X.  Deshalb  heißt  dieser  Bruch  der  allgemeine  Bifferenzen- 
quotient  n^'''  Ordnung  von  f(x)  an  der  Stelle  Xq.  Wählen  wir 
insbesondere  alle  Zunahmen  h^,  h^,  ...  /i„  gleich  zJx,  so  werden 
wir  ihn  kürzer  so  bezeichnen  können: 

wo  Zlx"'  die  >^*®  Potenz  von  zJx  bedeutet  (während  z/(:r")  einen 
Zuwachs  der  n^^^  Potenz  von  x  vorstellen  würde).    In  der  Formel 

des  Satzes  steht  alsdann  rechts  die  Summe  (ö^+  ög  H \-  d^^zJx, 

worin  d^-\-  d^-l \-  9^   zwischen  0   und  n   liegt,   also   in   der 

Form  nd  darstellbar  ist,  wenn  6  einen  von  Null  und  Eins  ver- 
schiedenen positiven  echten  Bruch  bedeutet.    Wir  haben  jetzt: 

Machen   wir   den   Grenzübergang  für  lim  ^x  =  0,    so   kommt, 
wenn  f^"^(x)  an  der  Stelle  Xq  stetig  ist: 


]im^ß^  =  fi"KXo). 
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Die  Ableitung  n^^^  Ordnung  ergibt  sich  also  als  Grenzwert 
des  Differenzenquotienten  n^""  Ordnung. 

%  2.    Partielle  Differentialquotienten. 

64.  Partielle  Ableitungen.  Es  sei  /(a?,  y)  eine  Funk- 
tion von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y.  Man 
kann,  indem  man  der  Veränderlichen  y  irgend  einen  gestatteten 
bestimmten  Wert  beilegt,  diese  Funktion  als  eine  Funktion  von 
X  allein  betrachten.  Hat  sie  dann  eine  Ableitung,  so  nennt 
man  die  Ableitung  die  partielle  Ableitung  erster  Ordnung  von  f 
hinsichtlich  oder  nach  x  und  bezeichnet  sie  mit  /^  [x,  y).  Man 
kann  sich  aber  auch  denken,  daß  der  Veränderlichen  x  ein 
bestimmter  gestatteter  Wert  beigelegt  sei,  so  daß  dann  f{x,  y) 
als  eine  Funktion  von  y  allein  erscheint.  Hat  sie  als  solche 
eine  Ableitung,  so  heißt  diese  die  partielle  Ableitung  erster 
Ordnung  von  f  hinsichtlich  oder  nach  y,  und  sie  wird  mit 
fy  (^;  y)  bezeichnet.     Die  beiden  Ableitungen 

fx  (^;  y)  ^iid  fy  {x,  y) 
die  man  auch  kurz  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von  /' 
nennt,  sind  ihrerseits  wieder  Funktionen  von  x  und  y.  Genau 
so  wie  bei  f  selbst  können  wir  also  auch  bei  f^  und  fy  von 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  sprechen,  vorausgesetzt, 
daß  es  welche  gibt.  So  kann  f^  zwei  partielle  Ableitungen, 
eine  nach  x  und  eine  nach  y,  haben,  die  so  bezeichnet  werden: 

Lxi^yV)     ^i^d     f,y(x,y); 

ebenso  kann  f  zwei  partielle  Ableitungen,  eine  nach  x  und 
eine  nach  y,  haben,  die  so  bezeichnet  werden: 

fyx{^,y)  ll^d  fyy{X,y). 

Die  so  gebildeten  Ableitungen  heißen  die  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  von  f  selbst.  Da  sie  wiederum  Funktionen 
von  X  und  y  sind,  kann  man  die  Betrachtung  fortsetzen.  So 
gelangt  man  nach  n  Differentiationen  zu  den  partiellen  Ab- 
leitungen n*^^  Ordnung  von  f  selbst^  worunter  eben  die  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  aller  partiellen  Ableitungen 
(fi  —  1)*^^  Ordnung  von  /'  zu  verstehen  sind.  Sie  werden  in 
analoger  Weise  durch  angehängte  Indizes  x  und  y  bezeichnet, 
63,  64] 
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die  angeben,  in  welcher  Reihenfolge  nacheinander  die  partiellen 
Ableitungen  zu  nehmen  sind  oder^  wie  man  auch  sagt,  in 
welcher  Reihenfolge  partiell  nach  x  bzw.  y  zu  differenzieren  ist. 
So  z.B.  bedeutet  fxyxxi^^V)  ^^^^  partielle  Ableitung  vierter 
Ordnung,  die  folgendermaßen  hervorgeht:  Zuerst  wird  f  par- 
tiell nach  X,  das  Ergebnis  partiell  nach  y,  das  neue  Ergebnis 
partiell  nach  x  und  das  so  hervorgehende  schließlich  nochmals 
partiell  nach  x  differenziert. 

Eine  entsprechende  Betrachtung  läßt  sich  bei  Funktionen 
von  mehr  als  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  anstellen. 
Dies  ist  so  einleuchtend,  daß  wir  die  partiellen  Ableitungen 
einer  Funktion  von  n  Veränderlichen  gar  nicht  ausdrücklich 
zu  definieren  brauchen. 

65.  Gleichgültigkeit  der  Reihenfolge  bei  der  Be- 
rechnung partieller  Ableitungen.  Nach  dem  Vorher- 
gehenden hat  eine  Funktion  f{x,  y)  von  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen  zwei  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  f^ 
und  fyj  dagegen  vier  partielle  Ableitungen  zweiter  Ordnung 
fxxy  fxy  ^"d  fyxj  fyyi  folgüch  ückt  vou  dritter  Ordnung  usw.' 
In  Wahrheit  aber  ist  die  Zahl  der  Ableitungen  meistens  ge- 
ringer. Wir  werden  nämlich  beweisen,  daß  die  Reihenfolge 
der  Bildung  der  partiellen  Ableitungen  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen gleichgültig  ist,  d.  h.  daß  f^    dasselbe  wie  fy^  ist. 

Es  möge  dem  x  der  Zuwachs  h  oder  dem  y  der  Zu- 
wachs /i  erteilt  werden.  Das  Zeichen  z/_^.,  vor  eine  Funktion 
von  X  und  y  gesetzt,  soll  den  Zuwachs  angeben,  den  die 
Funktion  erfährt,  wenn  x  um  h  wächst.  Ebenso  soll  Zly^  vor 
die  Funktion  gesetzt,  ihren  Zuwachs  angeben  für  den  Fall, 
daß  y  um  Ä;  wächst.  Es  ist  dann: 
(1)  JJix,  y)  =  f{x  +  h,  y)  -  f{x,  y) , 

folglich: 

^„^«/■(«.  y)  =  [f{^  +  h,y  +  ]c)-  fix,  y  +  i-j] 

-[f{x  +  h,y)-f{x,y)-\. 

Genau  dasselbe  —  nur  in  anderer  Reihenfolge  der  Summanden 
rechts  —  ergibt  sich  für  zJ^ziyf(x,y).  Die  Beihenfolge  der 
sukzessiven  Bildung  von  Differenzen  z/^  und  z/^  ist  hiernach 
ohne  Einfluß  auf  das  schließliche  Ergebnis. 
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Nun  sei  F^x,  y^  eine  Funktion^  die,  als  Funktion  von  x 
aufgefaßt,  im  Intervalle  von  x^  bis  x^  +  li  der  Forderung  % 
in  Nr.  27  genügt.  Alsdann  gibt  der  Mittelvrertsatz,  vrie  wir 
ibn  in  Nr.  63  als  Satz  1  formuliert  haben: 

(2)  ^.F{x„  y,)  =  ÄF,^  {x,  +  eh,  y„) , 

wo  ö  einen  gewissen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Wenn 
andererseits  F^x^y  y)y  als  FunJction  von  y  aufgefaßt,  die  Forde- 
rung %  im  Intervalle  von  y^  bis  y^ -\- Ic  erfüllt,  so  ergibt  sich 
entsprechend: 

(3)  '^yF{x„  «/„)  =  hF^^  {x„  y,  +  »h) , 

wo  ^  einen  gewissen  positiven  echten  Bruch  bedeutet. 

Insbesondere  wollen  wir  die  Formel  (3)  auf  diejenige 
Funktion  F(xQ,y)  anwenden,  die  gleich  ^xfipayV)  i^^-  I^^® 
partielle  Ableitung  nach  y  ist,  wie  (1)  zeigt,  gleich  fy{ocQ-\-h,y) 
—  fyi^o^y)  oder  ^J'y{x^,y),  so  daß  sich  nach  (3)  ergibt: 

(4)  Jy^zijix^,  y,)  =  kzJJy^  (x,,  y,  +  ^k) , 
vorausgesetzt,  daß  zi^fix^^y)  im  Intervalle  von  y^  bis  y^  -\-k 

'die  Forderung  %  erfüllt.  Hiernach  wenden  wir  die  Formel  (2) 
auf  diejenige  Funktion  F{x,  y^  an,  die  gleich  fy^{x,  y^  +  d'h) 
ist,  so  daß  kommt: 

vorausgesetzt,  daß  f  {x,  yQ  -\-  d-h)  die  Forderung  51  im  Inter- 
valle von  Xq  bis  Xq  -\-  h  erfüllt.  Setzen  wir  diesen  Wert  in 
(4)  auf  der  rechten  Seite  ein,  so  folgt: 

(^)  -^"IT'"'^  =  4^0  (^»  +  e*,  j,„  +  *  /.) . 

Hätten  wir  in  der  vorhergehenden  Betrachtung  in  bezug 
auf  X  und  y  die  umgekehrte  Reihenfolge  beobachtet,  so  hätten 
wir  ebenso  erhalten: 

—- ~-Vfc—  =  f.oy.  (^0  •+  Ö  /^  2/0  +  ^  /^  ; 

wo  Ö'  und  xf^  positive  echte  Brüche  bedeuten.  Nach  einer  vor- 
ausgeschickten Bemerkung  hat  die  linke  Seite  dieser  Formel 
denselben  Wert  wie  die  linke  Seite  von  (5),  so  daß  auch 

(6)        /;.,„  K  +  ^'\  %  +  *'^)  =  4-.  K  +  ÖÄ,  y,  +  *fc) 

ist,  vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen  von  x\ 
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4  (^y  Vo  +  ^^)     und     ^,J{x,  y^) 
im  Intervalle  von  Xq  bis   ^Tq  +  h   und  ebenso   die   Funktionen 

im  Intervalle  von  y^  bis  y^  +  ^  die  Forderung  5(  erfüllen. 
Wenn  außerdem  die  Funktionen  f^yiXjy)  und  f,,j.{x,y)  an  der 
Stelle  {Xqj  i/o)  stetig  sind,  so  geht  aus  (6)  beim  Grenzübergange, 
indem  man  h  und  h  immer  näher  bei  Null  wählt,  das  Ergebnis 
hervor:  \  _  /      /  \ 

Die  Voraussetzungen,  unter  denen  diese  Formel  gilt,  sind 
komplizierter  Natur,  und  wir  vereinfachen  ihren  Ausdruck  da- 
durch, daß  wir  sie  etwas  erweitern,  obwohl  es  nicht  nötig 
wäre,  so  daß  wir  das  Ergebnis  aussprechen  dürfen: 

Satz  3:  Hat  die  FimMion  f(x,  y)  an  der  Stelle  {x,  y)  be- 
stimmte endliche  Ableitungen  f^,  f^,  f^y  und  fy^  und  ist  sie  ebenso 
wie  diese  Ableitungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  stetig j  so  hat 
f^,^  an  der  Stelle  denselben   Wert  tvie  fy^. 

Bedeutet  /'  eine  Funktion  von  m  unabhängigen  Veränder- 
lichen ^1,  ^2?  •  •  •  ^7/i>  ^^  ist  dieser  Satz  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  die  Funktion  nebst  den  in  betracht  kommenden 
Ableitungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  {x^,x^j...  x^^  stetig 
ist.  Denn  wenn  wir,  um  eine  höhere  Ableitung  zu  berechnen, 
einmal  von  einer  schon  gefundenen  Ableitung  weiterhin  die 
nach  x^  und  von  dem  Ergebnisse  die  nach  x^.  bilden,  so  werden 
bei  diesen  beiden  Operationen  alle  übrigen  m  —  2  Veränder- 
lichen als  Konstanten  behandelt,  so  daß  eine  Funktion  von 
nur  zwei  Veränderlichen  x^  und  x^  vorliegt.  Die  Reihenfolge 
der  beiden  aufeinander  folgenden  Operationen  ist  daher  nach 
Satz  3  ohne  Einfluß  auf  das  Ergebnis.  Durch  fortwährende 
Vertauschung  zweier  aufeinander  folgender  Operationen  können 
wir  aber  alle  auszuführenden  Operationen  in  eine  beliebige 
Reihenfolge  bringen.     Also: 

Satz  4:  Sobald  die  FunJction  /(^i,  ^oj  •  •  •  ^m)  ^'^^  ^'  ^^^" 
änderlichen  x^j  x^,  .  .  .  x^  nebst  allen  in  betracht  l:ommenden 
Ableitungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  (^i ,  a^g ; . . .  ^„J  stetig  ist, 
bleibt  die  Beihenfolge  der  Operationen,  durch  die  man  irgend 
eine  partielle  Ableitung  der  Funktion  gewimit,  gleichgültig. 
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Die  Funktion  f  hat  m  Ableitungen  erster  Ordnung  und 
allßemein  ,      ,  ^n         .     ,  .x 

1    2  .  •  .  n 

Ableitungen  n^^^  Ordnung,  Inämlich  gerade  so  viele,  als  es 
verschiedene  Kombinationen  ?^*®'■  Klasse  mit  Wiederholung  in 
den  m  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^  gibt.  Hiernach  läßt  sich 
auch  die  Bezeichnung  der  partiellen  Ableitungen  vereinfachen. 
Liegt  nämlich  z.  B.  eine  Funktion  f{x,  y,  z)  von  drei  Veränder- 
lichen X,  xj,  z  vor,  so  möge  irgend  eine  Ableitung  berechnet 
worden  sein,  bei  deren  Bildung  insgesamt  cc-mal  nach  x,  /3-mal 
nach  y  und  y-va^Y  nach  z  abgeleitet  worden  ist,  aber  in  irgend 
welchem  Wechsel  zwischen  x,  y  und  z.  Dasselbe  Ergebnis 
geht  hervor,  wenn  wir  zunächst  c^-mal  nach  x  ableiten,  darauf 
/3-mal  nach  y  und  schließlich  7-mal  nach  z,  so  daß  die  be- 
rechnete Ableitung  mit 

bezeichnet  werden  kann.  Dabei  ist  a  -]-  ß  -\-  y  die  Ordnung 
der  Ableitung. 

66.  Die  partiellen  Ableitungen  als  partielle  Diffe- 
rentialquotienten.  Es  sei  z.  B.  f  eine  Funktion  von  drei 
Veränderlichen  x,  y^  z  mit  den  drei  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  f^,  fy,  /l.     Wir  wollen  nun  mit 

dasjenige  Differential  von  f  bezeichnen,  das  zu  dem  Zuwachs 
dx  =  h  von  X  allein  gehört,  wobei  y  und  z  unverändert  ge- 
lassen werden,  so  daß  nach  Nr.  32 

ist.  Es  heißt  dx  f  das  partielle  Differential  erster  Ordnung  von 
f  hinsichtlich  x.  Analoges  gilt  von  den  partiellen  Differen- 
tialen hinsichtlich  y  und  z. 

Nehmen  wir  an,  daß  /i^,  Ä'^,  l^  die  Zunahmen  von  x,y,z 
seien,  so  sind  also 

(1)       '!-y =/»./;,   t^f-hfy,   of'f=ij, 

die  drei  partiellen  Differentiale  erster  Ordnung  von  f.  Sie 
sind  Funktionen  von  x,  y,  z,  können  also  ihrerseits  partielle 
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Differentiale  erster  Ordnung  haben,  die  hervorgehen,  wenn  wir 
x,y,  z  bzw.  drei  Zunahmen  h^,  \,  l^  vorschreiben.    So  z.  B.  ist 

dasjenige  Differential  der  zweiten  in  (1)  angegebenen  Funk- 
tion, das  hervorgeht,  wenn  dem  2  die  Zunahme  l^  erteilt  wird. 
Es  ist  also 

Nach  der  dritten  Formel  (1)  aber  ist,  wenn  wir  darin  f  durch 
f^  und  l^  durch  ?2  ersetzen: 

(',     ly  —  h  lyz  y 

SO  daß  kommt: 

Infolge  des  Satzes  4  in  Nr.  65  hat  dies  Differential  denselben 
Wert  wie  das  andere: 

S    ^'z     —  h'^iTzy 

Die  partiellen  Differentiale  erster  Ordnung,  die  man  von 
den  partiellen  Differentialen  erster  Ordnung  (1)  von  f  in  dieser 
Weise  bilden  kann,  heißen  die  partiellen  Differentiale  ztveiter 
Ordnung  von  f.  Von  ihnen,  die  ja  wieder  Funktionen  von 
X,  y,  z  sind,  kann  man  abermals  partielle  Differentiale  erster 
Ordnung  bilden,  indem  man  je  einer  der  Veränderlichen  a:,  y,  z 
eine  Zunahme  \  bzw.  Ag  bzw.  l^  erteilt,  wodurch  man  zu  den 
partiellen  Differentialen  dritter  Ordnung  von  f  gelangt,  usw. 

Ein  bestimmtes  partielles  Differential  w*®^  Ordnung  von  /' 
entsteht  also,  wenn  man  in  bestimmter  Reihenfolge  dem  x 
etwa  die  a  Zunahmen  h^j  \,  •  -  -  \,,  dem  y  die  ß  Zunahmen 
\,  Ic^y  .  .  .ha  und  dem  z  die  y  Zunahmen  l^,  l^,  .  .  .1^  erteilt, 
wobei  a  •}-  ß  -\-  y  =  n  sein  soll.  In  welcher  Reihenfolge  man 
auch  vorgehen  mag,  immer  nimmt  dies  Differential  den 
Wert   an: 

Wählt  man  alle  Zunahmen  \,  h^,  •  •  •  /^„  des  x  gleich  dx, 
alle  Zunahmen  \,1^^, ,.,  h^  des  y  gleich  cy  und  alle  Zunahmen 
?i,  I2,  "ly  des  z  gleich  dz,  so  können  wir  das  partielle  Diffe- 
rential n^^^  Ordnung  kürzer  so  bezeichnen: 

7*  [oe 


100  Kap.  III.    Höhere  Differentialquotienten  usw. 

wo  a  -f  /5  -f  7  =  >^  ist,  und  es  hat  den  Wert: 

Hier  bedeuten  dx"^ ,  dy^ ,  cz^  Potenzen  von  dXy  dy  und  ds^ 
während  links  keine  Potenz  steht.     Es  folgt: 

f       _  ^^v^L 

wo  n  =  a  -\-  ß  -\-  y  ist.  Aber  rechts  brauchen  im  Zähler  die 
Indizes  x",  y^ ,  z"^  gar  nicht  angegeben  zu  werden,  da  der 
Nenner  ja  deutlich  zeigt,  daß  das  Differential  a-mal  hinsicht- 
lich Xy  /3-nial  hinsichtlich  y  und  7-mal  hinsichtlich  s  zu  bilden 
ist.     Man  schreibt  daher  einfacher: 

Dies  ist  eine  für  die  partiellen  Ableitungen  sehr  gebräuch- 
liche Schreibweise;  sie  sind  hier  als  Quotienten  von  partiellen 
Differentialen,  als  sogenannte  partielle  Differentialquotienten  von 
der  Ordnung  a  -\-  ß  -\-  y^  dargestellt.     Aus  (2)  folgt: 

d<^^^-^yf  =  f,a,j^i,ydx-dynsy, 

d.  h.  das  partielle  Biffere^itial  {a.-\-ß-\-  yj^''  Ordnung  von  f{x,  y,  z) 
ist  gleich  der  entsprechenden  («  +  /3  -f-  yY^"  partiellen  Ableitung 
von  fy  multipliziert  mit  den  zugehörigen  Potenzen  der  Differen- 
tiale dx,  dy,  dz. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  daß  Entsprechendes 
gilt,  wenn  die  Funktion  /'  nicht  gerade  von  drei  unabhängigen 
Veränderlichen  abhängt.  Wir  erwähnen  noch,  daß,  wenn  f 
eine  Funktion  von  nur  einer  Veränderlichen  ist,  statt  des  Zei- 
chens d  das  Zeichen  d  benutzt  wird,  —  wie  es  ja  im  vorigen 
Kapitel  geschah,  —  und  daß  man  dann  statt  von  partiellen 
von  gewöhnlichen  Differentialen  und  Differentialquotienten  spricht. 

67.  Partielle  Dififerentialquotieuteu  als  Grenzwerte 
von  partiellen  Bifferenzenquotienten.  Wenn  wir  wieder 
der  Einfachheit  halber  unter  f  eine  Funktion  von  nur  drei 
Veränderlichen  x,  y,  z  verstehen,  so  nennen  wir  partielle  Dif- 
ferenzen erster  Ordnung  der  Funktion  f  diejenigen  Zunahmen, 
66,  67] 
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die  sie  erfährt,  sobald  nur  x  oder  nur  xj  oder  nur  z  um  eine 
gewisse  Größe  li^  bzw.  Ä"^  bzw.  l^  wächst,  und  wir  bezeichnen 
sie  analog  wie  die  partiellen  Differentiale.  So  z.  B.  ist  die 
auf  die  Zunahme  h^  von  x  bezügliche  partielle  Differenz  diese: 

Da  die  partiellen  Differenzen  erster  Ordnung  von  /'  wieder 
Funktionen  von  XyijyS  sind,  können  wir  von  ihnen  abermals 
partielle  Differenzen  bilden,  usw.  So  geht  eine  partielle  Diffe- 
renz n^^''  Ordnung  von  f  hervor,  wenn  wir  insgesamt  dem  x 
nach  und  nach  a  Zunahmen  h^,  \,  •  ■  •  li^y  ^®™  V  insgesamt 
ß  Zunahmen  \,  A'g,  .  .  .  A'^  und  dem  z  insgesamt  y  Zunahmen 
l^jl^,  ..  .1  erteilt  haben,  vorausgesetzt,  daß  a  -{-  ß  -{-  y  =  n  ist. 
Dabei  ist  nach  Nr.  62  und  nach  einer  Bemerkung  in  Nr.  65 
die  Reihenfolge  der  a  -\-  ß  -\-  y  Operationen  ohne  Belang  für 
das  Ergebnis. 

Durch  Betrachtungen  wie  in  Nr.  63  und  65  findet  man 
mit  Hilfe  des  Mittelwertsatzes  eine  solche  Darstellung  dieser 
partiellen  Differenz  n^^""  Ordnung: 

•W=>'(*+^i''.+---+öA,  f/+»A+---+»,-<J',i,  --+'/.«! +■••+'/,',), 

WO  die  6,  d-  und  rj  positive  echte  Brüche  sind.  Vorausgesetzt 
ist  dabei,  daß  die  Funktion  /'  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur 

Ordnung  a-^ß-^y  in  den  Intervallen  von  x  bis  x-{-h^-\ \-h^, 

von  1/  bis  y  -\-  l\  -\-  •'--{-  Ic^  und  von  z  bis  ^  +  /j  +  •  •  •  -f  ?., 
bestimmte  endliche  Werte  habe.  Durch  Division  mit  dem 
Produkte  aller  Zunahmen  Ji,  k  und  l  von  Xy  y  und  z  geht  ein 
partieller  Differenzenqiwtient  («  +  /3  -{-  yy^""  Ordnung  hervor: 

AÄ,)  ßa)  ßy)  ßs)  ßi)  ßvK 

X  ^x      "y  *^j/  z  ""r      ' 

fx->/A^+^ih  +  -'-  +  VK,  i/  +  ^iA'i  +  ---  +  V>  ^■+Vih+---+Vyi,)' 

Wählen  wir  alle  Zunahmen  \,  .  .  .  h^  von  x  gleich  zJx, 
alle  Zunahmen  Jc^,...Jc..  von  y  gleich  zJy  und  alle  Zunahmen 
?!,... Zy  von  z  gleich  z/z,  so  können  wir  dies  Ergebnis  kürzer 
schreiben.  Es  ist  dann  z.  B.  die  Summe  Ö^/^i  +  •  •  +  OJi^ 
zwischen  Null  und  a^x  gelegen,  so  daß  als  Formel  für  den 
partiellen  Differenzenquotienten  diese  hervorgeht: 

[67 


102  Kap.  in.    Höhere  Differentialquotienten  usw. 

wo  ö,  ^,  Ti  positive  echte  Brüche  sind.  Ist  die  (a  -}-  ß  -\-  /)*® 
Ableitung  von  /"insbesondere  an  der  betrachteten  Stelle  {x,y,3) 
stetig,  so  ergibt  der  Grenzübergang  für  liniz/a;  =  0,  limz/?/  =  0, 
lim  z/^  =  0,  daß  der  Grenzivert  des  Differensenquotiewlen  gleich 
dem  entsprechenden  Differentialquotienten  ist. 

Dasselbe  ergibt  sich  natürlich  für  Funktionen  f,  die  nicht 
gerade  von  drei  Veränderlichen  abhängen. 


§  3.    Differentiation  der  zusammengesetzten  Funktionen. 

68.  Höhere  Differentialquotienten  zusammenge- 
setzter Funktionen  einer  Veränderlichen.  In  diesem 
Paragraphen  wollen  wir  ein  für  allemal  voraussetzen,  daß  alle 
vorkommenden  Funktionen  für  die  gerade  betrachteten  Werte 
ihrer  Veränderlichen  die  folgende  Forderung  erfüllen: 

Forderung  33:  Die  FunMionen  und  alle  ihre  Ableitungen, 
soweit  sie  vorhommen,  sind  in  der  Umgebung  der  betrachteten 
Wertsysteme  stetig. 

Es  sei  nun 

y  =  f{u,  Vj  w,  . . .) 

eine  Funktion  der  Größen  ?(,  v,w,  . . .,  die  ihrerseits  Funktionen 
einer  einzigen  A^eränderlichen  x  seien,  so  daß  y  ebenfalls  eine 
Funktion  von  x  ist.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  ihre  Diffe- 
rentialquotienten zu  berechnen.  Wie  in  Nr.  32  bezeichnen  wir 
die  ersten  Differentialquotienten  von  u,  v,  tv,  ...  kurz  mit 
u\  Vj  w',  .  .  ..  Ebenso  sollen  «",  r",  tv[',  .  .  .  ihre  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten bedeuten,  usw.  Es  sind  dies  gewöhnliche  Diffe- 
rentialquotienten (vgl.  Nr.  66).    Nach  Satz  22  in  Nr.  42  kommt: 

y  =  w-u  -\-  ,Av  +  --    'iv  -f  •  •  • . 

Jedes  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  ein  Produkt  von  zwei 
Faktoren,  gibt  also  bei  nochmaliger  Differentiation  nach  der 
Produktregel  zwei  Summanden.  Ordnen  wir  die  ersten  Sum- 
manden in  der  oberen  und  die  zweiten  in  der  unteren  Zeile  zu- 
sammen, so  kommt: 
67,68] 
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''   lcf\       .  ,     d  (df\       ,  ,     d  (df\ 

^    du  er  oic 
oder  kürzer: 

i  df  df              df 

(y\                    M  dx  '    dx'               dx 

Wenden  wir  den  Satz  22  in  Nr.  42  auf  f^,  t\,  f\,  ...  an,  so 
ergibt  sich  einzeln: 

^i =/•„„"'+/:,.'•'+ /;,„.«•'+•••, 
£  =  /;„«'+/;,^''+ /;.«''+••■• 

df  ,  ,  , 

dx  =  /'-«**  +  f"'"  +  ^»«■''''  +  •  ■  • 
usw.,   so   daß  das   Einsetzen  dieser  Werte   in  1 1)   liefert,   weil 
fu.'^f.u  "sw.  ist: 

/'=/„„«'  +  2/;„«V+/-„t;'H2/-„„,«,'«(;'+2/;,, /«•'+/;„,  «•'■+••• 

+  /•„«"+/■.""  +  /■»«'•■"+•••• 

Auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  durch  fortgesetzte  Diffe- 
rentiation die  höheren  Ableitungen  ?/",  if^'  usw. 

69.  Ein  spezieller  Fall.  Es  sei  /"  eine  Funktion,  die 
aus  o:  und  einer  Funktion  v  von  x  zusammengesetzt  ist,  so 
daß  f{Xy  v)  eine  Funktion  ,von  x  allein  ist.  In  diesem  Falle 
gibt  die  einmalio-e  Differentiation: 

dx      -  '-  ^  f^^  ^ 
da  X  nach  x  differenziert  Eins   gibt.     Jetzt   steht  rechts   eine 
Funktion  von  x,  v  und  v\     Nach  der  allgemeinen  Formel: 

dF{x,v,v')  ^jp^-pd^ij^^ 
dx  ^-^"^  ^dx  "^      ^'af.r 

differenziert,  liefert  sie  also: 
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Jetzt  stellt  rechts  eine  Funktion  von  x^  Vy  v\  v'\  Nach  der 
allgemeinen  Formel 

dx  '  ^- "^      "dx'^      '^'  dx^      ^"  dx 

differenziert,   gibt  sie  ferner: 

Dasselbe  Verfahren  liefert  Schritt  für  Schritt  die  höheren  Dif- 
ferentialquotienten der  Funktion  f(x,  v). 

70.    Funktionen  von  ganzen  linearen  Funktionen 

von  X.  Wenn  u,  v,  tv,  .  .  .  gan^e  lineare  Funktionen  von  x^ 
d.  h.  ganze  rationale  Funktionen  ersten  Grades  (vgl.  Nr.  6)  sind, 
also  die  Form  haben: 

u  =  a^x  -\-  \y     V  =  a.2X  -\r  h^,     w  =  ci^x  -\-  \y    t .  . , 

wo  die  a  und  h  konstant  sind,  so  ist  ^*'==a^,  v  =  a^,  ii)'=a.^,  ..., 
ferner  u"=  v"=  w"=  •••  =  0,  so  daß  die  Formel  (2)  der  vor- 
letzten Nummer  gibt: 

• d^' =^  f--^^'  +   ^/"-^1^2   +  f..< 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  können  wir  auch  durch  fol- 
gendes mechanische  Verfahren  gewinnen,  wie  man  sofort  sieht: 
Wir  berechnen  das  Quadrat  von  fudi  +  f^a^  +  f^^a^^'-' 
und  ersetzen  alsdann  in  den  hervorgehenden  Summanden  die 
Produkte 

I ui u}     fuicJ     Tvlvy     TuTw^     TvTwJ     Tw/wf   •  •  • 
durch  die  zweiten  partiellen  Ableitungen: 

I  uuy     I  upf     / p ö '      I  uw7     low)     I  ivwy    '  '  ' • 
Durch    ein    ähnliches    Verfahren    können    wir    auch    die 
höheren  Ableitungen  von  f{UyV,iv,..)  gewinnen,  nämlich  die 
w*®,  indeni  wir  zunächst  die  n^^  Potenz 

i/;«i+/;«2+/;„«3 +  •■•)" 
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ausrechnen  und  darauf  in  jedem  Gliede  das  darin  auftretende 
Produkt  von  der  Form 

füf^fi  ■ .  ■ 

durch  die  entsprechende  höhere  Ableitung 

/*«« ..^ wy-..     oder     -    ^     .       — 
du  dP  die'  •  •  • 

ersetzen.    Da  dies  im  Falle  n  =  2  schon  bewiesen  ist,  können 

wir   es   allgemein   so   beweisen:    Wir  nehmen   an^    daß   es   für 

irgend   ein  n   richtig   sei,   und   zeigen,   daß   es   dann   auch   für 

den  nächstfolgenden  Wert  n  -\-  1  stimmt. 

Es  möge  ausgerechnet  die  Summe  hervorgehen: 

(1)        (/>1  T-  /;«2  +  /lc«3  H y  =  2cfufcfl  .  .  .  «1  «2  «3  .  .  ., 

wobei  c  den  Koeffizienten  eines  allgemeinen  Gliedes  bedeute, 
so  daß  nach  Annahme: 

(2)       ,      £f  =  ^ff„...„.....«r«f»L.. 

wird.  Nun  ist  nach  Satz  22  in  Nr.  42  der  Differentialquotient  von 
gleich : 

so  daß  aus  (2)  durch  Differentiation  folgt: 

rn  +  1  /. 

Dieser  Ausdruck  aber  geht  aus 

^cifl'^^  fv  fi  .  •  .  (h  +  tUfc'^^fi  .  .  .  02  +  . .  •)  alaial .  .  . 

dadurch  hervor,  daß  man  nach  dem  obigen  Verfahren  jedes 
Produkt  von  Ableitungen  erster  Ordnung  durch  die  entspre- 
chende Ableitung  höherer  Ordnung  ersetzt.  Der  letzte  Aus- 
druck ist  nun  gleich 

^cfuf^fL . . .  (h.(4di . . .  (/;,ai  +  f,a^  +  /;,«3  +  •  •  •) 

oder  nach  (1)  gleich  der  6^  +  1)*^"  Potenz  von  f,^a^+f,a^ 
+  /jy^g  +  •  •  •.     Hiermit  ist  der  Beweis  beendet. 

Satz  0:  Ist  f  eine  Funktion  von  ganzen  linearen  Fmiktimien 
u  =  a^x  +  ?>i ,     V  =  a^x  +  \,     iv  =  a.^x  +  ^3 ?  •  •  • 
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von  X,  so  kann  man  die  allgemeine  Formel  für  die  n^'  Ableitung 
von  f  nach  x  so  finden:    3fan  herechnet  die  n^*^  Polens  von 

und  ersetz  alsdann  jedes  darin  vorkommende  Produkt 

fufvfw  ...  (a  +  ß-\-y-i =n) 

von  Ableitungen  erster  Ordnung  durch  die  entsprechende  Ableitung 
f^ter  Ordnung: 

du^cv^div^ ' . . 

71.  Dififereutiation  eines  Produktes  von  Funktionen 

von  X,  Zunächst  bedeute  y  ein  Produkt  von  drei  Faktoren 
Uj  V,  w,  die  ihrerseits  Funktionen  von  x  sein  sollen.  Um  den 
^ten  Difperentialquotienten  dieser  Funktion  y  von  x  zu  be- 
rechnen^ benutzen  wir  abermals  einige  Analogien^  nämlich 
solche^  die  zwischen  den  Potenzen  von  Summen  und  den 
Differentialquotienten  von  Produkten  bestehen. 

Die  erste  Potenz  der  Summe  it  -\-  v  -\-  iv  kann  so  ge- 
schrieben werden: 

(1)  {u  -t  V  +  wf  =  u^v'^fi^  -f-  n^•l^(;0  +  uH^^tv\ 

da  ja  u^  =  v^  =  tv^  =  1  ist.  Andererseits  ist  der  erste  Diffe- 
rentialquotient des  Produktes  nach  Nr.  35: 

(uvtvy  =  II  VW  -\-  uvtr  -f  iivtv  . 

Wenn  wir  allgemein  mit  ti^^''^  den  n^^^  Differentialquotienten 
von  u  bezeichnen,  so  ist  es  sinngemäß,  unter  i*W  die  gar 
nicht  differenzierte  Funktion  u  zu  verstehen,  d.  h.  die  Funk- 
tion u  selbst.  Alsdann  kann  die  letzte  Formel  so  geschrieben 
werden: 

(2)  (uviv)'  =  wV(O)^t'^o)  _^  ,^^(o)^',^^;(0)  _^  ^(0)^.(0)^^'^ 

wodurch  ihre  völlige  Analogie  mit  der  Formel  (1)  hervortritt. 
Nun  findet  man  die  zweite  Potenz  der  Summe  u-\-v  -^  tv; 
indem  man  rechts  in  (1)  jedes  Glied  mit  u  +  v-\-iv  multipliziert. 
So  gehen  aus  dem  ersten  Gliede  rechts  die  Glieder  hervor: 

(3)  u-v'^iv''  -f  u'-vUi-^  +  u^v^'w'^. 

Andererseits  findet  man  den  zweiten  Differentialquotienten 
des  Produktes  uvWy  indem  man  rechts  in  (2)  jedes  Glied 
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differenziert.  So  gehen  aus  dem  ersten  Giiede  rechts  nach 
Nr.  35  die  Glieder  hervor: 

(4)  wV)w;W  +  i^'vw^''^  +  iiv^w,    ■ 

die  den  Gliedern  (3)  analog  sind.  Dieselbe  Analogie  gilt  bei 
den  übrigen  Gliedern.  Während  man  bei  der  Berechnung  der 
zweiten,  dritten  usw.  Potenz  der  Summe  u  -j-v  -{-tv  jedes  schon 
erhaltene  Glied  immer  wieder  mit  u  -f-  v  +  u'  multiplizieren 
muß,  wodurch  je  drei  Glieder  hervorgehen,  muß  man  bei  der 
Berechnung  des  zweiten,  dritten  usw.  Differentialquotienten  des 
Produktes  iiviv  jedes  schon  erhaltene  Glied  immer  noch  ein- 
mal differenzieren,  wodurch  ebenfalls  je  drei  Glieder  hervor- 
gehen.    Die  oben  hemerlie  Analogie  gilt  alsdann  stets. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  diese  Analogie 
sei  schon  bis  zur  )i^^^  Potenz  der  Summe  bzw.  bis  zum  w**^ 
Differentialquotienten  des   Produktes   festgestellt.     Es   sei  also 

(5)  u'^V'^iv^,     wo  a  -{-  ß  ■{-  y  =  n  ist, 

ein  Glied  der  Entwicklung  von  (u  -f  v  -\-  iv)"-  und  an^ohg 

(6)  ?/(«)t^(/*)w7(>') 

das  entsprechende  Glied  des  w*®^  Differentialquotienten  von  uvu\ 
Wenn  wir  nun  das  Produkt  (5)  mit  u  -|-  ^'  +  u'  multiplizieren, 
so  kommt: 

i(" + 1 1;.^  wy  +  w«  v^ + 1  fvy  +  u"  v'*  tvy + ^ . 

Wenn  wir  andererseits  das  Glied  (6)  noch  einmal  differenzieren, 
so  kommt  nach  Nr.  35: 

.^(«  +  i)t-W^^.(>')  -^  |^(«)t^^+l)^6•()')  -f-  ?((«)t7C*)M^(>'+i), 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist,  weil  die  Analogie  immer 
noch  besteht. 

Es  leuchtet  ein,  daß  dieselbe  Analogie  für  die  n^^  Potenz 
einer  Summe  u^  +  '<2  ~l~  '  '  "  +  ^m  ^^^  ^^'  Summanden  und  für 
den  n^^  Differentialquotienten  eines  Produktes  n^u.2.-.u„^  von 
7)i  Faktoren  ganz  ebenso  zu  beweisen  ist.     Mithin  folgt: 

Satz  6:  Die  Fwniel  für  de^i  w'*"  Differentialqiwtienten 
eines  Frodiiktes  von  m  Funktionen  u^,  u^, . .  .  w„^  von  x  kann 
aus  der  Formel  für  die  n^^  Potenz  der  Summe  u^  -{-  u^  -\-  •  -  - 
-j-  u^  so  gewonnen  iverden:  3fan  rechnet  die  n*^  Potenz  voll- 
ständig aus,  tvodurch  eine  Summe  hervorgeht.    In  dieser  Summe 
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ersetzt  man  jede  Potenz  ?^>'  durch  denjenigen  Bifferentialquotienten 
ii.^"\  dessen  Index  derselbe  ist  Fehlt  in  einem  Gliede  der  FM- 
tvicMung  der  w'*^'  Potenz  eine  Funktion  u.,  so  ist  jedoch  vor  dem. 
Ersetzen  der  Faktor  uP,  der  gleich  Eins  ist,  hinzuzufügen.  Als- 
dann ist  unter  tt/^)  die  Funktion  u.  selbst  zu  verstehen. 
So  folgt  z.  B.  aus  dem  binomischen  Satze 

(■u  -f  vY  =  u''  -f  Y«t"~'^  +  ''^'l^^^W'-H^-] +  v'% 

wofür  man  zunächst  zu  schreiben  hat: 

(u  +  vy  =  u^'v''  +  yu"-'^v^  +  --f  ~  ^^'U"--v'-  H +  uH'\ 

sofort: 

dx^  '1  '1-2  '  ' 

72.  Höhere  partielle  Dififerentialquotienten  von 
zusammengesetzten  Funktionen.  Es  sei  /  eine  Funktion 
von  u,  Vy  iv,  .  .  .,  die  ihrerseits  nicht,  wie  in  Nr.  68,  von  nur 
einer  Veränderlichen,  sondern  von  n  Veränderlichen  ^^^  X2,  •  ..x^ 
abhängen.  Alsdann  ist  /'  eine  zusammengesetzte  Funktion  der 
n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  X2,  .  .  .  x^.  Will  man  ihre 
partiellen  Ableitungen 

berechnen,  so  hat  man  alle  Veränderlichen  x^,  x^,  . . .  x^^  außer 
je  einer  wie  Konstanten  zu  behandeln.  Nach  Satz  22  in  Nr.  42 
ist  also: 

Diese  ersten  partiellen  Ableitungen  von  /"  sind  wieder  zu- 
sammengesetzte Funktionen  von  x^,  x^, . . .  x^^.  Sie  sind  näm- 
lich zusammengesetzt  aus  w,  y,  iv,  . ..  und  den  ersten  partiellen 

Ableitungen  von  ?i,  v,  w, Die  partiellen  Ableitungen  Zfveiter 

Ordnung  von  /'  nach  x^,  x^,. . .  ^*„  sind  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  von  diesen  Funktionen  (1).    Also  sind  sie  nach 
derselben  Methode  zu  berechnen.    So  z.  B.  ergibt  sich  aus  (1) 
durch  partielle  Differentiation  nach  x^.: 
71,  72] 
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dx^dXf^       dXf.  ex.       dXf,  dx.       dxj^  cx^ 

'^  '""dx.dxj,  '^  '"'dx.dXf^  '^  ''"  dx.dx^^  "^         ' 
und  hierin  sind  die  Werte  einzutragen: 

£A  =  /'       _^_"    _(_  /*       ^    4-  f       ^^     I 

aa;^.       '"«  a^r^  "*"  '"»  ^a;^.  "^  '"'^  a.T^.  "^  "  '  *  ^ 
Ifi  =  f     ^     '    f     ?^^    '    f     ^^'    I    ■  ■ 

?Ii£  =  f       ^  4-  f        ^     ^     f       fJ£_L 

€  Xj,.       '  «^ "  a  x^.  "•    ' '^' ''  a  Xf.  "^  '  "•  "-•  ^  a;^.        "  *  * ' 


Es  ergibt  sich  so,  weil  fpu^fuv  ^^^-  ^^^ 

d^f  r     du   du        j.     /cu    cv    ,  du   dv 


'    ö^t     r     cu   du        j.     /  cu    cv    ,    cu   dv\ 

dx.dx^  ~  '""  ä^.  ^.  '"'  [Fx,-  die,,  "^  dx\  Jx.) 

r.     dv    dv        j.     /du  cw        du  dw\ 
~^  '^^dx'.dXf.'^  '^^  [Wx.  dx,,  "^  dx,^  dx.) 

,    r     / dv  dw        dv  dw\       ^ 


(2)  ^  I  ^  /^^  ^^"  I  dv   dw\    ,  ^   ^w  ^M? 


f   a^^   ,  f      d^v  ^      d^w 

"^  ' "  dx.dx',,  "^  ' "  'd~x~dx',.  "*"  ' «'  aa;. aa;^.  "^    ' 

In  entsprechender  Weise  ergeben  sich  die  höheren  par- 
tiellen Ableitungen  von  /'  nach  x^,  X2,  . .  .  x^. 

Beispiel:  Es  sei  /'  eine  Funktion  der  rechtwinkligen 
Punktkoordinaten  Xj  y,  die  ihrerseits  durch  die  Polarkoardi- 
naten  q,  a  ausgedrückt  seien: 

X  =  Q  cos  G3 ,     ^  =  p  sin  OJ  . 

Alsdann  ist  /  eine  zusammengesetzte  Funktion  von  q  und  co. 
Hier  spielen  x,  y  die  Rolle  der  u^v^iVj...  und  q,  (o  die  der 
iCj ,  3^2 ,  .  .  .  ^„ .     Es  kommt  also : 

df  ?Sf 

^  =  /;  COS  ca  +  /;  sin  Co ,       ^  =  "  fxQ  sin  «  +  fy9  cos  « ; 

ä^  =  (/xx  cos  CO  -f  /;,y  sin  w)  cos  co  +  (/;^  cos  «  +  /;^  sin  w)  sin  o 
=  /xzC<>s2ü9  +  2/;^y  sin»  cos  CO  +/"^y  sin^cj, 
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J^  =  (/'xaCOsw+/'a,j,sinw)(-9sinw)  +  (/;.^cosw+/;^sin(ö)()cosca 

—  f^  sin  CO  +  /'^  cos  G3 

=  ~  faxQ ^i^ w cosca  +  f^^^Q (cos^ ca  — sin^ w)  +  f.^yQsin co cosco 

—  f^  sin  (o  +  /'  cos  CO , 

g^2  =  (-  /^.:(>  Sin  w  +  /;^,^()  cos  cd)  (-  Q  sin  co) 

+  (~fxyQ  sin«  +  /',/,/(>  cosco)  9  cosco— /"^  9  cos  co—/'^()  sin  co 
=  /L.T(>^sin2  CO  -  2/;^92gijj^^  (3Qgf^  +  /;,^^()2  COSTCO 

—  /;.()  cosco -/>  sin (0. 

73.    Funktionen  von  ganzen  linearen  Funktionen 
von   mehreren  Veränderlichen.     Wenn  /   wie  in  Nr.  72 

gegeben   ist,   aber  u,  v,  iv,  .  .  .  ganze  lineare  Funktionen    von 
x^,  0C2,  ...  rr^  sind,  also  die  Form  haben: 

V  =  (Xgi^j  +  C?22'^"2  ~i"  *  '  *  4~  ^hn^n  "^  ^2  7 

fi;  =  «gi^t-i  -h  «32072  H +  a.^^x„  +  c?, , 


sson< 

du 

äe] 

re 

^v 

aw; 

dx, 

^^^ 

«n-, 

8.;, 

«2i, 

a^, 

«3,,    .  .  , 

du 

9» 

dw 

dx\ 

^^^ 

ö^iA-> 

2*; 

^^^ 

<»2l-7 

cx^ 

^^^ 

f^^kl    '  •  • 

während  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  u^  v, 
w,  .  .  .  gleich  Null  sind.  Dementsprechend  vereinfacht  sich  die 
Formel  (2)  der  vorigen  Nummer.  Man  erkennt,  daß  ihre 
rechte  Seite  formal  so  gewonnen  werden  kann:  Man  rechnet 
das  Produkt 

(/>li  +  />2i  +  /;%/  +  •  •  •)  (/>U.  +  fAk  +  fw<^Zk  +  '") 

aus  und  ersetzt  alsdann  die  vorkommenden  Produkte: 

I  ul  uy     I  ul  0^     I  vi  oy     I  iil  wi     I  Ol  w7     I  lof  w  y  ••• 
durch  die  zweiten  partiellen  Ableitungen: 

I  uuy     I  UV  y     I  VC  y     I  uw  y     I  ow  y      /  ww  y    •••• 
Man  gelangt  durch  dieselbe  Schlußweise  wie  in  Nr.  70  zu  dem 
Satz  7 :  Ist  f  eine  Funktion  von  ganzen  linearen  Funktionen 
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U  =  «ii^i   -f  «12^2  +  •  •  •   +  «l«^n  +  ^1  ; 
?<;  =  «31^1  +  «82^2  H h  «3«^;,  +  ^8  ^ 

von  n  Veränderlichen  x^,  x^, .  . .  x^^,   so  kann  man  die  Formeil 
für  eine  partielle  Ahleitung  m^^''  Ordnung 

'?:r^^ ^  ^     '''''   «  +  ^  +  •  •  •  +  r  =  m  ist, 

so  finden:    Man  rechnet  das  Produkt 

(/>ll  +  n«21  +  --0"(/>12  +  />22  +  --0'---(/',A«  +  /'.«.^ 

aus    und    ersetzt    alsdann    jedes    darin    vorkommende    Produkt 
fufi...  durch  die  entsprechende  Ahleitung  m'"  Ordnung 


§  4.    Tollstäiidige  Differentiale. 

74.  Das  vollständige  Differential  erster  Ordnung. 

Auch  in  diesem  Paragraphen  setzen  wir  voraus,  daß  die  vor- 
kommenden Funktionen  der  in  Nr.  68  angegebenen  Forderung  35 
genügen. 

Es  sei  nunmehr  /"  eine  Funktion  von  n  unabhängigen 
Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x„.  Wir  haben  in  Nr.  %&  ihre  par- 
tiellen Differentiale  (erster  Ordnung)  definiert.  Erteilen  wir 
x^,  x^y  .  .  .  x^  bzw.  die  Zunahmen  dx^^,  dx^,  .  .  .  dx^,  so  sind 
diese  partiellen  Differentiale  die  Größen: 

Unter  dem  vollständigen  Differentiale  df  von  /'  versteht  man 
die  Summe  dieser  partiellen  Differentiale: 

(1)  ,lf^lL^dx,+  lUx,+  ---  +  ^^dx,. 

Ist  die  Funktion  /"  für  alle  Werte  von  x^,  Xc,,-  -  •  x^,  die 
innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches  liegen,  konstant, 
so  ist  einzeln  nach  Satz  4  in  Nr.  29: 

(2)  ^^  =  0,     ^  =  0,  .  •  .  1^  =  0, 
^  ^  dx^  ^     dx^  '  ^XJ^         ' 
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also  auch  das  vollständige  Differential  df  gleich.  Null.  Umgekehrt: 
wenn  das  vollständige  Differential  df  innerhalb  jenes  Yariabi- 
litätsbereiches  überall  gleich  Null  ist^  so  müssen  einzeln^  da 
dx^jdx^,  ...  dx^^  willkürliche  Größen  sind,  die  Gleichungen  (2) 
bestehen,  die  nach  Satz  5  in  Nr.  29  aussagen,  daß  sich  f  nicht 
ändert,  wenn  sich  nur  x^  ändert,  ebenso  nicht,  wenn  sich  nur 
x,2  ändert,  usw. 

Hieraus  aber  läßt  sich  folgern,  daß  f  überhaupt  im  Varia- 
bilitätsbereiche konstant  sein  muß.  Es  werde  dies  im  Falle 
einer  Funktion  f(x,  y)  von  nur  zwei  Veränderlichen  x,  y  näher 
erläutert,  wobei  also  im  ganzen  Bereiche  der  erlaubten  Werte- 
paare X,  y 

?^  =  0     und     1^  =  0 

cx  öy 

sein  soll.  Sind  a,  h  und  «j,  \  irgend  zwei  solche  Paare,  so 
setzen  wir  zunächst  y  =  h  und  lassen  x  von  a  bis  a^  variieren. 
Dabei  ist  f(x,  h)  eine  Funktion  von  x  allein  und  wegen  df:  dx 
=  0  nach  Satz  5^  Nr.  29,  konstant,  so  daß  f(a,h)  =/'(»i,&)  sein 
muß.  Nunmehr  setzen  wir  x  =  a^  und  lassen  y  von  h  bis  h^ 
variieren,  wobei  sich  wegen  df :  cy  =  0  analog  ergibt,  daß 
/'(«!,  h)  =f{a^,  \)  sein  muß.  Aus  /'(a,  h)  ==  f{a^,  h)  =  /'(«i,  ?>i) 
folgt  also,  daß  die  Funktion  /"  an  der  Stelle  (a,  h)  denselben 
Wert  wie  an  der  Stelle  (a^,  h^)  hat. 

Aber  hierbei  ist  noch  ein  Einwand  zu  machen:  Es  ist 
fraglich,  ob  der  Variabilitätsbereich  wirklich  alle  diejenigen 
Wertepaare  enthält,  die  sich  ergeben,  wenn  y  =  b  gesetzt  und 
X  von  a  bis  a^  variiert  wird,  ebenso  wie  es  fraglich  ist,  ob  er 
wirklich  alle  diejenigen  Wertepaare  enthält,  die  sich  ergeben, 
wenn  x  =  a^  gesetzt  und  y  von  h  bis  \  variiert  wird.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  muß  man  passende  im  Bereiche  enthaltene 
Wertepaare 

a ,  0-     a ,  0  -^     ci  ,  0  '-,     a  yb  '^  .  . . 

derart  einschalten,  daß  erstens  alle  Wertepaare,  für  die  y  =  h 
ist  und  X  von  a  bis  a'  variiert,  im  Bereiche  enthalten  sind, 
zweitens  alle  Wertepaare,  für  die  x  =  a  ist  und  y  von  b  bis 
y  variiert,  drittens  alle  Wertepaare,  für  die  y  =  b'  ist  und  x 
von  a  bis  a"  variiert,  usw.  Genau  dieselbe  Schlußfolgerung 
liefert  alsdann 
74] 
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f{a,  h)  =  f{a,  h)  =  f(a,  h')  =  f{a\  6')  =  '  '  •  =  /*(«!.  h)  • 
Das  Entsprechende  ist  im  Falle  einer  Funktion  f  von  n  Ver- 
änderlichen x^,  X2, .  .  .  XJ^  zu  sagen.     Wir  gelangen   also   stets 
zu  dem 

Sats  8:  Das  vollständige  Differential  einer  Fioiliion  f  voti 
n  Veränderlichen  x^,  x^j  .  .  .  x^  ist  innerhalb  des  Variahilitäts- 
h^reiches  der  Veränderlichen  dann  und  nur  dann  iiherall  gleich 
Null,  wenn  die  Funktion  f  innerhalb  des  Bereiches  iiherall  ein 
und  denselben  Wert  hat. 

Es  seien  nun  u  und  v  zwei  Funktionen  von  x^^x^,  . . .  x^. 
Es  bedeute  f  ihre  Summe  oder  Differenz  u  ib  v.     Da  dann 

dx^       dx^  - 

ist,  so  folgt  aus  (1): 

df  =  du  d:  dv. 

Entsprechendes  gilt,  wenn  f  eine  algebraische  Summe  von 
mehr  als  zwei  Funktionen  ist.     Also: 

Sat^  9:  Das  vollständige  Differential  einer  algebraischen 
Summe  ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  vollständigen 
Differentiale  der  Summanden. 

Dieser  Satz  ist  dem  Satze  6  in  Nr.  29  analog.  Wie  dort 
folgt  hier  aus  Satz  9  und  Satz  8  sofort 

Sat^  10:  Die  vollständigen  Differentiale  zweier  Funktionen 
von  n  Veränderlichen  x^,  x.^,  .  .  .  x^^  sind  innerhalb  des  gemein- 
samen Variabilitätsbereiches  dann  und  nur  dann  iiherall  ein- 
ander gleich,  wenn  die  Differenz  beider  Funktionen  innerhalb 
des  Bereiches  überall  denselben  Wert  hat. 

75.  Vollständiges  Differential  einer  zusammen- 
gesetzten Funktion.  Es  sei  f  eine  Funktion  von  m  Ver- 
änderlichen u^,  U2,  .  .  .Uj^.  Diese  selbst  seien  ihrerseits  Funk- 
tionen von  n  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^,  so  daß  f  eine  zu- 
sammengesetzte  Funktion  von  x^,  x^,  ...x^^  ist.  Wir  suchen  ihr 
vollständiges  Differential  df,  also  die  Summe  der  partiellen 
Differentiale 

^dx.,     i^dx^.  .  .  . -J^-dx^. 

cx^      1'     cx^      -  dxj,      » 

Nun  ist  allgemein: 

Serret-Scheffera,  DijEf.-u.  Integral-Eechnang.  I.   4.  u.  5.  Aiifl.  8  fiy^.     "J-g 
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df  _  df^  du^        dj^  ^^1  J_   ^^  *^**'« 

dx^       du^  dx.       du^  dx.  ""  du^^  dx^ 

(«=1,2,...«)- 

Multiplizieren  wir  diese  n  Gleichungen  bzw.  mit  dx^,  dx^, . . .  dx, 
und  addieren  sie^  so  kommt: 

In  den  Klammern   stehen  aber   die  vollständigen  Differentiale 
du^j  du^j .  .  .  du^^  Yon  u^,  u^j  .  .  .  i*^.     Also  folgt: 

Satz  11:  Ist  f  eine  Funktion  von  u^,  u<^,  .  .  .  u^  und  sind 
Ui,  U2,  .  .  .  ^*,„  ihrerseits  Funldionen  von  x^,  Xq.y .  .  .  x^^y  so  daß  f 
eine  zusammengesetzte  Funktion  von  x^,  x^,  . ..  x^  ist,  so  hat  das 
vollständige  Differential  df  dieser  zusammengesetzten  FimMion 
den  Wert: 

df  =  g  du,  +  lldu,  +  ---+  {Uu„, 

und  ist  daher  gerade  so  zu  hilden,  als  oh  ii^,  Wg?  •  •  •  ^m  ^^^  ^^^" 
abhängigen  Veränderlichen  wären. 
Ist  insbesondere 

/'  =     Ih     ±    ^h    +  •  •  •  ±  ^^m  ' 

SO  folgt: 

df  =  du^-±^  du2  ±  •  •  •  +  f^i^my 

womit  Satz  9   der   vorigen  Nummer   von   neuem   bewiesen   ist. 
Ist  /'=  u^U2  .  .  .  u„^j  so  folgt: 

df  =  U^U.^  .  .  .  U^du^  +  ^1%  •  •  •  W^^Wg  H h  ?ii%  •  •  •  ^^m-l  ^^m- 

Ist  f  =  u  :  V,  so  folgt: 

-,,,        1    T           u    ^          vdu  —  iidv 
df  =      du  —    s  dv  = « 

Ist  f=  ^l"  und  n  konstant,  so  folgt: 

df  =  nu"~^du. 
7S] 
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Also: 

Satz  12:  Die  Regeln  für  die  Differentiation  von  Summenj 
Differenzen,  Produkten,  Quotienten  und  Potenzen  von  FimJctionen 
einer  einzigen  Veränderlichen  gelten  entsprechend  auch  für  FunJc- 
tionen  von  mehreren  Veränderlichen,  sobald  man  nur  statt  mit 
den  Differentialquotienten  mit  den  vollständigen  Differentialen 
rechnet. 

76.  Vollständige  Differentiale  höherer  Ordnung. 
Ist  f{x^,x^,...  x^)  eine  Funktion  der  unahhängigen  Veränder- 
lichen x^,  X2,  .  .  •  oc^y  so  ist  ihr  vollständiges  Differential 

(1)         rf/-=grf,.+grf^,  +  ...  +  ^rf.„ 

ebenfalls  eine  Funktion  von  x^,  X2,  .  .  .  x^^  (die  außerdem  die 
willkürlichen  Konstanten  dx^,  dx^,  .  .  •  dx^^  enthält),  und  daher 
können  wir  weiterhin  das  vollständige  Differential  von  df 
bilden.  Es  heißt  das  vollständige  Differential  zweiter  Ordnung 
von  f,  wird  mit  d^f  bezeichnet  und  ist  wieder  eine  Funktion 
von  x^,  x^,  •  .  'X^.  Ihr  vollständiges  Differential  heißt  das 
vollständige  Differential  dritter  Ordnung  von  f  selbst  und  wird 
mit  d^f  bezeichnet,  usw. 

Um  d^f  zw.  berechnen,  leiten  wir  aus  (1)  nach  Satz  12  ab: 


d^f^dll^.dx,+  dll.dx,  +  .. 

•+''i/'^-. 

nun  allgemein: 

d^f  =  J'l    äx,+  J'l    dx,  +  - 

ist,  so  folgt: 

d'f-  f...ä^'  +  ^f.,,äx,dx,  +  f,^,jW  +  ■■■  +  fvJ^l  ■ 
Derselbe  Ausdruck  entsteht  so:  Man  rechnet  das  Quadrat 
i^dx,  +  fjx,  +  •  •  ■  +  f^jxj- 

aus  und  ersetzt  darauf  allgemein  jedes  Produkt  f^.f.^    durch  die 
entsprechende  Ableitung  zweiter  Ordnung  f^..^  . 

Es  erinnert  dies  an  eine  Bemerkung  in  Nr.  70.  In  der 
Tat  spielen  hier  die  Differentiale  dx^,  dx^,  •  -  •  dx^,  die  zwar 
beliebig,  aber  doch  lonstant  während  der  Differentiation  sind, 
dieselbe  Rolle   wie   damals   die  Konstanten  a^,  a^,  ....     Genau 

8*         [75,  70 


116  Kap.  III.    Höhere  Differentialquotienten  usw. 

80  wie  dort  finden  wir  durch  Schluß  von  m  auf  m  -{-  1  den 
zum  Satze  5  jener  Nummer  analogen 

Sat0  13:  Ist  f  eine  Funktion  von  n  unabhängigen  Ve>^- 
änderlichen  x^y  x^,  ...  x^^  so  kann  man  die  Formel  für  das  voll- 
ständige Differential  m^^''  Ordnung  d'^f  von  f  so  finden:  Man 
hereehnet  die  m^^  Potenz  von 

df  =  f^dx^  +  f^dx^  +  •  •  •  +  f^Jx„ 

und  ersetzt  alsdann  jedes  darin  vorkommende  Produkt 

fijlß.  ■■■fk,       («  +  ^  +  r  +  •  •  •  +  f  =  m) 

von  Ableitungen  erster  Ordnung  durch  die  entsprechende  Ab- 
leitung m*^''  Ordnung 

Es  muß  aber  betont  werden,  daß  dies  durchaus  nicht  richtig 
ist,  wenn  x^,  x^,  -  -  •  ^n  ^^^^^  unabhängige  Veränderliche  sind. 
Denn  wäre  z.  B.  x^  eine  Funktion  u{x^  von  x^,  so  wäre 
dx^=  u(x^dx^,  d.h.  das  Differential  dx^  spielte  nicht  mehr 
die  Rolle  einer  Konstanten  wie  vorhin. 

Um  den  allgemeinsten  Fall  zu  betrachten,  der  hier  vor- 
kommen kann,  nehmen  wir  an,  es  sei  f  eine  Funktion  von 
u^,  u^y  •  '  •  Ujn]  dagegen  seien  u^,  u^,  . . .  u^  keine  unabhängigen 
Veränderlichen,  sondern  Funktionen  von  x^,  x^,...x^j  und 
diese  Größen  O/'i,  x<^,  •  •  •  ^„  sollen  wirklich  unabhängig  sein. 
Jetzt  ist  zwar  nach  Satz  11  in  Nr.  75: 

df  =  fudu^  +  fu^du,^  +  •  •  •  +  fuj^m  1 

aber  hierin  ist  allgemein: 

d'u,  du.  du. 

dUi  =  ^  dx.  -h  X--  dx^  -f  •  •  •  +  ^-  dx^ . 

WoUen  wir  d^f  bilden,  so  haben  wir  zu  bedenken,  daß  nicht 
nur  f^y  fu.y-'-fu  j  sondern  auch  du^^  du^,  .  .  .  du^  Funk- 
tionen von  x^,  x^,  .  .  .  x^  sind.     Also  kommt: 

d^f  =  df^^ .  du^  +  df^^  .du^^'--  +  df^^^  'du^ 
+  fud'u,    +f^d^u,     +...-^f^J^u„,. 

Man  sieht,  daß  man  hier  zu  Rechnungen  gelangt,  die  nicht 
analog  denen  in  Nr.  70,  sondern  analog  denen  in  Nr.  68  sind. 
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Zweckmäßiger  ist  es ,  zur  Bereclinung  des  vollständigen 
Differentials  r^^'"  Ordnung  so  zu  verfahren:  Da  f  als  Funktion 
von  w, ,  i/g?  •  •  •  "m  auch  eine  Funktion  der  wirklich  unab- 
hängigen Veränderlichen  jc^,  oc^,  .  .  .  x^  ist,  so  ist  zunächst  d^f 
nach  dem  in  Satz  13  angegebenen  Verfahren  formal  darzustellen. 
Man  erhält  eine  Summe,  in  der  die  r^*^  Ableitungen  von  f 
nach  x^,  x^,  .  •  .  x.^^  auftreten.  Diese  Ableitungen  sind  nun  ein- 
zeln zu  berechnen,  worauf  man  ihre  Werte  in  die  Summe  ein- 
trägt.    Um  z.  B.  die  Ableitung 

zu  berechnen,  differenziert  man  die  Funktion  f  von  i^j,  u^j . . .  w„j 
zunächst  «mal  partiell  nach  Xj,  das  Ergebnis  ß-msil  partiell 
nach  X2  usw. 
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§  1.    Unabhängigkeit  von  Funktionen  nnd  Gleichungen. 

77.  Definition  der  Unabhängigkeit  von  Funktionen. 

Wir  wollen  jetzt  eine  Reihe  von  formalen  Betrachtungen  vor- 
führen. Dabei  ist  es  unerläßlich,  die  folgende  Forderung  zu 
stellen: 

Forderung  ^:  Jede  oorkommende  Gleichung  ztuischen  Ver- 
änderlichen ist  so  beschaffen,  daß  vermöge  ihrer  jede  wirklich 
in  ihr  auftretende  Veränderliche  implizite  als  Fimlction  der 
übrigen  definiert  ivird.  Jede  vorkomm,ende  Funktion,  insbesondere 
auch  jede  implizite  definierte,  ist  innerhalb  eines  gewissen  Varia- 
hilitätsbereiches  stetig  und  hat  dort  ebenfalls  stetige  partielle  Ab- 
leitungen erster  Ordnung. 

Wenn  eine  Gleichung  f(x^,  x^,  •  ■  .^„)  =  0  zwischen  n  Ver- 
änderlichen x^,  X2,  .  .  .  x^  vorliegt,  so  kann  man  allerdings  be- 
weisen, daß  sie  z.  B.  x-^  implizite  als  stetige  Funktion  von 
X2,  Xq,  .  .  .  x^^  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  definiert,  so- 
bald man  über  die  Funktion  f  selbst  gewisse  Voraussetzungen 
macht.  Wir  wollen  jedoch  auf  derartige  Fragen,  die  uns  erst 
im  dritten  Bande  beschäftigen  werden,  hier  gar  nicht  ein- 
gehen, ihre  Beantwortung  vielmehr  durch  die  Forderung  (S 
ersetzen.  Ist  x^  durch  die  Gleichung  f^x^^x^,...  x^)  ==  0  als 
Funktion  von  x^,  x^,  .  .  .  x^^  definiert,  so  können  wir  diese 
Funktion  symbolisch  mit  (p(x2,  x^,  .  .  .  x^)  bezeichnen.  Als- 
dann sagen  wir:    Die  Gleichung  /*=  0  hat  die  Auflösung  x^  = 
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An  die  Spitze  unserer  Betrachtungen    stellen  wir  nun  die 
Definition:    Die  m  Funldionen: 

von  n  undbliängigen  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^^  heißen  von- 
einander unabhängig j  wenn  es  keine  von  allen  Veränderlichen 
x^,  x^y  ■  ■  •  x^  freie  Gleichung  sivischefn  y^,  y^,  .  .  .  y,,^  gibt,  da- 
gegen voneinander  abhängig ,  wenn  es  mindestens  eine  derartige 
Gleichung  gibt: 

die  also  erfüllt  sein  milßtej  sobald  man  darin  für  y^,  y^j  -  •  •  lfm 
die  gegebenen  FimMionen  f^yf^,  -  ■-  fm  ^on  x^y  x^,  ...  x^  einsetzte, 
und  zivar  erfüllt  durch  alle  diejenigen  Wertsysteme  x^y  x<^,  . . .  x^, 
für  die  alle  m  FimMionen  f-^yf^,.-.  /,„  definiert  sind. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden^  daß  natürlich  nur 
Yon  solchen  Gleichungen  F=0  die  Rede  ist,  die  nicht  iden- 
tisch bestehen  wie  z.  B.  yi  —  yi  =  0  oder  dergl.  Mit  anderen 
Worten:  Die  Gleichung  F=0,  die  im  Falle  der  Abhängig- 
keit vorhanden  ist,  muß  mindestens  eine  der  m  Funktionen 
i/i,  «/g-  •  •  •  y,H  wirklich  enthalten. 

1.  Beispiel:  Zwei  Funktionen  yi  =  fi(x)  und  y^=f2{x) 
von  nur  einer  Veränderlichen  sind  stets  voneinander  abhängig. 
Denn  entweder  sind  beide  Konstanten,  a  und  b.  Alsdann  be- 
stehen zwei  Gleichungen  i^  =  0,  nämlich  y^—  a  =  0  und 
y^  —  b  =  0 .  Oder  sie  sind  nicht  beide  konstant.  Die  erste 
etwa  enthalte  x  wirklich.  Es  gibt  dann  eine  zu  ihr  inverse 
Funktion  x  =  (p{ij^'^  setzen  wir  diese  in  die  zweite  für  x  ein, 
so  folgt,  daß  zwischen  y^  und  y^  die  Gleichung  y<i  —  f^{(f(:yi))  =  ^^ 
besteht. 

^.  Beispiel:    Die  beiden  Funktionen  von  x^  und  x^: 
x^  x^  ^  -\-  x^  - 


yi  =  z^y    2/2  = 


X^'         ^''  X 


sind  voneinander  abhängig,  denn  es  ist: 

?/2(;i/i^-i)-2/r-i  =  o. 

78.  Umformung  der  Definition  der  Unabhängig- 
keit von  Funktionen.  Wenn  m  Funktionen  von  n  unab- 
hängigen Veränderlichen  x^y  x^^y  •  •  •  ^„  vorliegen: 
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(1)  yk  -  fk l-^i'  ^*2;  •  •  •  ^J  (^-  =  1,  2,  .  .  .  m) , 
so  kann  es  sein,  daß  x^,  x^,  .  .  .  x^  nirgends  in  fiy  f^,  •  •  -  U, 
wirklich  auftreten,  d.  h.  daß  i/^j  //g,  ...y^  Konstanten  a^,  a^, . . .  a^ 
sind.  Weil  dann  die  Gleichungen  «/^  —  a^  =  0,  . . .  y  —  a  ==0 
bestehen,  sind  diese  Funktionen  voneinander  abhängig.  Tritt 
dieser  extreme  Fall  nicht  auf,  so  wird  eine  der  Funktionen 
eine  der  unabhängigen  Veränderlichen  wirklich  enthalten.  Ohne 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  der  Betrachtung  dürfen  wir 
annehmen,  daß  etwa  x^  wirklich  vorkomme  und  zwar  etwa  in 
der  ersten  Gleichung  (1),  so  daß  die  Auflösung  dieser  Glei- 
chung nach  x^  ergebe: 

(2)  '^^1  =   9^l(>i.  *2.  ^3?-  • -^J- 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  übrigen  m  —  1  Gleichungen  (1) 
für  x^  ein,  so  werden  yi,y^,...y^  durch  y^  und  x^,  x^,...  x^ 
ausgedrückt.  Kämen  nun  x^,  x^, .  .  .  x^  in  Wahrheit  rechts 
nicht  mehr  vor,  so  hätten  die  neuen  Gleichungen  die  Formen 
2/2  =  ^2(2/1)?- •  •!/,«  =  -^m(^i)?  ^'^'  die  y  wären  voneinander 
abhängig.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  wird  also  etwa  x^^  noch 
wirklich  vorkommen,  sagen  wir  etwa  in  der  ersten  der  m  —  1 
Gleichungen.  Dann  sind  y^  und  1/3  gewiß  voneinander  unab- 
hängig. Denn  sonst  bestände  ja  eine  Gleichung  zwischen  y^ 
und  1/2,  die  nicht  frei  von  y^  wäre  (da  i/^+konst.  ist),  so  daß 
2/2  eine  Funktion  von  y^  allein  wäre  und  also  die  erste  der 
m  —  1  durch  die  Substitution  (2)  hervorgehenden  Gleichungen 
gegen  die  Voraussetzung  doch  frei  von  X2  wäre.  Die  Auflösung 
dieser  ersten  der  m  —  1  Gleichungen  nach  x^  möge  nun  ergeben: 

Dasselbe  Schlußverfahren  ist  fortzusetzen:  Nachdem  wir 
in  die  Gleichungen  (1)  mit  Ausnahme  der  ersten  den  Wert  (2) 
von  x^  eingesetzt  haben,  setzen  wir  jetzt  in  alle  hervorgehenden 
m  —  1  Gleichungen  mit  Ausnahme  der  ersten  noch  den  Wert  (3) 
von  x^  ein,  so  daß  sich  y^,  y^^,  .  •  .yr,,  durch  y^y^,  oc^,  x^,  ■  -  •  x^ 
ausdrücken.  Fallen  x^,  x^y  .  ..x^^  dabei  ganz  heraus,  so  sind  «/g, 
y^,-"y,n  Funktionen  von  y^  und  y^  allein,  also  mit  anderen 
Worten  y^  y2}  "  -ym  voneinander  abhängig.  Fällt  dagegen  z.  B. 
Xq  nicht  heraus,  sondern  bleibt  x^  rechts  etwa  in  der  ersten 
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der  m  —  2  Gleichungen  stehen,  so  ist  sie  nach  Xq  auflöshar 
und  gibt  etwa: 

(4)  ^3  =  ^3  (!/l  yPi^ys,  ^^i,  •  •  •  ^n)  • 

Auch  ist  dann  ^3  von  y^  und  y^  unabhängig.  Denn  sonst  be- 
stände zwischen  allen  dreien  eine  Gleichung,  die,  weil  y^  und  y^ 
voneinander  unabhängig  sind,  y^  enthalten  müßte,  so  daß  y^ 
eine  Funktion  von  y^  und  y^  allein  und  frei  von  x^  wäre,  was 
der  Voraussetzung  widerspricht. 

Nunmehr  machen  wir  in  den  m  —  3  letzten  Gleichungren 
noch  die  Substitution  (4),  so  daß  sich  ^4,  2/5?  •  •  •  'Um  durch 
^1'  2/2?  1/3 j  ^17 '  '  ■  ^n  ausdrücken,  und  schließen  entsprechend 
weiter.  Das  Verfahren  endet,  sobald  die  noch  übrigen  Funk- 
tionen y  durch  die  vorher  benutzten  y  allein  ausgedrückt  sind, 
also  eine  Abhängigkeit  besteht.  Andernfalls  endet  es  erst  mit 
dem  w**^  Schritte,  d.  h.  wenn  alle  w  Gleichungen  (1)  auf- 
gebraucht worden  sind.  Zugleich  folgt,  daß  dann  m  <  n  ist. 
In  diesem  Falle  haben  wir  nach  und  nach  m  Gleichungen  ge- 
wonnen von  der  Form: 

^1  =  ^1  (2/1,  .^2.  ^8.  .  •  .  ^,n^  ^m  +  l7  •  •  •  ^J; 
^2  "^  9^2  (^1??  i/2?  ^3»  •  •  •  ^m?  -^m  +  l?  •  •  •  ^n)  f 


Setzen  wir  den  Wert  von  x^^  in  alle  m  —  1  vorhergehenden 
Gleichungen  ein.  darauf  den  von  a;„j_i  in  alle  m  —  2  vorher- 
gehenden usw.,  so  ergeben  sich  m  Gleichungen  von  der  Form: 

^k  =  A  iPl,  y^y-  yml  '^m  +  U  •  •  •  ^n)  (^  =   1;  2,  .  .  .  m) , 

so  daß  die  Gleichungen  (1)  hierdurch  nach  x^,  x^, .  . .  x^^  auf- 
gelöst  sind. 

Nur  der  Bequemlichkeit  des  Ausdruckes  halber  nahmen 
wir  an,  daß  nach  und  nach  gerade  x^^  x^j  .  .  .  x^  berechen- 
bar seien.  Statt  ihrer  kann  allgemein  eine  andere  Reihe 
^a>  ^/*?  Xyf '  '  '  von  7)1  der  n  Veränderlichen  äj,  x^,  .  .  .  x„  auf- 
treten.    Es  hat  sich  also  ergeben: 

Sat^  1:   Die  m  Fimliionen 

i/l  =  /i  (^1.  ^2.  •  •  •  ^n),  -"y.n-  fmi^l^  ^27  *  "  ^n) 

van   n  unabhängigen    Veränderliche^i   x^^  x^y.-.x^   sind  damz 
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und  nur  dann  voneinander  unabhängig,  wenn  erstens  ihre  An- 
zahl m  höchstem  gleich  der  Anzahl  n  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen ist  und  überdies  zweitens  die  vorliegenden  m  Glei-. 
chungen  nach  gerade  m  der  n  Veränderlichen  x^.,  x.2,  ■  -  -  oc^ 
auflösbar  sind. 

Sind  sie  etwa  nach  x^,  x,^j  ^y,  -  -  ■  auflösbar^  so  sagen 
wir^  daß  die  Funktionen  yi,y=>, ...  y^  hinsichtlich  x^yX^,  x^,  . .. 
voneinander  unabhängig  sind. 

Beispiel:  Die  beiden  Funktionen  y^  =  x^  -\-  x^  -{-  x^  und 
2/2  "^  (^1  +  ^2)  ^'3  si^^  unabhängig  voneinander^  aber  nicht  hin- 
sichtlich x^  und  x^,  sondern  hinsichtlich  x^  und  x^  (oder  x^ 
und  x^. 

79.  Unabhängigkeit  von  Gleichungen  zwischen 
Veränderlichen.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  m  Glei- 
chungen zwischen  n  Veränderlichen  x-^^^  x.2y  .  .  .  x^  vorliegen: 

(1)  /;  {x, ,  X,, . . .  x^;)  =  Oy...fjx„x,,...  xj  =  0. 

Die  Veränderlichen  x^jX^,  ..•^;,  sollen  sonst  keiner  Bedingung 
unterworfen  sein.  Käme  x^  in  keiner  der  Gleichungen  vor^ 
so  hätten  wir  von  dieser  Veränderlichen  x-^  völlig  absehen 
können.  Daher  nehmen  wir  an^  daß  etwa  x^  wirklich  in  einer 
Gleichung,  etwa  in  der  ersten,  auftrete,  so  daß  sich  durch 
Auflösung  dieser  Gleichung  nach  x^  ergibt: 

(2)  ^i  =  ^ife?^3.---^J- 

Wir  setzen  den  Wert  in  alle  w  —1  übrigen  Gleichungen  (1)  ein. 
Es  kann  sein,  daß  sie  samt  und  sonders  Identitäten  werden. 
Wir  sagen  dann,  daß  alle  Gleichungen  (1)  Folgen  der  ersten 
Gleichung  sind.  Es  kann  auch  sein,  daß  einige  Identitäten 
werden.  Sie  sind  dann  Folgen  der  ersten  Gleichung,  und  wir 
können  sie  bei  den  ferneren  Überlegungen  beiseite  .lassen.  Es 
kann  auch  sein,  daß  sich  Widersprüche  ergeben,  wie  es  z.  B. 
der  Fall  ist,  wenn  das  System  (1)  die  Form  hat: 

^1  ^"  ^2  +  ^3  "==  ^r  (^1  +  ^2  +  ^3)"  ="  1  • 
Alsdann  sind  die  Gleichungen  des  Systems  (1)  unverträglich 
miteinander,  und  die  Untersuchung  wird  gegenstandslos.  Wir 
wollen  bei  der  ferneren  Betrachtung  annehmen,  daß  sich  nie 
Widersprüche  ergeben.  Dies  verlangt  ja  auch  schon  unsere 
Forderung  (5,  Nr.  77. 
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Die  Substitution  des  Wertes  (2)  von  a\  in  die  ni  —  1 
letzten  Gleichungen  (1)  gibt  also  IwcJistens  m  —  1  Gleichungen 
in  x^,x^,...  x^^  allein.  Sie  sind,  wenn  ihre  Zahl  nicht  gleich 
Null  ist,  nicht  frei  von  allen  x.2,  x..,  .  .  .  x.^^.  Nehmen  wir  also 
au,  eine  enthalte  etwa  x^  wirklich  und  gebe 

%  ^^  9^2  (^3^  *^'4?  •  '   •  ^n^- 

Diesen  Wert  setzen  wir  in  alle  übrigen  ein,  so  daß  Gleichungen 
in  ^3,  x^,...x.^  allein  hervorgehen,  unter  denen  wieder  Identi- 
täten vorhanden  sein  können,  usw.  Das  Verfahren  endet  etwa  mit 

WO  a  <  ni  ist,  wenn  alle  übrio-en  Gleichungen  durch  die  an- 
gewandten  Substitutionen  identisch  erfüllt  werden.  Dann  sind 
alle  m   Gleichungen  (1)  Folgen  der  ^i  Gleichungen: 

^1  =  9^ifc,  ^3-  "•^■^,  ^2  =  ^2(^3;  --^J;  •  •  •  ^-u  =  gP^.(-^,«  +  i;  -^J- 
Von  diesen  ist  aber  keine  eine  Folge  der  anderen,  denn 
die  erste  enthält  x^,  das  in  allen  übrigen  nicht  vorkommt,  die 
zweite  enthält  x.2,  das  in  allen  folgenden  nicht  vorkommt,  usw. 
Wenn  wir  den  Wert  von  x^^  in  alle  vorhergehenden,  darauf 
den  von  x  ^^  in  alle  vorhergehenden  usw.  einsetzen,  so  gehen 
/A  Gleichungen  hervor  von  der  Form: 

(3)  x^  =  ^'iK  +  i,  .  •  .  X^,  .  .  .  X,^  =  i',X^^u+u  •  •  •  ^J; 

tt}id  alle  m  GleicJmngen  (1)  sind  Folgen  dieser  ^i  (^  »/)  Glei- 
chungen. Wir  sagen  alsdann:  Die  Gleichungen  (1)  sind  nach 
x^j  x.2,  .  .  .  x^^  auflösbar. 

Hier  gilt  nun  Avieder  die  Bemerkung,  daß  wir  nur  des 
bequemeren  Ausdruckes  halber  diejenigen  ^  Veränderlichen, 
nach  denen  die  Gleichungen  (1)  auflösbar  sind,  mit  x^,X2,...x^^ 
bezeichnet  haben.  Es  könuen  u  andere  unter  den  n  Veränder- 
lichen x^ ,  x.2,  . . .  x^^  sein ,  aber  sicher  ist  ^  ^  m.  Es  sind  also 
m  Gleiclmmjen  nach  höchstens  m  Veränderlichen  auflösbar. 
Wenn  nun  insbesondere  ^  =  m  ist,  so  ist  keine  der  m  ge- 
gebenen Gleichungen  eine  Folge  von  weniger  als  m  Glei- 
chungen, d.  h.  keine  ist  dann  überflüssig.     Wir  sagen: 

Definition:  m  Gleichungen  in  n  Veränderlichen  heißen 
voneinander  unabhängig,  ivenn  sie  nach  gerade  m  Veränderlichen 
auflösbar  sind.  Insbesondere  heißen  sie  dann  voneiyiander  un- 
abhängig hinsichtlich  dieser  m  Veränderlichen. 
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Alsdann  ist  m  ^  n.  Sind  die  Gleichungen  (1)  etwa  hin- 
sichtlich x^,  X2y  -  .  -  ^„,  voneinander  unabhängige  so  erhalten 
wir  Auflösungen  von  der  Form: 

Anders  gesagt:  Die  m  Gleichungen  (1)  lassen  sich  auf  die 
Form  eines  Systems  von  m  Gleichungen 

(4)  X,  -  ^,(a;,,^i, .  .  .  ^J  =  0         {h=l,2,...m) 

bringen.  Die  linken  Seiten  dieser  m  Gleichungen  sind  FunMionen 

(p)  Vk  =  ^*  -  %  (^m+i,  •  •  •  ^J         {1=1,2,...  m) 

von  x^ ,  x^ , . . .  x^.  Da  sich  die  Gleichungen  (5)  nach  x^,  ...  x^ 
auflösen  lassen  in  der  Form  Xj^  "=  yk~^  tky  so  folgt  aus  Satz  1 
in  Nr.  78,  daß  yi,  y^,  -  -  -  y^  voneinander  unabhängige  Funk- 
tionen hinsichtlich  x^,  x^,  .  ► .  ^V*  ^^^^^-  Hieraus  ergibt  sich  all- 
gemein: 

Satz  2:  Sind  m  Gleichungen  in  n  Veränderlichen  x^^ 
x^,  .  .  .  x^^  voneinander  unabhängig  hinsichtlich  der  m  Veränder- 
lic}(£n  x^,  Xß,  X  ,  .  .  .,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  auf  eine 
solche  Form. 

f,(x,,  X,,...  xj  =  0  (k^l,2,..  ..m) 

bringen,  in  der  ihre  linJcen  Seiten  voneinander  unabhängige 
FunMionen  hinsichtlich  x^j  x^,  x  y . . .  sind. 

Wenn  umgekehrt  ein  System  (1)  vorliegt,  in  dem  die 
linken  Seiten  f\,f2:  -"fn  voneinander  unabhängige  Funktionen, 
etwa  hinsichtlich  x^,  x^,  ...  :r„^,  sind,  so  lassen  sich  die 
m  Gleichungen 

(6)  l/,  =  /;-(^i,^2.---^n)  a=\,2,...m) 

infolge  von  Satz  1  in  Nr.  78  nach  x^y  x^,  -  •  ■  ^m  auflösen. 
Setzen  wir  in  den  Auflösungen  «/i  =  2/2  ^  *  '  '  "^  ^n»  ^  ^?  ^^ 
gehen  die  Auflösungen  des  Systems  (1)  nach  x^,  x^,  .  .  .  x^ 
hervor.     Also:] 

Satz  S:  Sind  m  Funktionen  f^,  f2,  -  •  -  fm  '^'^^  ^^  ^^^^'' 
änderlichen  x^,  x^,  •  -  ■  00^  voneinander  unabhängig  hinsichtlich 
der  m  Veränderlichen  x^^,  x^,  x  , . ..,  so  sind  auch  die  m  Glei- 
chungen /i  =  0,  ...  f„^  =  0  voneinander  unabhängig  hinsicht- 
lich X^,  Xß,  X^y... 
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Durch  die  Sätze  2  und  3  wird  die  Untersuchung  der  Un- 
abhängigkeit von  Gleichungen  auf  die  Untersuchung  der  Un- 
abhängigkeit  Yon  Funktionen  zurückgeführt. 

80.  Die  Funktioualdetermiuante.  Als  analytisches 
Kennzeichen  der  Unabhängigkeit  von  Funktionen  dient,  wie 
wir  zeigen  werden,  der  Wert  ihrer  Funktionaldeterminante 
oder  Jacohischen  Determinante ^  von  der  wir  schon  in  Nr.  56 
und  58  sprachen.  Unter  der  Funktionaldeterminante  von 
m  Funktionen 

(1)  t/,  =  /;.  {x^,  x^,...  x^)  (/  =1,2,...  m) 

von  n  (^  m)  Veränderlichen  x^,  x^,  •  ■  ■  ^n  ^^^  zwar  unter 
der  Funktionaldeterminante  hinsichtlich  der  7n  Veränderlichen 
x^,  x^,  .  .  .  x^  versteht  man  die  m-reihige  Determinante  der  m^ 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  y^,  «/gj  •  •  •  2/m  i^ach 
x^,  x^j  .  .  .  x^^.     Wie  schon  gesagt,  wird  sie  symbolisch  mit 

(y^y^'--yA  oder  (^^  ^--M 

\x^  x^, .  .  .  xj  \x^  X,...  xj 

bezeichnet.  Z.B.  die  Fuuktionaldeterminante  von  HnVi,  --  -  Vm 
hinsichtlich  x^^  x^,  .  .  .  x^^  ist : 

!  dx^  dx^         dXfn\ 

'  14  J^/«  .  .  .  14  ! 
dxy  dx^         dx„^ ' 


(2) 


Vi  Vi 


::3 


df    df  df   i 

dx^  dx^  '      dx„^ 


Sind  nun  die  fn  Funktionen  Vi,  y^.  .  ■  ■  y,^  voneinander 
abhängig j  so  besteht  zwischen  ihnen  eine  Gleichung:  sie  ent- 
halte etwa  y^  wirklich,   so   daß   ihre  Auflösung   nach  y^  gibt: 

yi-oj(y„y„...yJ. 
Dann  ist  also: 

80  daß  /*j  hierdurch  als  zusammengesetzte  Funktion  von  x^^, 
x^,  •  ■  ■  x^  dargestellt  wird.  Nach  Nr.  72  ist  folglich  für 
i  =  1,  2,  .  .  .  n: 


dx^       cU  dx,  "^  df,  dx,'^'"^  df^  dx, 
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Die  Determinante  (2)  ändert  nun  bekanntlich  ihren  Wert 
nicht,  wenn  wir  von  ihrer  ersten  Zeile  die  mit  irgend  welchen 
Größen  multiplizierten  übrigen  Zeilen  subtrahieren.  Multipli- 
zieren wir  diese  dabei  insbesondere  mit 

003  dcO  d  03 

SO  zeigt  die  letzte  Gleichung,  daß  alle  Glieder  der  ersten  Zeile 
gleich  Null  werden.  Sobald  also  die  m  Funktionen  y^  y^,  -  --  y^n 
von  n  Veränderlichen  x^,  x^,  •  •  •  ^«  ('^^  ^  ^^0  voneinander  ab- 
hängig sind,  ist  die  FnnUionaldeterminante  von  f\,  /g,  ...  f]^ 
hinsichtlich  irgend  welcher  m  Veränderlichen  ans  der  Reihe  der 
n  Veränderlichen  x^y  x^, .  .  .  x^  gleich  Nidl. 

Wir  wollen  jetzt  beweisen,  daß  dagegen,  wenn  2/i ?  2/ü ?  •  •  •  2/»» 
etwa  hinsichtlich  x^j  x^y  ...  x^^  voneinander  unabhängig  sind, 
ihre  Funktionaldeterminante  hinsichtlich  x^^,  x^,  ...  x^^  nicht 
gleich  Null  ist.  Dazu  bedienen  wir  uns  des  Schlusses  von 
m  —  1  auf  niy  denn  es  ist  sicher  richtig  für  m  =1.  In  der 
Tat,  ist  m  =  1,  d.  h.  liegt  eiyie  Funktion  y  =  f{x^,  x^,  .  ■  ■  x^) 
vor,  so  ist  sie  nach  der  allgemeinen  Definition  in  Nr.  77  als 
unabhängig  zu  bezeichnen,  wenn  sie  keine  Konstante  c  ist,  da 
ja  sonst  eine  Gleichung  in  y  allein  vorhanden  wäre,  nämlich 
y  —  c  =  0.  Insbesondere  ist  sie  dabei  als  unabhängig  hin- 
sichtlich x^  zu  bezeichnen,  wenn  die  Gleichung  y  =  f  nach  x^ 
auflösbar  ist,  d.  h.  wenn  die  Funktion  f  die  Veränderliche  x^ 
wirklich  enthält.  Alsdann  aber  ist  (f:(X^=^0.  Aber  für 
m  =  1  reduziert  sich  die  Funktionaldeterminante  (2)  gerade 
auf  cf  :  '( x^. 

Die  Behauptung  wird  hiernach  bewiesen  sein,  wenn  wir, 
ausgehend  von  der  Annahme,  daß  sie  für  m  —  1  Funktionen 
richtig  ist,  bewiesen  haben,  daß  sie  auch  für  m  Funktionen 
gilt.     Dieser  Beweis  ist  wie  folgt  zu  führen: 

Nehmen  wir  an,  die  Funktionen  (1)  seien  unabhängig 
hinsichtlich  x-^,  x^,  .  .  .  x^^.  Dann  sind  die  Gleichungen  (1) 
nach  Satz  1  in  Nr.  78  nach  x^,  x^,  •  -  •  ^m  auflösbar  und  zwar 
etwa  die  m  —  1  letzten  gerade  nach  x^,  x^,  ...  x.^^^  so  daß 
also  die  m—  1  Funktionen  y^,  y^y  •  -  •  ym  gerade  hinsichtlich 
x^y  x^^  .  .  .  x^^^  voneinander  unabhängig  sind.  Nach  Annahme 
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ist  in  diesem  Falle  die  Funktionaldeterniinante  von  f2,fzj--fin 
hinsichtlich  x^,  x^,  .  .  .  x^  nicht  gleich  Null,  also: 

(3)  l^'f^'-'^A^i). 

\X2   X^  .  .  .  XjjJ 

Wenn  wir  die  aus  den  m  —  1  letzten  Gleichungen  (1)  durch 
Auflösung  hervorgehenden  Werte  von  x^,  x^,  ...  x^^  in  die  erste 
einsetzen,  so  drückt  diese  y^  durch  x^,  1/27  ■  •  •  V^yi  ^^^'• 

Diese  Gleichung  ist  nicht  frei  von  x^y  da  sonst  eine  Gleichung 
zwischen  y^,  y2,  •  •  •  y.,n  bestände,  was  ihrer  vorausgesetzten  Un- 
abhängigkeit widersprechen  würde.     Wir  haben  also 

wo 

(ö)  g  +  0 

ist.  Durch  (4)  wird  f\  als  zusammengesetzte  Funktion  von  x^, 
X2,  •  ■  '  ^jn  dargestellt.  Nach  Nr.  72  sind  ihre  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  diese: 


dxi       dx^ 

dA 

dx^ 

+ 

df,  dx,^" 

a<3P    dt,     , 

df,   dx,  -^  ■ 

,      d(p    dfm 

dx,,^ 

^9   cA     1 

Wenn  wir  nun  in  der  Funktionaldeterminante  (2)  von  der 
ersten  Zeile  die  bzw.  mit 

dcp        dtp  ccp 

M'    M'  '"dTm 

multiplizierten  übrigen  m  —  1  Zeilen  abziehen,  was  ihren  Wert 
nicht  ändert,  so  zeigt  sich,  daß  alle  Glieder  der  ersten  Zeile 
mit  Ausnahme  des  ersten  gleich  Null  werden.  Die  ?>?- reihige 
Determinante  (2)  ist  daher  das  Produkt  dieses  ersten  Gliedes 
ccp  \cx^  mit  der  zugehörigen  (w?  —  l)-reihigen  Unterdeterminante 
die  ihrerseits  nichts  anderes  als  die  in  (3)  angegebene  Deter- 
minante ist.  Nach  (3)  und  (5)  ist  mithin  die  Determinante  (2) 
von  Null  verschieden. 
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Wenn  wir  jetzt  wieder  x^,  ^2?  •  •  •  ^m  durch  irgend  welche 
m  der  n  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^  ersetzen^  können  wir  daa 
Ergebnis  so  aussprechen: 

Satz  4:   Die  m  Funktionen 

von  n(^m)  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^,  . .  .x^^  sind  dann 
und  nur  dann  hinsichtlich  der  m  Veränderlichen  x^j  x^, .  .  .  x 
voneinander  unabhängig  ^  wenn  ihre  Funhtionaldeterminante  hin- 
sichtlich x^,  x^y  ^  '  '  ^u  '^^^^  ^'^^^^  verschieden  ist: 

\X„  ^>  •  •  •  ^,J 

Beispiel:    Die  schon  in  Nr.  78  betrachteten  Funktionen 

y-i  =  x-^  -\-  x^  -\-  x^  j     y2  =  {p^i  -f-  X2)  x^ 

haben  hinsichtlich  x^^   und  x^   bzw.  hinsichtlich   x^^  und  x^   die 
Funktionaldeterminanten 

II        1   i  !   1  1 

I  :    "^^iw.    I  i, 

I    «^3  «^3   '  i    *^3        »^i  "T  -^2 

von   denen   die  erste  gleich  Null^    die  zweite    dagegen    gleich 
Xi  -{-  X2  —  x^  ist.     Sie   sind  also  nicht  hinsichtlich  x^  und  x^ 
wohl  aber  hinsichtlich  x^  und  x^  (ebenso  hinsichtlich  X2  und  x^) 
voneinander  unabhängig. 

81.  Analogien  zwischen  Differentialquotienten  und 
Funktionaldeterminanten.  In  Nr.  80  bemerkten  wir  ge- 
legentlich^ daß  sich  die  Funktionaldeterminante  von  /"i,/'2,  '--fm 
hinsichtlich  x^,  X2y  .  •  .  x^  im  speziellen  Falle  m  =  1  auf  eine 
erste  Ableitung  nach  x^  reduziert.  Man  kann  Sätze  aufstellen, 
die  zeigen,  daß  die  Funktionaldeterminaute  von  m  Funktionen 
in  der  Tat  eine  naturgemäße  Verallgemeinerung  des  ersten 
Differentialquotienten  einer  Funktion  von  einer  Veränderlichen 
für  den  Fall  von  m  Funktionen  von  m  Veränderlichen  ist. 

Es  seien  nämlich 

(1)  y,  =  f,{x„  X2y...  xj  {k=l,2,...m) 

m  Funktionen  von  gerade  m  Veränderlichen  x^^  ^2?  •  •  •  ^w  Femer 
seien  s^y  Z2,  •  •  •  ^^  gerade  m  Funktionen  von  2/i,  ^2?  •  •  •  2/m' 

(2)  2i  =  (Pi{yi,  2/2;  ••  •  Vm)         (/  =  1;  2,  .  .  .  m). 
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Da  wir  nach  (1)  auch: 

^,  =  9,(fiJ,.---fJ  (?=l,2,...m) 

schreiben  können,  so  sind  s^^,  z^,  .  ,  .  z^^  susanmiengesetzfe  Funk- 
tionen von  Ä'i,  x^,- .  ■  .  Xj^^  und  sie  haben  nach  Nr.  72  die 
Ableitungen : 

dzj       dcpi  cfi       d(Pi  dfi  j_o(Pi  df„,        ..  _  -,    9         ^x 

dx,-  Mrx]  +  Md^,^  "  "^  ^^fm  ^i  ^  ^  -  ^^  ^-  •  •  "^^^ 
wofür  wir  wegen  (1)  und  (2)  schreiben  können: 

^  ^     dx.       oy^  dx.       dy^  dx.  dy^  dx-      ^  '    ^  ^ 

Wir  wollen  nun  das  Produkt  der  beiden  Funktionaldeterminanten 

h'^--''A      und     f^^^--M 

v?/i  2/2  ••  •  2/m/  V^i  ^'2  •  •  •  ^\«/ 

bilden.  Dies  kann  nach  dem  bekannten  Satze  über  die  Multi- 
plikation von  Determinanten  so  geschehen,  daß  wir  als  i^^^  Glied 
der  Z^*°  Zeile  das  Produkt  annehmen,  das  hervorgeht,  wenn  wir 
die  Glieder  der  l^^^  Zeile  der  ersten  Determinante  mit  den 
Gliedern  der  i^^^  Beihe  der  zweiten  Determinante  multiplizieren. 
Die  dadurch  hervorgehende  Summe  ist  gerade  der  in  (3)  rechts 
stehende  Ausdruck.     Demnach  ist: 

/^i  ^2  •  •  •  ^m\  IVx  2/2  •  •  •  2/m\  1^1  ^2  •  •  •  ^m\ 
Wi  2/2  ••  •  yJ  Ui  X,...  xj  \x^  x^...  xj 
Satz  5:  Sind  y^y^j  ■  ■  ■  Vm  FimMionen  von  x^,  x^,  . .  .  x^ 
und  femer  z^,  z^, . .  ,  z^  FimMionen  von  2/i>  2/2?  •  •  •  2/m>  ^^  ^^ß 
Z1JZ2,  ... Zjj^  auch  zusammengesetzte  Funktionen  von  x^yX^,  •  •  -^m 
werden,  so  ist  das  Produkt  der  Funktionaldeterminante  der  z 
hinsichtlich  der  y  und  der  Funktionaldeterminante  der  y  hin- 
sichtlich der  X  gleich  der  Funktionaldeterminante  der  z  hinsicht- 
lich der  X. 

Dieser  Satz  ist  für  den  Fall  m  =  1  nichts  anderes  als 
der  Satz  11  in  Nr.  33  über  Funktionen  von  Funktionen. 
Denn  wenn  m  =  1 ,  also 

z=^(p{y)     und    y  =  f(x) 
gegeben  ist,   so   kommt: 

dz     dy dz 

dy     dx       dx 

Serret-Scheffers,  Diff.-u.Integral-Eechnung.  I.  4.  u.  5.  Aufl.  9  T^\ 
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Wenn  ferner  Vi^y^y  •  •  -  Vm    insbesondere   voneinander  un- 
abhängige Funktionen 

(5)  y^  ==  /;  {x^,x^,  .  .  .  xj         (Ä:  =  1,  2, .  .  .  m) 

sind^  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (5)  nach  Satz  1  in  Nr.  78 
nach  x^j  ^2,  .  .  .  x^^  auflösen: 

^'i  =  ^i{yi,y2^'"yj      {1  =  1,2,  ...m). 

Damit  sind  x^,  x^,  .  •  .  x^^  als  Funktionen  von  y^,  y^,  •  -  -  y„i 
dargestellt.  Indem  wir  den  in  Nr.  10  aufgestellten  Begriff 
verallgemeinern,  werden  wir  diese  neuen  m  Funktionen  die 
^^  fiy  fij  •  '  ■  fm  '^^^^^^sen  Funktionen  nennen.     Da  nun 

^l  =  ^l  (yu  !/2;  •  •  •  ym)^        yk  =  fki^l^^2,'-  •  ^m) 

ist,  so  liegt  ein  spezieller  Fall  zu  den  obigen  Annahmen  (1) 
und  (2)  vor,  in  denen  nunmehr  ^i,  ^2?  •  •  •  ^m  dui*ch  x^^x^,  .. . x^ 
zu  ersetzen  sind.  Aus  (4)  folgt  also,  weil  die  Funktional- 
determinante von  x^y  X2,  .. .  x^  hinsichtlich  x^,  x^, .. .  x,^  selbst 
gleich  Eins  ist: 


daher 

^!/i  ^2  •  •  •  y. 


/X,    X^...  X\     /ij,    2/2  ••  .  yrn\  _ 
Wl    2/2  •       •  yrJ    \^1    ^2  •  •  •  ^m/ 

(X^  X2  .  .  ■  X^\ 1 
y/i  y,^^-yJ~7y^~y^-'^^^^ 

V^l   ^2  •  •  •  ^m/ 


Sat^  6:  Die  FunMionaldeterminante  der  zu  m  unahhängigen 
Funktionen  von  m  Veränderlichen  gehörigen  inversen  Funktionen 
ist  gleich  dem  reziproken  Werte  der  Funktionaldeterminante  der 
ursprünglichen  Funktionen. 

Im  Falle  m  =  1 ,  wo  also  eine  Funktion  y  =  f{x)  von 
einer  Veränderlichen  x  vorliegt,  gibt  die  Auflösung  x  =  (p{y) 
die  zu  y  inverse  Funktion  in  dem  früheren,  beschränkteren 
Sinne.  Man  sieht  also,  daß  Satz  6  die  natürliche  Verallgemeine- 
rung des  Satzes  18  in  Nr.  37  vorstellt,  wonach 

dx 1 

dy~  dy 
dx 
ist. 

Beispiel:  Sind  x,  y  rechtwinklige  Punktkoordinaten  in 
der  Ebene  und  q,  w  die  zugehörigen  Polarkoordinaten,  ist  also: 
81] 


§  2.     Diflferentiation  unentwickelter  Funktionen.  131 

Q  =  yx'  +  y\     co  =  arctg-|, 

so  stellen  q  und  w  solche  Funktionen  von  x  und  y  vor,  deren 
Funktionaldeterminante  den  von  Null  verschiedenen  Wert  hat: 


\x  y )       • ?/  ^  Vx^-\-if       9 

!     oj*  +  ^^     x'^  +  y' 
Also   sind  ()  und  w  voneinander  unabhängige  Funktionen  von 
X  und  2/-     Diß   zu   ihnen   inversen  Funktionen   sind   die  Funk- 
tionen X  =  Q  COS  (Oy     y  =  Q  sincj 
von  o  und  w.     Ihre  Funktionaldeterniinante  ist: 


Vp    CO/ 


cos  (0     —  9  sm  CD 

,Q    (Dj  sin  Co  Q  cos  CO 


=  ^• 
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82.  Differeutialquotieuteu  einer  unentwickelten 
Funktion  von  einer  Veränderlichen.  Ist  y  als  Funktion 
von  X  implizite  gegeben  durch  die  Gleichung: 

und  verstehen  wir  unter  y  die  hierdurch  definierte  Funktion 
von  Xj  so  ist  f  eine  zusammengesetzte  Funktion  von  x  allein, 
die  für  alle  Werte  von  x  (innerhalb  des  Variabilitätsbereiches) 
gleich  Null  ist,  so  daß  also  bei  dieser  Auffassung  auch  alle 
Differentialquotienten  von  f  gleich  Null  sind.  Es  liegt  dann 
ein  spezieller  Fall  zu  Nr.  69  vor,  indem  hier  y  die  Rolle  der 
dort  mit  V  bezeichneten  Funktion  spielt.  Es  ergibt  sich  daher 
durch  wiederholte  vollständige  Differentiation  nach  X'. 

f...+  ^f..,y'+  ^f.„y''+f„,y''+  3  {L,+f„y')y"+f,jy"'=(^ 

usw.  Die  erste  Formel  hatten  wir  in  Nr.  54  unter  (2)  aufgestellt. 
Aus  ihr  läßt  sich  y  berechnen,  wenn  /„+0  ist,  darauf  aus 
der  zweiten  y"  unter  derselben  Bedingung,  alsdann  aus  der 
dritten  y"'  ebenfalls  unter  dieser  Bedingung  usw. 
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83.  Differeutialquotienteu  von  mehreren  unent- 
wickelten Funktionen  von  einer  Veränderlichen.  Allr 
gemeiner  liege  jetzt  ein  System  von  m  Gleichungen  zwischen 
den  m  +  1  Veränderlichen  rr,  y^,  2/2?  ••  •  Vm  ^^^'' 


Sind  die  Funktionen  fuf^i'-'fm  voneinander  unabhängig 
hinsichtlich  y^  y^y  •  -  -  VmJ  ^-  ^-  ^^^  nach  Satz  4  in  Nr.  80  die 
Funktionaldeterminante 

(2)  i^'  ^^-M  +  o, 

\2/i  2/2  ••  •  VmJ 
so  können  wir  nach  Satz  3  in  Nr.  79  annehmen^  daß  die  Glei- 
chungen (1)  die  m  Größen  2/i;  2/2?  •  •  •  2/m  ^^^  Funktionen  der 
einen  unabhängigen  Veränderlichen  x  definieren.  Wir  haben 
schon  in  Nr.  58  gezeigt^  wie  man  bei  dieser  Auffassung  ihre 
ersten  Differentialquotienten  berechnen  kann,  nämlich  aus  den 
n  Gleichungen: 

(3)  5+S^^+S^^+-+S^:=«  (^=1,2,...,«), 

die  in  der  Tat  unter  der  Bedingung  (2)  als  lineare  Gleichungen 
in  2/1';  2/27  •  •  ■  y'm  nach  den  gesuchten  Differentialquotienten 
Viy  2/2'.  •-  'Vm  auflösbar  sind. 

In  (3)  sind  die  linken  Seiten  Funktionen  von 

^,yi,y2,'"ymy   yi^y^y-yL- 

I^a  2/1,  y^j-'-ym  Funktionen  von  x  bedeuten,  also  auch  y^j 
y^y  '  '  -y'my  ^^  ^^^^  ^^®  linken  Seiten  von  (3)  zusammengesetzte 
Funktionen  von  Xy  die  laut  (3)  gleich  Null  sind  für  alle  Werte 
von  X  (innerhalb  des  Variabilitätsbereiches).  Also  müssen  auch 
diejenigen  Funktionen  gleich  Null  sein,  die  durch  wiederholte 
Differentiation  nach  x  aus  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (3) 
hervorgehen.  Doch  müssen  wir  dabei  vollständig^  nicht  partiell, 
nach  X  differenzieren,  d.  h.  beständig  im  Auge  behalten,  daß 
y^y^y-ym  ^^^  2//;  y^y  "-ym  ebenfalls  Funktionen  von  x 
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sind,  die  differenziert  y^,  y^,  ...y[^  und  <//',  y^\  ...y^  ergeben. 
Einmalige  Differentiation  gibt  also: 


(4) 


^V 


^% 


2//  + 


+ 


av. 


4- 


\cxd\ 


-f 


av, 


2/1  + 


aY. 


a/ 


2/2    + 


av. 


-^B^ymiy. 


.)■ 


(Ä:  =  1,  2, . . .  m) . 
Man  bemerkt,  daß  dies  m  in  i//',  ^/g", . . .  y^l  lineare  Gleichungen 
sind,  deren  Determinante   die  Funkt ionaldeterminante  (2)    ist 
Da  sie  nicht  verschwindet,   kann  man  hieraus  i/^",  y^",  -  •  -Vm 
berechnen. 

Abermalige  vollständige  Differentiation  der  m  Gleichungen 
(4)  nach  x  gibt  noch  umständlichere  Gleichungen,  von  denen 
wir  nur  diejenigen  Glieder  angeben,  die  y^'',  t/o"',  •  •  -  y^  ent- 
halten : 


(Ä  =  1,  2, .  . .  m). 
Sie  sind  in  ?//",  y^'\  .  .  .  i/^^'  linear  und  wegen  (2)  nach  diesen 
Ableitungen  auflösbar,  usw. 

84.  Partielle  Differentialquotienten  unentwickelter 
Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen.  Noch  all- 
gemeiner sei  jetzt  ein  System  von  m  Gleichungen  in  n  -{-  m 
Veränderlichen  x\,  x^,  .  .  .  x^,  y^,  ij^,  ^  ■  y.a  gegeben: 

(1)  t\{^iy^\,--'^ny   !/i;i/2.---i/J  =  0         Q^=  1,2,. ..m). 

Wenn  die  m  Funktionen  fi,  t\j  -  -  -  fm  unabhängig  vonein- 
ander hinsichtlich  2/i?  I/2?  •  •  •  Vm  sind,  d.  h.  wenn  nach  Satz  4 
in  Nr.  80  die  Funktionaldeterminante 

(2)  (^'  f^--'fA=^^ 

V3/l    «/2  •  •  •  ymJ 

ist,   so   können   wir  nach  Satz  3  in  Nr.  79  annehmen,  daß  die 
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Gleichungen  (1)  die  m  Größen  y^jy^,  •  • .  y^  ^-Is  Funktionen  der 
n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^j .. .  x^^  definieren.  Sobald 
wir  nun  in  (1)  unter  y^,  y2,  •  ■  ■  ym  ^i^^e  Funktionen  von  x^^ 
x,2,  .  .  .  x^  verstehen^  sind  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1) 
zusammengesetzte  Funktionen  von  x^,  x^^  .  .  .  x^,  die  für  alle 
Werte  von  x^,  x^,  •  -.  x^  (innerhalb  ihres  Variabilitätsbereiches) 
gleich  Null  sind,  so  daß  auch  ihre  Ableitungen  erster  Ordnung 
nach  x^j  x^,  .  .  .  x^^  verschwinden.  Bei  der  Berechnung  der  Ab- 
leitungen muß  man  aber  im  Auge  behalten,  daß  ^i,  2/2;  •  •  •  Vm 
bei  dieser  Auffassung  auch  x^,  x^,...x^  enthalten.  Die  Diffe- 
rentiation nach  x^  gibt  daher  die  m  Gleichungen: 

^""^  dx.  ^  dy\  dx]  ^  dy.dx,'^'"^  dy^  dx,  "  "^ 


Sie  sind  linear  in 

(A-  =  1,  2,  . 

.,m). 

(4) 

dVm 

'  '  dx' 

und  ihre  Determinante  hinsichtlich  dieser  m  Größen  ist  die 
Funktionaldeterminante  (2),  so  daß  sich  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  y^y  2/2;  •  •  •  Vm  nach  x^  aus  ihnen  berechnen 
lassen. 

Differenzieren  wir  die  m  Gleichungen  (3)  nach  x^,  indem 
wir  bedenken,  daß  x^  auch  in  2/1;  2^2«  •  •  •  Vm  ^^^  i^  ^^^  *^'  ^~ 
leitungen  (4)  vorkommt,  so  ergibt  sich  weiterhin: 

dXfdx^~^  dx^dyi  dx.~^  cx^dy^dx. 

d X. dyi  dxi       d x. d y^  dx^        '         dx-dy^  dx^ 

,    f^'f,  dy,  d%     sy^  d%     dy\  ^y^ 

\^2/i'  dxi  "^  dy^  dy^  dx^  "^        "^  dy\  dy^,^  dxj  d x^ 


dyr^rdy^  dx-i  ^  dyl  dxj  dXi 

'g.  dx^dXi  ~^  d 

.(k  =  1,  2, . .  .  m). 


4.  ^A  g'yi    .  ^A  Jhi^  4. ...  4.  :^  _!X_  =  o 

^  dy^  dx.dx^  "^  dy^  dx^dx^  "^        "^  dy„^  dx.dx^ 
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Es  sind  dies  m  in  bezug  auf 


lineare  Gleichungen  mit  der  Determinante  (2),  so  daß  sich  aus 
ihnen  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  y^,  y^, 
.  .  .  y^j^  nach  ^.  und  x^  berechnen  lassen^  usw. 

85.  Vollständige  Differentiale  unentwickelter 
Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen.  Wir  be- 
trachten denselben  allgemeinsten  Fall  wie  in  voriger  Nummer. 
Es  seien  also  die  m  Gleichungen  in  x^,  X2,  . . .  x,^,  2/i;  ^2?  •  •  •  Vm 
vorgelegt: 

(1)  •  fki^u  ^2.  •  •  •  ^n,  2/1;  2/2;  •  •  •  2/J  =  0  {h  =1,2,...  m\ 
die  unter  der  Voraussetzung  .'; 

(2)  (^'  ^^••-  M+0 
V2/1  2/2  •  •  •  2/ J 

die  Größen  y^  y.2,  •  ■  -  Vm  implizite  als  Funktionen  von  x^^,  x^, 
■ .  '  x^^  definieren.  Wenn  wir  unter  y^,  y^y  •  -  -  y„t  diese  Funk- 
tionen von  x^,  X.2,  . . .  x^  verstehen^  so  sind  f^,  f^,  "  ■  fm  gleich 
Null  für  alle  x^,  X2,  ...  x„  (innerhalb  ihres  Variabilitäts- 
bereiches), so  daß  auch  ihre  vollständigen  Differentiale  nach 
Satz  8  in  Nr.  74  verschwinden.     So  kommt  zunächst: 

(3)  grf..,  +  ...  +  ||rf^„  +  gd3,,  +  ...  +  ^rfy„  =  0 

il-  =  l,2,...m). 

Diese  m  Gleichungen  sind  linear  in  bezug  auf  dy^,  dy^,  . .  -dy^^, 
und  zwar  haben  sie  in  bezug  auf  diese  m  Größen  die  von  Null 
verschiedene  Determinante  (2),  so  daß  ihre  Auflösung  die  ge- 
suchten vollständigen  Differentiale  erster  Ordnung  dy^^,  dy^, 
. .  .  f?2/»j  liefert. 

In  (3)  stehen  links  Funktionen  von 

x^,x,,...x^,     y^,y2,-"ymy     (^Vu  dy,, .  .  .  dy^, 
die  außerdem  die  als  willkürliche  Konstanten  zu  betrachtenden 
Differentiale  dx^,  dx^,  ...dx^  der  unabhängigen  Veränderlichen 
enthalten. 
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Verstehen  wir  unter  y^j  y^,  ••'y,n  ^i^  durch  (1)  definierten 
Funktionen  von  x^,  x^y .  .  .  x^  und  unter  dy^,  dy^f  .  .  .  dy^  die 
aus  (3)  zu  berechnenden  Funktionen  von  iCj,  ^g,  .  .  .  rr„  und 
Viy  Vij  •  '  •  Vtriy  ^^  ^^^^  ^^^  linken  Seiten  der  Gleichungen  (3) 
susammefigesetzte  Funktionen  von  x^j  x^,  .  .  .  x^,  die  nach  (3) 
für  alle  Werte  von  x^,  x^,  .  .  .  x^  (innerhalb  des  Variabilitäts- 
bereiches) gleich  Null  sind  und  deren  vollständige  Differentiale 
also  nach  Satz  8  in  Nr.  74  verschwinden.  Um  diese  vollstän- 
digen Differentiale  aufzustellen,  differenziert  man  nach  jedem 
x^  und  multipliziert  mit  dx^,  ferner  differenziert  man  nach 
jedem  y/^  und  multipliziert  mit  dy^y  außerdem  differenziert  man 
nach  jedem  J</^  und  multipliziert  mit  d'^y^  Aus  allen  so  her- 
vorgehenden Ausdrücken  ist  die  Summe  zu  bilden.    So  kommt: 

^~\  dx.^  -^2  -^ — *  -  dx.  dxc-] +  TT— *2  dx^ 

+  2  ( ö— ^*    dx. dy.  +  o~— o^- dx^dy.^ 1- ^      *  - dx^, dy^ ) 

+  ^*2  äy^^  +  2  J~^     dy^dy.-^---  +  ^\  dyj\ 

+  ^-  d^'y,  -f  ^^*-  d'y,  +  .  .  .  +  l^'  d'y,,^  =  0 
cyi       ^1       dy^      ^2  ^y^^      j,n 

(Ä=l,2,...m). 

Dies  sind  m  in  d^^^y^,  d^y^,  .  .  .  f?^2/m  ^^^^<^>'ß  Gleichungen  mit 
der  Determinante  (2),  so  daß  sich  die  vollständigen  Differen- 
tiale zweiter  Ordnung  von  2/i?  2/2?  •  •  •  Vm  ^^^  ihnen  berechnen 
lassen.  Entsprechend  gehen  die  vollständigen  Differentiale 
höherer  Ordnung  hervor. 

Man  kann  aber  auch  folgenden  Weg  einschlagen:  Zuerst 
stellt  man,  indem  man  bedenkt,  daß  y^  eine  Funktion  von 
iP^,  x^y...x^  ist,  das  gesuchte  vollständige  Differential  r*®"^  Ord- 
nung d''yi  von  y^  nach  Satz  13  in  Nr.  76  als  eine  Summe  dar, 
in  der  die  partiellen  Ableitungen  von  y^  nach  x^,  x^,  •  •  •  x^ 
auftreten.  Hierin  setzt  man  dann  die  nach  Nr.  84  zu  berech- 
nenden Werte  dieser  Ableitungen  ein. 

Beispiel:    Es  sei  2  als  Funktion  von  x  und  y  definiert 
durch  die  Gleichung: 
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(4)  f{x,  y,  z)  =  0. 

Man   pflegt  die  partiellen  Ableitungen   erster  Ordnung  von  2 

mit  p  und  q,  die  zweiter  Ordnung  mit  r,  s,  t  zu  bezeichnen: 


(5) 


Es  ist  dann: 


cz 
dx 


=  P 


dxcy 


cz 
cy 

=  5, 


=  ^; 


d^Z   _ 


(6) 


dz  =  pdx  -f  Q.dyy 
d?z  =  rdx^  +  2sdxdy  +  tdy^, 
anch  Satz  13  in  Nr.  76.     Nun  sind  p  und  </  ebenfalls   Funk- 
tionen von  X  und  y,  und  wegen  ihrer  in  (5)  angegebenen  Be- 
deutung lauten  ihre  vollständigen  Difi'erentiale  so: 

\iip  =    -^  ^-   '    ^ 


\dp  =  ^dx  -^  -^dy  =  rdx  +  sdy, 


cq 


cq 


dq  =  -r-^dx  -\-  -^  dy  =  sdx  -\-  tdy . 
ex  c y    '' 

Um  die  Werte  der  vollständigen  Differentiale  (6)  aus  (4) 
zu  finden,  müssen  wir  zunächst  p  und  q  ermitteln  und  diffe- 
renzieren   deshalb    die   Gleichung  (4)    partiell  nach   x  bzw.  y^ 
indem  wir  z  als  Funktion  von  x  und  y  auffassen: 
(8)  f.  +  f,P  =  0,      f,  +  t:q  =  0. 

Hieraus  folgt: 


4 
/'.' 


/: 


(9) 


Um  /*,  Sy  t  zu  ermitteln,  differenzieren  wir  (8)  partiell  nach  x 
bzw.  y,  indem  wir  Zy  p  und  q  als  Funktionen  von  x  und  y 
auffassen.     So  gehen  zunächst  vier  Gleichungen  hervor: 

L.  -f  f..P  +  t\.P  +  f.d^'  +  fj  =  0, 

fxy  +  fxz  a  +  t\yP  +  t\.P<l  +  />  =  0  , 
fy.  +  fy.P  +  t\A  +  t\AP  +  Z;^  =  0, 
fyy-^fyA  +  f.y^-^f.^<f    +  fj  =  ^  , 

und  zwar  die  beiden  ersten  aus  der  ersten  Gleichung  (8),  die 
beiden  letzten  aus  der  zweiten  Gleichung  (8).  Die  zweite  und 
dritte  Gleichung  sind  aber  miteinander  identisch,  da  fxy  =  fyx 
usw.  ist.     Wir  können  also  hieraus  r,  s,  t  berechnen. 
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Zur  Erläuterung  nehmen  wir  als  Gleichung  (4)   diese  an: 
^'  +  2/'  +  ^'-«'  =  0.  .-:.- 

Hier  lauten  die  Grleichungen  (8)  und  (9): 

x^zp^O,       ij-{-zq==0', 

so  daß  kommt: 

X  y 


§  3.     Die  Elimination  willkürlicher  Konstanten. 

86.  Elimination  einer  willkürlichen  Konstanten 
aus  einer  Gleichung.  Es  sei  y  als  Funktion  von  x  definiert 
durch  die  Gleichung: 

(1)  fix,ij,c)^0, 

die  noch  eine  willkürliche  Konstante  c  enthält^  so  daß  sie  für 
jeden  Wert  von  c  (wenigstens  innerhalb  eines  gewissen  Wert- 
bereiches) eine  besondere  Funktion  y  von  x  definiert.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  liefert: 

(2)  ■       f^  +  f/£  =  ^- 

Kann  man  nun  die  Konstante  c  aus  den  beiden  Gleichunofen 
(1)  und  (2)  entfernen,  so  geht  eine  Gleichung: 

(3)  F{^'y''£)-o 

zwischen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x,  der  Funktion  y 
und  ihrer  Ableitung  dy  :  dx  hervor.  Diese  Gleichung  ist  ganz 
unabhängig  von  dem  für  die  Konstante  c  gewählten  Werte, 
so  daß  sie  richtig  ist  für  alle  durch  (1)  definierten  Funktionen 
y  von  X. 

Man  nennt  (3)  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  und  (1)  die  zugehörige  ursprüngliche  Gleichung. 

Deutet  man  x  und  y  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten 
in  der  Ebene,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  für  jeden  Wert 
von  c  eine  Kurve,  also  insgesamt  eine  Kurvenschar  dar. 
85,  86] 


§  3.     Die  Elimination  willkürlicher  Konstanten. 


139 


Die  Gleichung  (3)  drückt  alsdami  eine  Eigenschaft  aus,  die 
allen  Kurven  der  Schar  zukommt,  und  zwar  eine  Eigenschaft 
der  Tangente. 

1.  Beispiel:    Ist  als  Gleichung  (1) 

y^  —  2px  —  c  ==  0 

vorgelegt,  d.  h.  die  Gleichung  einer  Schar  von  l'ongruenten 
ParahelUy  deren  Achse  die  rr-Achse  ist,  so  geht  die  Glei- 
chung (2) 

hervor,  die  schon  von  c  frei  ist,  demnach  schon  die  zu- 
gehörige Differentialgleichung  (3)  vorstellt.  Nach  dem  1.  Bei- 
spiele in  Nr.  40  besagt  sie,  daß  alle  jene  Parabeln  eine  Sub- 
normale von  derselben  Länge  p  haben. 

2.  Beispiel:    Die  Gleichung: 


+ 


y 


Q-i  7;,- 


=    1 


stellt  für  jeden  Wert  der  Konstante  c  einen  Kegelschnitt  dar, 
dessen  Brennpunkte  F  und  F'  auf  der  ;r- Achse  liegen  und 
die  Abszissen  +  m  haben.  Siehe  Fig.  22.  Um  eine  allen 
diesen  Iwnfokalen  Kegelschnitten  ge- 
meinsame Eigenschaft  abzuleiten,  -^ 
bilden  wir  die  Gleichung  (2)  durch 
Differentiation : 

dy       .-  Jj^ 


^  4_  _    ^ 


c-  —  w^  dx 


0. 


Setzen     wir    den    hieraus    zu    ent- 
nehmenden Wert 


c"  = 


Fig.  22. 


x-\-yy' 
in    die   gegebene   Gleichung   ein,    so   kommt: 

(^2/'-2/)(2/+|-)  =  ?>^'. 

Dies  ist  hier  die  Differentialgleichung  (3).  Um  ihre  geo- 
metrische Bedeutung  zu  ermitteln,  verstehen  wir  unter  B 
und  C  die  Schnittpunkte  der  Tangente  und  Normale  eines 
Kurvenpunktes   M  mit    der   ?/- Achse.     Da   die   Tangente   und 
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Normale  in  den  laufenden  Koordinaten  j:,  l)  die  Gleichungen 
haben: 

so  ergibt  sich  für  i'  =  0 : 

OB^y-xy,     OC^y  +  ^^,, 

SO  daß  die  Differentialgleichung  besagt: 

OB-  OC  =  -nv'. 

Das  Minuszeichen  lehrt,  daß  B  und  C  auf  verschiedenen  Seiten 
von  0  liegen.  Da  auch  OF  •  OF'  =  —  m^  ist,  so  ist  die  geo- 
metrische Deutung  diese:  Der  Kreis  durch  die  Brennpunkte 
F  und  F'  und  einen  Kurvenpunkt  M  trifft  die  Nebeuachse 
des  Kegelschnittes  in  Punkten  B  und  C  der  Tangente  und 
Normale  von  iHf,  und  dies  gilt  für  alle  konfokalen  Kegel- 
schnitte. 

87.  Elimination  von  7n  willkürlichen  Konstanten 
aus  7n  Gleichungen.  Liegt  ein  System  von  m  Gleichungen 
in  m  -}-  1  Veränderlichen  x^  y^,  2/2?  ••  •  ym  ^'^^y  ^^^  ^'^  willkür- 
liche Konstanten  c.,  c^, .  .  .  c     enthält: 


(1) 


f  /i(^.  yiyy2,--'  ymy  ^i;  ^2.  •  •  •  O  =  0, 

f2(^yyi,y2,-"ymy(^u^2,  •••0  =  ^^ 


fmi^y  yu  2/2.  ••  •  y>n,  ^n  ^2.  •  •  •  O  =  ^y 
und  sind  die  linken  Seiten  voneinander  unabhängige  Funktionen 
hinsichtlich  ^1,2/2?  •  •  •  2/«?   ^-  ^-  ^^^  nach  Satz  4  in  Nr.  80  die 
Funktional  determinante: 


(2)  (^'  f2--'fm\j^  Q^ 

\yxy^-'-ynJ 


so  definieren  die  Gleichungen  (1)  die  ni  Größen  2/1  ?  2/2  >  •  •  • :?/«» 
als  Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x,  nach  Satz  3 
in  Nr.  79.  Diese  Funktionen  enthalten  noch  die  m  willkür- 
lichen Konstanten  Cj,  Cg,  .  .  .  c,^,  werden  also  andere  bei  anderer 
Wahl  der  Konstanten.  Durch  vollständige  Differentiation  der 
7n  Gleichungen  (1)  nach  x  ergeben  sich  m  neue  Gleichungen: 
86,  87] 


(3) 
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f  ^  4.  M.  ,y  '  _L  M.  ..  '_j 4-  M  .y'    _  0 

|4  +  M  y;  +  M  y/  +  .  .  .  +  |/l  y'    =  0, 
dx       dy^  -^^        dy^  ^^  dy„,  "^  "*        ' 

Sind  die  2m  Gleichungen  (1)  und  (3)  so  beschaffen^  daß 
sich  die  w  Konstanten  c^,  Cg,  .  .  .  ^„,  daraus  eliminieren  lassen, 
so  geht  ein  System  von  Gleichungen  in  x,  y^,  y<^,  .  .  .  y^, 
Vii  ^25  •  '  '  y'nc  hei-vor.  Sobald  die  m  Funktionen  fuf^,.--  f]n 
hinsichtlich  q,  Cg,  .  .  .  c,^^  voneinander  unabhängig  sind,  können 
wir  uns  die  Elimination  so  ausgeführt  denken:  Wir  berechnen 
Cj,  ^2,  .  .  .  c„j  aus  (1)  (vgl.  Satz  3  in  Nr.  79)  und  setzen  die 
Werte  in  (3)  ein.  Die  Gleichungen  (3)  sind  hinsichtlich  y^^', 
y^, .  .  .  2/'„j  voneinander  unabhängig,  wenn  die  Determinante  (2) 
von  Null  verschieden  ist.  Sobald  also  durch  Einsetzen  jener 
Werte  von  c^,  c^,  •  -  •  c^^  die  Funktionaldeterminante  (2)  nicht 
gleich  Null  wird,  gehen  insgesamt  gerade  ni  voneinander  hin- 
sichtlich y^',  y^,  .  .  .  2/'„j  unabhängige  Gleichungen  hervor  von 
der  Form: 

Fkix,  2/i;  2/2, ..  ,  2/,n;  Vi^  y^y '  •  •  2/'J  =  0  (Ä:  =  1,  2, .  . .  m). 
Man  nennt  sie  ein  System  von  m  gleichzeitigen  oder  simul- 
tanen getcöhnlichen  Di/ferentialgleichungmi  erster  Ordnung  mit 
m  abhängigen  Veränderlichen  ^/i?  2/2^  •  •  •  ^/tw  ^^^^  System  drückt 
Eigenschaften  aus,  die  allen  durch  (1)  definierten  Funktionen 
Vi^y^y  •  ■  •  Vvt  ^^^  ^  zukommen,  welche  Werte  auch  die  will- 
kürlichen Konstanten  q,  Cg,  .  .  .  c,,^  haben  mögen. 

88.  Elimination  von  m  willkürlichen  Konstanten 
aus  einer  Gleichung.    Wenn  die  Gleichung  zwischen  x  und  y 

(1)  f{x,y,c^,c2,-  ■•cJ  =  o 

m  willkürliche  Konstanten  q,  Cg, .  .  .  c^  enthält,  so  definiert  sie 
lauter  Funktionen  y  von  Xy  die  für  verschiedene  Werte,  die 
man  dem  Systeme  der  Konstanten  c^,  c^, .  . .  c„^  beilegen  kann, 
verschiedenartig  sein  werden.  Auch  hier  kann  man  die  Kon- 
stanten durch  Heranziehen  der  differenzierten  Gleichungen 
eliminieren,   nur  muß  man,   sobald   m  >  1    ist,   —   andernfalls 
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läge  der  Fall  von  Nr.  S6  vor  — ,  mehrere  Male  nach  x  diffe- 
renzieren.    Nach  Nr.  82  bilden  wir  so  viele  Gleichungen: 


(2) 


bis  wir  in  ihnen  zusammen  mit  (1)  hinreichend  viele  Glei- 
chungen vor  uns  haben,  aus  denen  sich  q,  Cg,  .  .  .  c^^  eliminieren 
lassen.  Dazu  braucht  man  höchstens  m-mal  zu  differenzieren, 
denn  jede  neue  Gleichung  ist  unabhängig  von  der  vorher- 
gehenden, da  sie  immer  einen  höheren  Differentialquotienten 
von  y  enthält.  Die  Elimination  von  c^,  Cg,  .  .  .  c^^  aus  den 
höchstens  m  +  1  Gleichungen  (1)  und  (2)  gibt  eine  Gleichung 
von  der  Form: 

(3)  .  F(x,,j,y',f,...i/"^)  =  0, 

WO  n  höchstens  gleich  m  ist.  Sie  heißt  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  n^^''  Ordnung  mit  einer  abhängigen  Ver- 
änderlichen und  drückt  eine  Eigenschaft  aus,  die  allen  durch 
(1)  definierten  Funktionen  y  von  x  zukommt. 

Übrigens  können  wir  dies  Eliminationsproblem  auf  das 
in  voriger  Nummer  besprochene  zurückführen.  Wenn  wir 
nämlich  y',  y",  .  .  .  2/^"*"^)  als  Funktionen  von  x  mit  ^u^^y-^n-i 
bezeichnen,  so  haben  wir  statt  der  einen  Gleichung  (1)  die 
n  Gleichungen : 

{f(x,y,  c^,c^,...cj=0, 

h  =  y\ 

(4)  {     z,  =  y\ 


'n-\       y         y 


worin  y,  y\  .  .  .  i/^""^)  die  Differentialquotienten  der  durch  die 
erste  Gleichung  definierten  Funktion  y  von  x  und  daher  Funk- 
tionen von  X  und  c^jCg,  ...c„^  sind.  Es  liegen  also  n  Glei- 
chungen zwischen  den  n  -{-  1  Veränderlichen  Xjy,  z^,  .  .  .  ^„_i 
vor,  die  außerdem  willkürliche  Konstanten  c^,  c^, .  .  .  c^^  ent- 
halten. In  Nr.  87  lag  Entsprechendes  vor,  nur  waren  dort 
die  abhängigen  Veränderlichen  mit  y^y^,  ■  -  •  Vm  bezeichnet. 
Wenn  wir  mithin  so  wie  dort  vorgehen,  d.  h.  die  Gleichungen  (4) 
881 
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diiferenzieren  und  darauf  Cj,  Cg,  .  .  .  f,,^  eliminieren,  so  wird  sich 
eine  Gleichung  zwischen 

x,y,  3^,  z^...z^_^  und  y,z^,z^',...z'^^_^ 
ergehen.  Aber  z^,  z^,  -  -  .  z.^_^  bedeuten  nach  Definition  nichts 
anderes  als  y',  \j\  .  .  .  ?/("-^)  und  daher  z^\  z.{ ,  .  .  .  z\^_^  nichts 
anderes  als  y",  y"\  .  .  .  ^^"),  so  daß  die  hervorgehende  Glei- 
chung eine  Gleichung  in  x,  y,  y,  y",  .  .  .  y^"^  ist,  nämlich  die 
obige  Gleichung  (3). 
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89.  Lineare  partielle  Differeutialgleichung  erster 
Ordnung  für  eine  Funktion  von  zwei  Veränderlichen. 

Eine  Verallgemeinerung  der  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen geht  hervor,  wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  nicht 
mehr  eine  auftretende  willkürliche  Konstante,  sondern  vielmehr 
eine  auftretende  tvillkürliche  Fmiküon  dadurch  zu  entfernen, 
daß  wir  durch  Differentiation  genügend  viele  Gleichungen 
bilden,  aus  denen  sie  eliminiert  werden  kann.  Ein  ziemlich 
einfacher  Fall  ist  dieser: 

Es  sollen  u  und  v  zwei  bestimmt  gegebene  Funktionen  von 
drei  Veränderlichen  x,  y  und  z  sein.     Dagegen  bedeute  0{u,  v) 
eine  willkürliche  Funktion  von  u  und  v.     Wenn   wir  nun  die 
Gleichung  vorschreiben: 
(1)  9(u,v)^0, 

SO  enthält  sie  x,  y  und  z  und  bestimmt,  wenn  sie  nicht  frei 
von  z  ist,  die  Veränderliche  z  als  Funktion  der  beiden  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  und  y.  Aber  da  die  Funktion  O 
beliebig  wählbar  bleiben  soll,  so  definiert  (1)  nicht  eine, 
sondern  unzählig  viele  Funktionen  z  von  x  und  y.  Wir  fragen 
uns,  ob  wir  eine  allen  diesen  Funktionen  z  von  x  und  y  ge- 
meinsame, also  von  der  speziellen  Wahl  von  0  unabhängige 
Eigenschaft  ermitteln  können. 

Dies  geschieht  so:  Die  Gleichung  (11  besagt  nur  das  Eine, 
daß  u  und  v  voneinander  abhängige  Funktionen  sein  sollen, 
und  da  z  als  Funktion  von  x  und  y  aufgefaßt  werden  soll,  so 
besagt  sie,   daß  u  und  v  voneinander  abhängig  hinsichtlich  x 
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und  y  sein  sollen,  sobald  darin  z  als  Funktion  von  x  und  y 
betrachtet  wird.  Nach  Satz  4  in  Nr.  80  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  daß  die  Funktionaldeterminante 

du  du 

du  dv 
dx  dy 


dx  dy 

dv   dv 
dx  dy 


du  dv       ^ 
dy  dx 


sei.     Dabei  ist  aber  die  Bedeutung  der  Ableitungen  von  u  und 
Vy  weil  X  und  y  m  z  vorkommen,  wohlbemerkt  diese: 


du 

d  X 

dv 

dx 


=-U^+U,Py 


'^x-^'^zlh 


du 


dv 


Ki-^A> 


=  ^+^.«; 


wenn  wir  wie  in  dem  Beispiele  zu  Nr.  85  die  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  z  nach  x  und  y  mit  p  und  q 
bezeichnen.     Also  ergibt  sich: 

oder  ausmultipliziert: 

'^x'^y  -^y%+  Wy  "  ^«^>  +  K'^.  "  ^.^J  ^  =  ^ 


oder  auch: 

P 

3 

-1 

^x 

% 

^^z 

^x 

^ 

^z 

Wie  man  sieht,  ist  dies  eine  Gleichung,  die  x,  y  und  z 
und  außerdem  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
dz  :  dx  und  dz  :  dy,  nämlich  ^j  und  q,  und  zwar  die  beiden 
letzteren  linear,  enthält.  Eine  Gleichung  in  x,  y,  z  und  den 
beiden  Ableitungen  dz :  dx  und  dz :  dy  heißt  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  FunUion  z  der 
beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y.  Da  die  Ableitungen 
linear  auftreten,  liegt  hier  insbesondere  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  vor. 

Satz  7 :  Sind  u  und  v  gegebene  Funktionen  von  x,  y  und  z, 
so  genügt  die  Gesamtheit  derjenigen  Funktionen  z  von  x  und  y, 
die  durch  irgend  eine  Gleichung  ^(m,  v)  =  0  in  u  und  v  defi- 
niert werden  können,  was  für  eine  Funktion  von  u  und  v  auch 
89] 


dz 

dz 

dx 

dy 

^x 

% 

^z 

^v 
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^  sein  mag,  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 


=  0. 


90.  Lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung    für    eine   Funktion    von    n    Veränderlichen. 

Die  vorhergeliende  Betrachtung  läßt  sich  ohne  Mühe  verall- 
gemeinern Es  seien  u^,  u^,  .  .  .  u„  insgesamt  n  gegebene  Funk- 
tionen von  n  -{-  1  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^  und  z.  Wir 
schreiben  vor,  daß  irgend  eine  Gleichung  zwischen  u^,  ii^,  .  .  .  ii,^ 
bestehen  soll: 
(1)  0(u^,u,,...u„)  =  O, 

wodurch  dann,  wenn  sie  nicht  zufällig  von  z  frei  ist,  die  Ver- 
änderliche 0  als  Funktion  von  n  unabhängigen  Veränderlichen 
oCij  x^,  .  .  .  Xj^  definiert  wird.  So  werden  unzählig  viele  Funk- 
tionen z  von  x^,  X2,  .  .  .  x^  gegeben,  da  die  Funktion  0  beliebig 
gewählt  werden  kann.  Wir  suchen  eine  Eigenschaft,  die  allen 
diesen  Funktionen  z  von  x^,  X2,  .  -  .  x^  zukommt. 

Die  Gleichung  (1)  besagt,  daß  für  die  durch  (1)  definierte 
Funktion  s  von  x^,  x^y.  .  .  x^  die  n  Funktionen  m^,  Wg?  •  •  •  '^, 
voneinander  abhängige  Funktionen  von  x^,  X2,  •  .  .  x^^  werden, 
so  daß  nach  Satz  4  in  Nr.  80  ihre  Funktionaldeterminante 


/u,  u.,  ...  IIA  _  ^ 

\X^    X2  .  .  .  Xu/ 


sein  muß.  Dabei  hat  aber,  da  allgemein  u.  die  Veränderliche 
Xj^  einmal  für  sich  und  dann  noch  in  z  enthält,  die  Ableitung 
von  II.  nach  Xj^  den  Wert: 

du^       dUi  dz 

dxj,  "*"  dz  dxj. 

Bezeichnen  wir  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von 
z  nach  x^,  x^,  .  .  .  x^  mit  p^, P2,  •  •  .p,i,  setzen  wir  also: 

dz   _  ^^   _  ,  ^^   _ 

Jsc,~^i'      dXi~^^'     "'dx^~^^»' 

so  ist  folglich : 
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cu 


(2) 


'+Pl 


dz 


dz 

Tz 


du,    .        du. 


n 

du^ 


dz 

du^ 


aa;„+^'«   dz  '  ^Q 


\du^  du 


du,^^  du^ 

dx.+P^ 


du. 


+  Ag^ 


CU^^ 
dx,     '     ^'1     dz         dx._     '    -^2    ^,  ^^ 

Diese  Determinante  läßt  sich  in  eine  Summe  von  ^^- reihigen 
Qeterminanten  zerlegen^  da  jede  Heihe  in  zwei  Reihen  zu  zer- 
fallen ist.  Aber  die  zweiten  Teile  aller  Reihen  sind  einander 
proportional,  bestehen  nämlich  aus  den  Gliedern 

/Q\  du^     cu^  du„ 

^  ^  dz  '    Tz'  "  '    dz  ' 

bzw.  multipliziert  mit  2hjP2  7  "  ■  Pn-  -^^^  Zerlegung  der  Deter- 
minante in  einzelne  liefert  also  viele  Determinanten,  deren 
Werte  gleich  Null  sind,  und  es  bleiben  nur  n  -\-  1  Deter- 
minanten übrig.     Verstehen  wir  unter  A  die  Determinante: 

du^       du^         du^ 
dx^       dx^         dx^ 

I  du^      du^         du^ 


\dxy       dx^ 


dx„ 


d  u„,      d  u. 


du. 


\dx^      dx^          dx^ 
und  unter  A.  diejenige,  die  aus  ihr  hervorgeht,  ^wenn  wir  die 
^'®  Beihe  durch  die  Reihe  der  Glieder  (3)  ersetzen,  so  leuchtet 
ein,  daß  die  Gleichung  (2)  die  P^orm  annimmt: 


(4) 


A+ftAj  +p^Ai 


+  aa„  =  o. 


Hierin  sind  A,  \  Ag,  .  .  .  A^  gegebene  Funktionen  von 
x-^,  X2,  .  .  .  x.^  und  0.  Die  Gleichung  (4)  enthält  außerdem  die 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  z  nach  x^,  ^2?  ••  -^n? 
nämlich  p^^  P2,  ■  ■  •  Pny  "^<i  zwar  linear.  Sie  heißt  daher  eine 
lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die 
Funlition  z  von  n  unahhängigen  Veränderlichen  x^,  x^, .  •  .  x^. 

Satz  8:  Sind  u^,  u^j  •  •  •  w„  gegebene  Funktionen  von  x^, 
X9, .  .  .  x^  und  Zy  so  genügt  die  Gesamtheit  derjenigen  FunJctionen 


'2? 

z  von  x^,  X. 


^2? 


x^y  die  durch  irgend  eine  Gleichung 

0(u„  u^y...iij==0 


90] 


§  4.     Die  Elimination  willkürlicher  Funktionen.  147 

definiert  werden  können ,  was  für  eine  FunMion  der  u  auch  O 
sein  mag,  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

tvo  A  die  FunJctionaldeterminante  von  u^,  u^, .  .  .  u^  hinsichtlich 
x^j  x^, ...  a;„  allein  bedeutet  und  A-  aus  A  hervorgehi,  wenn  man 
in  A  die  Glieder 

du,       du^    .  .  .  ^« 
^x^^     dx.^         dx- 
durch 

dz^     'dz^  dz 

ersetzt. 

Wir  hätten  dies  Ergebnis  auch  ohne  Benutzung  des  Satzes  4 
in  Nr.  80  finden  können,  denn  aus  ^  =  0  folgt  durch  voll- 
ständige Differentiation  nach  x^,  x^,  .  .  .  x^^  das  System: 

ä 


% [rx,  +  Tz Pi)-^---^ ^u^ lä^^  +  Tz  Pi)  =  ^ 


{1=1.2,. ..n), 
und  solche  n  Gleichungen  in  n  linear  auftretenden  Größen 

d^       d^  d^ 

du,^     du^^         du„ 

können,  da  ihre  rechten  Seiten  gleich  Null  sind,  bekanntlich 
nur  dann  bestehen,  wenn  ihre  Determinante  gleich  Null  ist. 
So  kommen  wir  zur  Gleichung  (2),  also  auch  zur  Gleichung  (4). 

91.  Homogene  Funktionen.  Eine  Funktion  von  meh- 
reren Veränderlichen  heißt  homogen  und  zwar  homogen  vom 
m*'"  Grade,  wenn  die  Multiplikation  aller  Veränderlichen  mit 
ein  und  demselben,  aber  beliebigen  Faktor  t  eine  Funktion 
liefert,  die  gleich  der  ursprünglichen  Funktion,  aber  multipli- 
ziert mit  t"\  ist.  Die  Funktion  z  =  f{x^,  x^,  .  .  .x^  von  x^. 
x^j .  .  .  x^  heißt  also  homogen  vom  m^^  Grade,  wenn  für  jeden 
Wert  von  t  die  Gleichung  besteht: 

f{tx^,  tx„  .  .  .  tx,)  =  t'-f{x^,  x„...  x„)  =  t'^z. 

Z.  B.  sind  x^  -\-  x<^  -\-  -  ■  •  -{-  x^  und  x^X2  .  >  .  XJ^  homogene 
Funktionen  ersten  bzw.' w*®""  Grades.  Ferner  ist  ^x^x^  -\-  Yx^x^^ 
eine    homogene    Funktion    ersten    Grades,   dagegen  Yx^  +  Y^2 
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eine  liomogene  Funktion^  deren  Grad  gleich  ^  ist,  und  x^  :  x^ 
eine  vom  Grade  Null. 

Wählt    man    insbesondere    t  =  \  :  x,^^,    so   folgt,   daß   eine 
homogene  Funktion  z  =  f{x^j  x^,  .  .  .  x^  in  der  Form: 

(1)      .  =  f(-oX.---„)  =  <7-(|,  :|,---^^;Si) 

dargestellt  werden  kann,  also  als  eine  Funktion  der  n  —  1  Vet'- 
hältnisse    x^:x^,    x^\  x„,  .  .  .  .  x^_^:  x^,    multipliziert    mit    der 

Umgekehrt:  Jede  Funktion  von  der  Form 

ist  eine  homogene  Funktion  m*^""  Grades  in  Xj^,  ^2?  •  •  -^n)  ^^^ 
für  eine  Funktion  von  x^  •  ^nf  ^2  -  ^ny  ■  -  •  ^n-i  •  ^n  ^^^^^  ^  ^^"^ 
mag.  Denn  wenn  wir  x^,  ^2?  •  •  -^n  f^^i'ch  tx^,  tx^^  .  .  .  tx.,^  er- 
setzen, so  ändern  sich  die  Brüche  x^  :  x^^^  x^:  x^,  .  .  .  x^_^'.  x^^ 
nicht-,  also  bleibt  J^  ungeändert,  und  es  kommt  (tx^y^F  odiQr  V"z. 
Setzen  wir  nun 

(2)         ^  =  u,,  J-  =u^,  ...    7'  =^^,„_l,  aber:  ^  =  w,, 

SO-  wird: 

wo  F  willkürlich   gewählt  werden  kann,  d.  h.  es   besteht   eine 

Gleichung 

^{u,,  u^,..  .tf„_i,  u^)  =  0 

zwischen  w^,  u^y  .  .  ■  u^-  ^^^  haben  also  einen  speziellen  Fall 
des  Ansatzes  in  Nr.  90  vor  uns,  indem  jetzt  u^,  u^,  .  ■  .  tt^  die 
besonderen  Funktionen  (2)  von  x^,  x^j  .  .  .  x^  und  z  sind,  so 
daß  die  Gleichung  (2)  in  Nr.  90  die  spezielle  Form  annimmt: 


1 

0  • 

••   0 

^1 

0 

1 

••    0 

0 

0  . 

1 

Pi 

mz 

x'"  ^  ■* 

n 

=  0. 
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Multiplizieren  wir  die  1.,  2., ...  (w  —  l)**'  Reihe  bzw.  mit 


und  addieren  sie  dann  zur  letzten,  so  werden  die  n  —  1   ersten 
Glieder  der  letzten  Reihe  gleich  Null.     Also  kommt: 

oder  einfacher: 

Daher : 

Satz  9  (Eni  er  seh  er  Satz):  Ist  z  eine  homogene  Funktion 
Y^ten  Qrades  von  den  n  Veränderlichen  x^,  x^, .  .  .  x^j  so  ist  die 
Summe  der  bzw.  mit  x^^  x^,  .  .  .  x^^  multiplizierten  partiellen  Ab- 
leitungen von  z  nach  x^,  x^,  .  .  .  a„  gleich  dem  m- fachen  der 
Funktion  z: 

dz    ,         dz     .  ,         dz 

X,  ^    +  x^  ^ h  •  •  •  +  ^^  o      =  mz. 

Da  die  homogenen  Funktionen  m^^  Grades  in  der  Form 
(1)  darstellbar  sind  und  da  aus  (1)  durch  partielle  Differen- 
tiation nach  Xi  folgt: 

«  =  —  =x"    ^^    .-1  =  ^'"-*     ^^ 

wo  der  zweite  Faktor  wieder  bloß   eine  Funktion  der  Brüche 
x^  :  x^f  x^',  x^j  .  ,  .  x^_^'.  x^  ist,  so  folgt  sofort: 

Satz  10:  Die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  einer 
homogenen  Funktion  m^'^  Gerades  sind  homogene  Funktioyien 
(m  -  ly^  Grades. 

92.  Allgemeine  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung.  Die  Betrachtungen  in  Nr.  89  und  90 
führten  zu  linearen  partiellen  Differentialgleichungen.  Wir 
wollen  nun  zunächst  für  den  Fall  von  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X,  y  zeigen,  wie  man  zu  der  allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  eine  Funktion  z  von 
X  und  y  gelangt,  und  zwar  durch  einen  Ansatz,  der,  wie  sich 
allerdings  erst  viel  später  zeigen  wird,  für  die  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  von  fundamentaler  Bedeutung  ist. 
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Es  sei  a  eine  Veränderliche^  cp  eine  ivülhürliche  Funktion 
von  ihr  und 

V=f\x,  y,  z,  a,  (pia)) 

eine  gegebene  Funktion  von  x^  y,  z,  a  und  (p{a).     Alsdann  ver- 
langen wir  das  Bestehen  der  beiden  Gleichungen: 

(1)  F=o,    ^J=o. 

Wenn  der  Funktion  (p{cc)  eine  bestimmte  Bedeutung  ge- 
geben wird,  so  sind  dies  zwei  Gleichungen,  aus  denen  durch 
Elimination  von  a  eine  Gleichung  in  x,  y,  z  allein  hervorgeht, 
so  daß  wir  annehmen  dürfen,  daß  dadurch  z  als  Funktion  von 
X  und  y  definiert  wird.  Für  verschiedene  Annahmen  hinsichtlich 
der  Funktion  9  (a)  von  a  gehen  so  verschiedene  Funktionen 
z  von  X  und  y  hervor.  Wir  wollen  nun  wieder  eine  Eigen- 
schaft ableiten,  die  allen  diesen  Funktionen  z  von  x  und  y 
gemeinsam  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  verstehen  wir  unter  a  diejenige  Funktion 
von  Xy  y,  z,  die  aus  der  zweiten  Gleichung  (1)  zu  berechnen 
wäre,  und  denken  sie  uns  in  die  erste  Gleichung  (1)  eingesetzt. 
Nun  muß  für  die  betrachtete  Funktion  z  von  x  und  y  das  voll- 
ständige Differential  d  V  gleich  Null  sein,  da  F  =  0  für  alle 
X  und  y  (innerhalb  ihres  Variabilitätsbereiches)  ist.  Folglich 
haben  wii*: 

..     ax  -\-  o     dy  -{-  -r^  dz  -\-  >,  -  da  =  0. 
ex  ^    dy     ^        c  z  dcc 

Da  aber  a  die  durch  die  zweite  Gleichung  (1)  gegebene 
Funktion  sein  soll,  so  ist  das  letzte  Glied  der  links  stehenden 
Summe  gleich  Null.  Ferner  ist  dz  =  pdx  -{-  qdy,  so  daß  wir 
haben: 


oder 


dx  ^^  +  dy  ^y  +  dz  ^^^^  +  ^^^)  ^  ^ 


Weil  die  Differentiale  dx  und  dy  der  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y  willkürlich  gewählt  werden  können, 
muß  also  einzeln: 

^  ^  dx    ^    cz  -^         ^      dy        dz  -^ 
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sein.^Indem  wir  nuumehr  a  und  9  aus  den  beiden  Gleichungen 
(2)  und  der  ersten  Gleichung  (1)  eliminieren,  kommen  wir  zu 
einer  Gleichung  von  der  Form: 

^'(^.  Vi  'S  ih  q)  =  0. 

Sie  heißt  eine  paHielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
für  die  Funldion  z  von  x  und  y,  da  sie  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  ^  und  g  von  z  nach  x  und  y  enthält  (vgl.  Nr.  89). 

Beispiel:    Es  sei  vorgelegt  als  Funktion   V: 
V=  (x  -  af  +  [y  -  (p(cc)f  +  ^'  -  R'^ 
wo  B  eine  Konstante  sein  soll.     Hier  ist: 

|-J=  -  2U  -  «)  -  2[2/ -  qp(«)]9,'(«). 

Wir  fragen,  welche  gemeinsame  Eigenschaft  allen  denjenigen 
Funktionen  s  von  x  und  y  zukommt,  die  durch  die  beiden 
Gleichungen  V=0  und  cV:da  =  0  definiert  werden,  wenn 
darin  (p  irgend  eine  Funktion  von  cc  bedeutet.     Es  ist  hier: 

|I=2(.-4    ^^2y-^(u)l     g=2., 

SO  daß  jetzt  die  Gleichungen  (2)  so  lauten: 

X  —  a  -{-  zp  =  0,      y  —  (p{a)  -\-  Z(i  =  0. 

Hieraus  entnehmen  wir  x  —  a  =  —  zp  und  y  —  (p(a)  =  ~zq  und 
setzen  diese  Werte  in  V  ==  0  ein.  Dadurch  geht  die  gesuchte 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  z  hervor: 

(l  -\-p-  +  (f) z^  =  B^     oder:     z=  ^ 


Die  vorhergehenden  Betrachtungen  lassen  sich  sofort  ver- 
allgemeinern: Es  mögen  a^,  a^,  .  .  .  cc^_^  irgend  welche  Ver- 
änderliche sein,  und  es  bedeute  (p{a^,  ^2?  ■  •  •  ^«-i)  ®^^^^  ^^"^^^" 
kürlicJie  Funktion  von  ihnen.     Ferner  sei 

V  =  f(x^,  X.2,  .  .  .  x,^,  z,  (p,  a^,  «2,  .  .  .  f/„_i) 
eine  gegebene  Funktion  von  x^,  x^,. . .  ;r„,  z,  cp  und  a^,  c^2j  •  •  •  ^^n-v 
Wir  wollen  dann  die  n  Forderungen  stellen: 

Es  sind  dies  n  Gleichungen,  die,  wie  wir  annehmen  wollen,  die 
n  Größen  cc^^  a^j  .. .  cc^_-^  und  z  als  Funktionen  von  x-^,  x^,  . . .  x^ 
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definieren.  Es  handelt  sich  nun  darum,  insbesondere  fü^  die 
Funktionen  ^  von  x^,  X2,  -"  x^^y  die  hierdurch  definiert  werden,. 
eine  Eigenschaft  zu  finden,  die  von  der  besonderen  Wahl  der 
willkürlichen  Funktion  (p  von  cc^,  CC27  •  -  -  ^n-i  unabhängig  ist. 
Wenn  wir  unter  «1,  «2?  •  •  •  ^«-i  ^i®  ^^s  den  letzten  7i  —  l 
Gleichungen  (3)  zu  berechnenden  Funktionen  von  x^,  X2,..  -x^^ 
und  z  verstehen,  wird  V=0  eine  Gleichung  in  x^,  X2,. .  .x^ 
und  ^  allein,  und  es  muß  das  vollständige  Differential 

sein.  Infolge  der  n  —  1  letzten  Gleichungen  (3)  fallen  nun  die 
71—1  letzten  Summanden  fort.  Außerdem  ist  dz  =  p^dx^  -f- 
•  •  •  -\- p^dXj^y  wenn  Pi,  -  ■  - p^  ^^®  ^^  -^^-  ^^  ^^®  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  z  bedeuten.  Da  die  Gleichung 
für  alle  Werte  der  beliebig  anzunehmenden  Differentiale  dx^, 
dx2,  •  .  .  dx^  der  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  X2,  ■  .  .  x^ 
gelten  muß,  so  kommt  einzeln: 

Eliminieren  wir  a^,  «2?---^«-i  ^^^  9  ^^^  diesen  n  Gleichungen 
(4)  und  der  Gleichung  F  =  0,  so  geht  die  gesuchte  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  Funktion  z  von 
x^,  X2,  .  '  '  x^  hervor: 

F(x^,  X2,..  .  x^^,  z,  p„  P2,.  .  .  p„)  =  0 . 

§  5.  Einführung  Yon  neuen  unabhängigen  Yeränderlichen. 

93.  Darstellung  einer  Kurve  mittels  einer  Hilfs- 
veränderlichen. Wir  haben  bisher  eine  Kurve  durch  eine 
Gleichung  y  ^  f{x)  oder  —  unaufgelöst  —  durch  eine  Glei- 
chung F(x,y)  =  0  in  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y 
dargestellt.  Aber  auch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 
(1)  oc  =  <p{t),      y  =  t(t) 

stellen  eine  Kurve  dar,  wenn  t  die  unabhängig  veränderliche 
Größe,  eine  sogenannte  Hilfsveränderliche  (oder  ein  Parameter) 
ist,  von  der  die  Koordinaten  x,  y  der  Punkte  der  Kurve  ab- 
hängen. Solche  Fälle  treten  z.  B.  dann  auf,  wenn  man  anzu- 
geben weiß,  welche  Koordinaten  ein  beweglicher  Punkt  zu  einer 
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beliebigen  Zeit  t  bat.  Wenn  man  aus  der  ersten  Gleichung  (1) 
die  Veränderliche  t  als  Funktion  von  x  berechnet,  also  die  m- 
verse  Funktion  t  =  ^(x)  bildet  und  sie  in  die  zweite  Gleichung 
einsetzt,  so  geht  die  gewohnte  Darstellung  von  y  als  Funktion 
von  X  in  der  Form  y  =  iIj(0 (x))  hervor. 

Es  entsteht  nun  häufig  das  Problem,  einen  Differential- 
ausdruck, der  in  bezug  auf  die  neue  Darstellungsform  (1)  einer 
Kurve  gefunden  worden  ist,  so  umzuformen,  daß  er  auch  für 
die  alte,  gewohnte  Darstellungsform  brauchbar  ist,  oder  auch 
umgekehrt.  Dies  aber  können  wir  leisten,  sobald  wir  die  Auf- 
gabe gelöst  haben: 

Gegeben  sind  die  Ableitungen  von  x  und  ij  als  FunMionen 
einer  dritten    Veränderlichen  t;    gesucht  werden  die    Werte  der 

Differentialquotienten 

dy       d-y 

dx'     dx^^  •  •  '' 

ausgedrückt  durch  jene  Ableitungen  na^ch  f. 

Hierbei  wollen  wir   die  Ableitungen  von  x  und  y  nach  t 

mit  Xj  x",  .  .  .  und  y,  y",  .  .  .  bezeichnen: 

dx ,        d'^x „  dy  ,        d^y  „ 

Jt~^'       d¥~^'"''        dt~^'       df-^y^'"' 

Es  ist  jetzt  y  die  Funktion  jp  von  t,  aber  t  die  zu  x  =  (p{t) 
inverse  Funktion  von  x.  Nach  Satz  11  in  Nr.  33  und  Satz  18 
in  Nr.  37  haben  wir  daher: 


Also  folgt: 
(2) 


dy dy     dt  ,       dt  .      dx 

dx        dt     dx  dx  *  dt 


^1  =  £ 
dx        x 


Hierdurch   ist   dy  :  dx  als  Funktion  von  t  gegeben.     Ersetzen 
wir  in  dieser  Formel  y  durch  y' :  x\  so  folgt  ebenso : 

,,     4^) „ 

'^  ^  dx^  dt~  ■  X  x^         ' 

weiterhin  ebenso: 

^/xy"  —  yx"\ 
(a:\    ^111  =      \        ^'^        J      i^  __  ^  {dc  y"  —  y'x")  —  ^x"  {x  y"  —  y  x") 
^  ^'    dx^  dt  '  x'~  "      x' 

usw. 
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Übrigens  ist  die  Darstellimgsform  y  =  f(x)  einer  Kurve 
ein  spezieller  Fall  der  Darstellungsform  (1).  Ist  nämlich. 
(p{t)  =  t  selbst,  so  wird  die  Form  (1)  diese:  x  =  t,  y  =  ip(t) 
oder  kürzer:  y  =  ilj(x).  Im  Falle  x  =  t  wird  aber  x  =  1, 
x"  =  0,  x"  =  0,  . . .  und  1/'  ==  dy:  dxy  y"  =  d^y :  dx^,  . . .,  so  daß 
jetzt  (2),  (3)  und  (4)  zu  Identitäten  werden,  wie  es  sein  muß. 
Ein  anderer  Spezialfall  geht  hervor,  wenn  wir  die  zweite 
Gleichung  (1)  in  der  einfachen  Form  y  =  t  annehmen,  da  dann 
die  Kurve  in  der  Form  x  =  cp  (y)  gegeben  ist,  also  in  der  zu 
y  =  f(x)  inversen  Form.  In  diesem  Falle  ist  y  =  1,  y"  =  0, 
y"  =  0,  .  .  .,  dagegen  x'  =  dx  :  dy,  x"  ^  d^x  :  dy^  .  .  .,  so  daß 
(2),  (3)  und  (4)  geben: 

d^x  dx  d^x  /d^x\^ 

(ly         1         d^y  dy'^  d'^^y  dy  dy^  \dy^} 

dx^  dx'      dx''  ^  ~  Tdxy      dx^  ^  /dxy 

dy  \dy)  \dy) 

Es  ist  oft  im  Hinblick  auf  die  Symmetrie,  Eleganz  und 
vielseitige  Verwendbarkeit  der  Formeln  vorteilhaft,  die  Hilfs- 
veränderliche t  nicht  zu  spezialisieren. 

Dieselben  Vorteile  wie  die  Hilfs veränderliche  t  gewährt 
das  Rechnen  mit  Differentialen  statt  mit  Differentialquotienten. 
Wenn  wir  nämlich  jetzt  wieder  unter  y,  y",  y"\  .  .  .  die  Ab- 
leitungen von  y  nach  x  verstehen,  also  nicht  die  Ableitungen 
nach  t,  wie  es  vorhin  geschah,  so  haben  wir: 

(5)  dy  =  y'dx,     dy'  =  y'dx,     dy"  =  y"'dx,  .  .  .. 

Diese  Formeln  gelten,  welche  Größe  auch  die  unabhängige 
Veränderliche  sein  mag,  nach  Satz  11  in  Nr.  33.  Die  erste 
Gleichung  gibt  wie  bekannt: 

Wenn    man    hierauf   die   Regel    von    der   Differentiation    eines 

Bruches   anwendet   (vgl.  dabei  Satz  12   in  Nr.  75),   so  kommt, 

welche  Größe   auch   die   unabhängige  Veränderliche  sein  mag: 

,   ,       dxd^y  —  dyd^x 

''y  =  —  dx' 

oder  nach  der  zweiten  Formel  (5)  durch  Division  mit  dx: 

m 
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Dieselbe  Regel  gibt  aufs  neue  angewandt: 

,    „       dx{dxd'^y  —  dyd^x)  —  Zd'x{dxd^y — dyd^x) 

^y  =  ^^4     -  - 

oder  nacb  der  dritten  Formel  (5)  durch  Division  von  dx: 
,^.  „r       dx{dxd^y  —  dyd^x)  —  Sd^x{dxd^y  —  dyd^x) 

(»)       y  = w~  dx' 

usw.  Man  erkennt,  daß  sich  y^"^  mittels  der  Differentiale  von 
X  und  y  bis  zu  denen  von  der  ti^^^  Ordnung  ausdrücken  läßt. 
Wenn  man  in  den  Formeln  (6),  (7),  (8)  usw.  das  Diffe- 
rential dx  konstant  wählt,  also  d^x  =  0,  d^x  =  0  usw.  an- 
nimmt, so  gehen  wieder  die  definierenden  Gleichungen  hervor: 
,_dy  ,,  _d^y  ,„  _  d^y 

y  ~  dx'  y  ^  dx''  y  ~dx^''"' 

94.  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  und 
neuer  abhängiger  Veränderlicher.  Wir  stellen  uns  nun 
die  folo-ende  Aufoabe: 

Wenn  x,y,z,...  Veränderliche  sind,  die  sämtlich  von  nur 
einer  unter  ihnen  abhängen,  und  ivenn  unter  ihnen  x  als  unab- 
hängige Veränderliche  betrachtet  wird,  so  sollen  in  einem  Äus- 
drucJce  V,  der  eine  Funktion  von 

dy     d^y  dz      d'z 

^'   y^    d^'   dP>  "  '  "'   dx'   dx'' 

ist,  die  Veränderlichen  x,y,0,...  gleich  Funliionen  von  anderen 
Veränderlichen  i,rj,^,...  gesetzt  und  unter  diesen  eine,  z.B.  §, 
als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  werden.  Wie  ist  der 
Wert  von  V  als  FunlUon  von  |,7^,^,  ...  ^md  den  Ableitungen 
von  rj,  ^,  ...  nacli  J  su  bilden? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  hat  man  zuerst  die 
Funktion  V  mittels  der  Formeln  der  vorigen  Nummer  so  aus- 
zudrücken, daß  darin  statt  der  Ableitungen  die  Differentiale 
erster  und  höherer  Ordnung  von  x,y,  z,  .  .  .  auftreten.  Als- 
dann ist  V  eine  Funktion  von  x,  y,  z,...  und  ihren  Differentialen. 
Nun  lassen  sich  aus  den  Gleichungen,  durch  die  x,  y,  z,  . . .  als 
Funktionen  der  neuen  Veränderlichen  definiert  werden: 

x===f\^,7i,i,...),  y^(p{i,y^,t,...),  z  =  i^(i,ri,^,...),  ... 
durch  Differentiation  die  Differentiale 

dx,  d^x, .  .  .  dy,  d^y,  .  .  .  dz,  d'^z,  ... 

[93,  94 


156  Kap.  IV.     Differentiation  unentwickelter  Funktionen. 

berechnen,  und  hierbei  ist  d^  als  konstant  anzunehmen.  Alle 
diese  Werte  sind  in  V  zu  substituieren,  und  damit  ist  die 
Aufgabe  gelöst. 

Beispiel:  Es  seien  x  und  y  die  recJdwinkligen  Koordi- 
naten der  Funkte  einer  gegebenen  Kurve,  wobei  x  als  unabhängige 
Veränderliche  betrachtet  ist.  Man  soll  bestimmeny  wie  der  Ausdruck 


bHZ)] 


transformiert  wird,  tvenn  man  an  Stelle  der  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten Polarkoordinaten  w,  q  einführt  und  co  als  unabhägnige 
Veränderliche  ansieht. 

Nach  Nr.  93  wird  der  Ausdruck  V  gleich 

y_      (ßx'±dy^^ 
dxd^y  —  dyd^x 

Die  unabhängige  Veränderliche  kann  dabei  irgend  eine  sein. 
Nun  ist: 

X  =  Q  cos  03,     y  =  Q  sin  w, 
also: 

dx  =  dQ  cos  (o  —  Q  sin  G)(:?(o,     dy  =  dQ  sin  to  +  ^  cos  G)d(D. 

Differenziert  man  von  neuem  und  nimmt  man  d(o  als  konstant 
an,  so  findet  man 

d^x  =  d^Q  cos  w  —  2  ^mcodQda  —  q  cos adco^, 

d^y  =  d^Q  sin  G9  -f  2  cos  co  dg  dco  —  q  sin  cjda^. 

Hieraus  folgt: 

dx'  -h  dy'  =  dQ'  +  Q'dcj', 

dxd^y  —  dyd'x  =  —  gd'Qdco  +  ^dQ^do  -\-  g'dcj^. 
Also  ist:  ^  r.4.(^Yf 

—  Qd^Qdco-\-~2~dQ^~d(a-\-Q^dco'^  2   i    o /<^^\*         ^'^ 

95.  Eine  neue  Anwendung.  Bei  der  Aufgabe  der 
Einführung  von  neuen  Veränderlichen  kann  auch  der  Fall  ein- 
treten, daß  die  ursprünglichen  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
als  Funktionen  der  neuen  gegeben  sind,  sondern  daß  sie  mit 
diesen  durch  gegebene  Differentialgleichungen  verknüpft  sind. 
94,  95] 
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Dabei  kann  es  vorkommen,  daß  die  gegebenen  Gleichungen 
zusammen  mit  denjenigen,  die  man  durch  Differentiation  aus 
ihnen  gewinnt,  hinreichen,  um  die  ursprünglichen  Veränder- 
lichen zu  eliminieren  und  auf  diese  Weise  den  Yorgelegten 
Ausdruck  zu  transformieren.  Auch  hierfür  wollen  wir  ein 
Beispiel    geben    und    denselben   Ausdruck    wie    oben,    nämlich 

dx* 

behandeln.  Es  soll  die  Form  bestimmt  werden,  die  er  annimmt, 
wenn  man  an  Stelle  von  x  und  y  zwei  andere  Veränderliche 
Q  und  s  einführt,  die  mit  diesen  durch  die  Gleichungen 

(2)  x'  +   if  =  q\ 

(3)  dx^  +  dy'  =  ds' 

verbunden  sind,  wobei  ds  als  konstantes  Differential  gelten 
soll.     Zunächst  transformieren  wir  wiederum   V  in 

(4)  Y=     Jdx'  +  dy'ß 

^    '  dxd^y  —  dyd^x 

Die  Differentiation  von  (2)  und  (3)  ergibt: 

(5)  xdx  -f  ydy  =  QdQ, 

(6)  dxd^x-\-dyd^y=^0. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (5)  erhält  man: 
xd^x  4-  yd^y  +  {dx''  -f  dxf)  =  dg^  +  gd^g 
oder  nach  (3): 

(7)  xd^x  -f  yd^y  =  gd'g  +  dg'-  -  ds\ 

Aus  den  Gleichungen  (3),  (5),  (6),  (7)  lassen  sich  dx,  dy, 
d^Xy  d^y  berechnen;  und  zwar  wird  aus  den  Gleichungen  (6) 
und  (7)  erhalten: 

{ydx  —  xdy)d^x  =  —  {gd^g  +  dg^  —  ds^)dyy 

{ydx  —  xdy)d^y  =  -\-  (gd'^Q  +  dg^—  ds^)dXj 


also 


^  ^  ydx  —  xdy 


[95 
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Nun  ist: 


ydx  —  xdy  =-y{x^  -\-  y^){dx^  +  dy^)  —  {;xdx  ^  ydyY, 
aach  {2\  (3)  und  (5)  glei 
(8)  dxd^y  —  dyd^x  = 


also  nach  (2),  (3)  und  (5)  gleich  QYds^—  dQ^,  daher: 


Q^ds^—  dQ^ 
Infolge  von  (4),  (3)  und  (8)  kommt  also: 


^  "gd^Q  -{-dg'—  ds"-  ~     d^Q       /^?V_  1 

96.  Einführung  von  mehreren  neuen  unabhängigen 
Veränderlichen.  Wir  wollen  jetzt  allgemeiner  einer  Funktion 
11  von  mehreren,  etwa  von  n  unabhängigen  Veränderlichen 
x^yX^,  ■  '  •  Xn  betrachten  und  untersuchen,  wie  Ausdrücke,  die 
u  und  die  Ableitungen  von  u  enthalten,  transformiert  werden, 
sobald  man  neue  unabhängige  Veränderliche  |^,  Jg,  .  .  .  1^^  ein- 
führt, d.  h.  sobald  x^,  x^,  .  .  .  x^  als  voneinander  unabhängige 
gegebene  Funktionen  von  n  anderen  Veränderlichen  ^^,  Ig?  •  •  •  5« 
aufgefaßt  werden.  Es  handelt  sich  also  darum,  die  partiellen 
Ableitungen  von  ii  nach  x-^,  x^^  .  .  .  x^  durch  die  von  ti  nach 
Jj,  I2;  •  •  •  ?„  auszudrücken.  Dies  ist  im  Grunde  genommen 
schon  in  Nr.  72  erledigt,  wo  u,  v,  tv,  .  .  .  statt  x^,  x^^  .  .  .  x^, 
ferner  x^y  X2,  •  .  .  x^^  statt  |^,  ^^y  -  ■  ■  ^n  ^^^^  /  ^^^^^  ^  gesagt 
wurde.  Aber  wir  wollen  noch  bemerken,  daß  die  Formeln 
durch  die  Benutzung  vollständiger  Differentiale  am  übersicht- 
lichsten werden. 

Denn  da  x^,  X2, . .  .x^  als  Funktionen  von  ^j,  ^3;  •  •  •  l„  auf- 
zufassen sind,  so  ist  n  eine  zusammengesetzte  Funktion  von 
li;  ^2}  •  ■  ■  ^n7  deren  vollständiges  Differential  in  den  beiden 
Formen: 

(1)  du=  ^1  d^,  +  ^1  d^2+-'-+  ^l  ^k, 

(2)  du  =  ^^_  dx,+  g^^  dx,  +  ---+g^^  dx„ 

geschrieben  werden  kann.    Wenn  wir  nun  aus  denjenigen  Glei- 
chungen, die  x^yX^,  .  .  .  x^  durch  |^,  I2?  •  •  •  S«  ausdrücken,   die 
Differentiale 
95,  96] 
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dx,=  grf|,+  ||rf|,+  ...  +11  di,,     {i=l,%...n) 

berechnen  und  in  (2)  einsetzen,  so  wird  der  Koeffizient  von  dXf^ 
nach  (1)  die  Ableitung  cu:cl^j  ausgedrückt  durch  1^,1^,...^,^ 
und  die  Ableitungen  von  u  nach  x^y  x.2,  -  .  .  x^.  Aus  den  so 
hervorgehenden  n  Gleichungen  lassen  sich  die  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  u  nach  x^^  x^,  .  .  .  x^^  berechnen 
als  Funktionen  von  Ij,  ^2?  •  •  •  S„  und  von  den  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  u  nach  1^,  l^?  •  •  •  ?«• 

Wir  können  auch  so  verfahren:  Wir  berechnen  zuerst 
Ij,  ^2?  •  •  •  ^»  ^^^  Funktionen  von  .r^,  x.2,  .  .  .  x^^  und  leiten  daraus 
die  Werte 

(3)         rf|,  =  ^|rf.-,+  ||rf^,+  ..-  +  g;rfa^„     (A-=1,2,...H) 

ab,  die  wir  in  die  Formel  (Ij  einsetzen.  Alsdann  wird  der 
Koeffizient  von  dx^  nach  (2)  die  Ableitung  cu  :  cx^,  ausge- 
drückt durch  x-^^  oi:.2,  .  •  •  x^^  und  durch  die  Ableitungen  von  u 
nach  ^1,  I2?  •  •  •  §w  Hierin  können  wir  dann  noch  für  x^.x^,...x^ 
ihre  Werte  in  ^j,  ^25  •  •  •  ^«  einsetzen. 

Auf  die  eine  oder  andere  Art  ergeben  sich  so  die  Ablei- 
tungen erster  Ordnung 

du        du  du 

als  Funktionen  von 

j,     <.  «.        ^t*         du  du 

bi,'?2.  •  •  •  ?«.     ^.^y      ^J^>-  •  •  ^^^^• 

Nun  kann  man  analog  weiter  schließen:  Wir  berechnen 
das  vollständige  Dijfferential 

o   du  7\   ^^  ?  ^'^ 

(4)  .du  ^,"  .  ,  ^""i      ^t  ,  ,  -^i     rlt 


worin  allgemein 


ex,      ai,  ^^*i  '    ai,  "^2  '        '    ai„ 


durch  ^j,  ^2;  •  •  •  ^«  ^^^  ^^^  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  von  u  nach  g^,  l^?  •  •  •  ?«  ausgedrückt  ist.  Setzen  wir 
in  (4)  die  Werte  (o)  ein,  so  muß  der  Koeffizient  von  dx^  die 
Ableitung  c'^u  :  cx^cXi  sein,  usw. 

[96 
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97.    Einführung  von  Folarkoordinaten  im  Räume. 

Wir  wenden  dies  anf  den  Fall  an,  daß  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  x,  y,  z  im  Räume  durch  PolarJ^oordinaten  r,  6,  ij) 
ersetzt  werden  sollen  vermöge  der  Gleichungen: 

(1)  X  =  r  sinö  cos  i^,     y  =  r  sin  Ö  sin  i^,     z  =  r  cos  6, 
die,  nach  r,  ö,  tg^  aufgelöst,  ergeben: 

(2)  r  =  yW+^V^,    cose=-^--V^-,    tg^  =  -|. 

yx-  -}-y^  -\-  z^  ^ 

Ist  u  eine  gegebene  Funktion  von  x,  y,  3,  so  stellen  wir  uns 
also  die  Aufgabe,  ihre  partiellen  Ableitungen  nach  x,  y,  z  aus- 
zudrücken durch  die  nach  r,  0,  i\).     Aus  (2)  folgt: 

T    xdx-\-  ydy  -{■  zdz 

sin  Qde  =  ^'^^^^^-::^-y^yy~--^^^ 

COS"t/>  x^ 

oder  mittels  der  Gleichungen  (1): 

dr  =  sin  0  cos  ipdx  -\-  sin  0  sin  i^dy  +  cos  ö^^, 
/Q\    \dd  =       cos  Ö  cos  ipdx  +    .  c<^s  ö  sin  i>dy ,  sin  6 dz, 

■j  1    sin  1p-,       ,1    cos  iL)    T 

t?i^  = .    l  dx  -{ .—-^  dy. 

^  r   sm  6  r    sm  6      ^ 

Substituieren  wir  diese  Werte  in  die  Gleichuntj 


so  kommt: 


7  du  j      s    du  j^    .    du  j  , 


(4) 


du       du    .     r.          ,     ,    du  cosd  coBil)  du   sin ip 

"o~"  =  ^-  sm  ö  cos  ?/^  +   on   ö-^ --n  y 

dx       dr                    ^        dO          r  dip  r  sind  ^ 

du       du    '     r^    .      .    ,    du  cos  ö  sin  i/>  ,    du   cos  i/> 

0  2/        3 ^'                     ^        dO           r  dip  r  smd' 

du       du         ci       du  sin  Q 
'A—  =  K—  cos  c/  —  ^  „  • 


Um  die  vollständigen  Differentiale  dieser  Ableitungen 
erster  Ordnung  von  u  zu  bilden,  berechnen  wir  zunächst  die 
partiellen  Ableitungen  der  Werte  (4)  nach  r,  0,  ip.  So  ergeben 
sich  die  drei  Formelgruppen: 

»7J 
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dx 
er 


o  du 

0  7^- 

cx 


d  u  cos  6  cos  ip 

de       »^ 


^  2  siu  ö  cos  ^  + 


+ 


cd 


.^^siiiöcos^  +  ^^. 


c'^ii   cos  6  cos  i/> 
0  u    sin  i/> 

c^u  cos  ö  cos  1p 


C'U     smi/; 
dr'dip  r  sin  ö 


C7  -  u     sm  i/> 


aöav»  rsinö 


,    du         f.  ,        ^  tt  sin  ö  cos  Tl)    ,    du  cos  Ö  sim/> 


r^OU 


,.du 
^2/ 


;.-—-;  sm ö  COS T^  +  7^„..  , 


dip     r  sin*  ß    ' 
^'i*    cos  ö  cos  T/)        d^u    sin  T/> 


^  T/>*  r  sinö 


du    .     ^    .      ,        du  cos  ö  sin  1/)        ^ ifc    cos  ib 

TT-  Sin  ö  sm  i/;  —  7^ ~  —  5—  — .-^ ; 

er  ^        cd  r  dip  r  BinO^ 


d'u    . 


dr         dr^  ^    '    er 


d^u    cos  0  sin  i/>  ^^t*     cos  ip 


de        r 

duGOüGsinip       du    co&ip 
cd  r^  dip  r-sin0' 


+ 


drd"^  r  sin  0 


c  tc 
dy 


d'u 


-^fT  =  ^-^T^a  Sin  Ö  sm  1^  + 


^-M  cos  0  sin  !/>         d^u     cos  i/> 


de 


drde 


de- 


4- 


dedip  r  sin0 


,    ^  t*         ^    .      ,         ^ i«  sm  0  sin  i/>        du  cos  0  cos  tp 
dr  ^        de  r  dip     ram^e 


du 
dy 


C-U         '       ck      •         ,1         ' 


d^u    cos  0  sin  i/>        d'^u    cosip 


drdip 

\    du    .    ^  •     , 

+  ^  sm  U  cos  p  + 


^0^1/;  r 

du  cos  0  cos  xp 
de  r 


"^  at/^2  r  sin0 
c  H    sin  j/^ 
d-Jp  r  sin  0  ' 


a0~ 

dz 


d^u  ri  d^u    sin  0    ,    ^?tsin0 

^r-  erde     r       '    <70     r- 


^^«           ^        ^-«  sin  0        ^^(     .     ^ 
c^^c5~^  COS  t/  —  ^-^     ^-  sm  6 

erde  de-     r  dr 


d^u  ^  c^u    sin0 

^     r.  ,    cos  C^  —   o-^--7 


^  u  cos  0 
f0"  ~r~ 


Addieren  wir  die  Gleichungen  (5),  nachdem  wir  sie  zuvor 
mit  den  entsprechenden  Gleichungen  (3)  multipliziert  haben,  so 
geht  das  vollständige  Differential  von  cu  :  ?x  hervor,  und   die 

Sorret-Scheffers,  Diff.-u.  Integral-Kechuung.  I.  4.  u.  5.  Aufl.        11  föT 
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darin  vorkommenden  Koeffizienten  von  dx^  dy,  dz  werden  die 

gesuchten  Werte  von 

d^u       d^u         d^u 
dx*^    dxdy^    dxds' 

Ebenso  ergeben  sich    die   übrigen    partiellen  Ableitungen 

zweiter  Ordnung,  wenn  die  Gleichungen  (6)  oder  (7)  mit  den 

Gleichungen  (3)  multipliziert  und  alsdann  addiert  werden: 

d'U        d^ii    '    9n        9  ,    ,    c»    d'^u    sin0  C08Ö  cos^iZ)        .^    d^u    sini/jcosTi; 

^  i  ==  5-^  sm^Ö  cos^i^'  -h  2  ^-^^ ■'—  ^  —  2  ^  w-, — -- 

dx^       cr^  droB  r  drot^         r 

d^u  cos^d  COB^'^        ^    C^u    cosö  sini/.' cosi/^        c'^u     sin*i/j 


dS^  r*  aaai/^  r^sinö  '    a^/^^r^sin^Ö 

du  cos'ö  cos*'i/^-{-8in''V'  j^du  (sin^i/j  — 2sin'öcos*z/))cosö  _,    i)  ^^  sini/;  cosi/; 
■^  är  r  ^d~e  r*sin~Ö  "^  ^  F^/^    r^  sin'ö  ^ 

d'U         d^u    •    9n    •      ,           ,    .    f»    ^*w  sinö  cos 0  sin  1/)  COSI/)   ,      c^u    cos-ii? — sin*i/>| 
S^T»  =  ar«  sm'esin4.cos^.  +  2  ^~g^ ^ -+SrU      — ,—  " 

a*u  co8-0siui^  cosii'  j^     d^u    (cos^ip  —  sin-^;)  cosö        d^u  sini/?  coaip 
H-  ^ö«  p  r  'fß^^,  r'^sinö  ~  cip-     r-  sin^ö" 

3w  sin'0sini/;co8i/^       ^m  (1 -|- 2  sin*ö)  cosÖ  sini/)  cost^       ^t*  cos*t/j  — sin*-^ 
~  är  r  ~  d'e  Plmö  ä^        rQn-ö" 

a*t*         a*w    ...         .1  ,     ,      d^u  (cos^Ö  —  sin^ö)cosi/)         c*^w    cos  Ö  sin  i/) 

dxdz        CT*  '    orcB  r  drcip     rsinö 

a^w  sin 0  cosö  cos  i/j         d^u    sini^ 

""  de'-        P"        "^  aeäv'  "»•* 

^M  sinÖ  cos  0  cos  1/'        ^u  (co8*0  —  sin'0)  cosi/> 

a*t*        ^'^<    •    9/1    •    9  ,     ,0    ^*t*    sin0cos0  8in*i/)    ,    ^    ^-t/    sint/^  cosii» 
<7i/*       rr*  ^    '        er  36  r  '       ^r^ii'  '" 

^"1*  008*0  sin-^        4^    a*u    COS0  sini/^cosi/j        ^'t*   cos-i/j 
■*"  äö*  r«  •"      a0Fi/^         PSe  ^  ä^  r«sin'0 

,    auco8'0  sin*^ -f  cos-1/^      at«(co8'VJ — 2sin'0  sin-i/?)  cos0      ^^  <?  w  sin i/[>  cos  i/j 
"'"  ar  >"  '^dS  "^~"r*sin0      '  ~ "  äv^    r*sin-0   ' 

d^ii         d'u    .    ,.        /i    •     ,     ,      ^*<*    (co8*0  —  sin*0)  sini/j    ,      c-u    cos0  cosi/j 
dycz       or^  drdO  r  '    drdrb      rsin0 

^"U  8in0  COS0  sini/)  ^'M    cosi/j 

~"  äö»  r*  ä0ät  ~»^' 

dik  sin0  COS0  sini/>       ^u  (cos*0  —  sin'0)  sini/j 
"  är  r  '  ~  de  r*  ' 

a*u  _  ?'?/        >,^       rt    ^'^    sin0co80       a*u  sin-0 

^M  8in*0  j^i^du  sin0cos0 

■^  ä7  ^T"  +  ''de      P 
97] 
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98.    Der  Ausdruck  ^  +  7-4  +  ^.    Man  kanndie  bei 

doc^      cy^      cz- 

der  Einführung  neuer  Veränderliclier  notwendigen  Rechnungen 
manchmal  abkürzea,  indem  man  sieh  gewisser,  den  Problemen 
angemessener  Kunstgriffe  bedient.  Um  von  solchen  Verein- 
fachungen einen  Begriff  zu  geben,  wollen  wir  eine  Aufgabe 
behandeln,  deren  Lösung  für  verschiedene  mathematische  Theo- 
rien nützlich  ist:     In  den  Ausdruck 

wollen  wir  an  Stelle  der  rechtwinkligen  Koordinaten  it',  i/,  s 
die  Polarkoordinaten  r,  ö,  i^  einführen,  ohne  die  allgemeinen 
Formeln  der  vorigen  Xummer  anzuwenden. 

Da  zwischen  x,  y,  z  und  r,  ö,  }\)  die  Beziehungen 

(2)  X  =  r  sin Q  cos  ^',     y  =  r  sin  ö  sin z^,     z=r  cos  ö 
bestehen,    so   können    wir  die    neuen   Veränderlichen  nachein- 
ander  in   zwei  Schritten   einführen.      Zuerst    nämlich   behalten 
wir  z  bei  und  führen  q  und  i^-  ein  vermöge: 

(3)  X  =  Q  cos^,     y  =Q  sin  ^, 

so  daß  p,  1^»  und  z  die  neuen  Veränderlichen  werden.  Alsdann 
behalten  wir  x^?  bei  und  führen  r  und  0  ein  vermöge: 

(4)  z  =  r  cos  6,     Q  =  r  sin  6. 

Die  Formeln  (3)  und  (4)  zusammen  kommen  auf  die  Formeln 
(2)  hinaus.  Wir  bemerken  vorweg:  Die  Formeln  (3)  und  (4) 
zeigen,  daß  sich  x  und  y  ebenso  durch  q  und  Jp  ausdrücken  ivie 
z  und  Q  durch  r  und  6.  Hiervon  machen  wir  nachher  zweck- 
mäßigen Gebrauch. 

Zuerst  also  behalten  wir  z  bei  und  führen  statt  x  und  y 
die  neuen  Veränderlichen  q  und  t  vermöge  (3)  ein.  Es  handelt 
sich  dabei  nur  um  die  Umformung  der  beiden  ersten  Summanden 
von  S.     Weil  nach  (3) 

Q  =  yx^  -{.  y^^     ijj  =  arc  tg  -^ 

ist,  so  folgt: 

-,          xdx-^ydy  ,    ,      ,      .      ,    , 

dg  =  — ^^^  =  cos  ip  dx  -f  sin  ^  dy, 


y,        xdy  —  ydx  sini/j    ,       ,    costi;    ■, 
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woraus  einzeln  hervorgeht: 

dy 


dx 
Also  ist: 

(■'">) 


dQ  ,  CQ 

COSl^^ 


sin*,     3^ 


sin  T/; 


dy 


cos  l/> 


^t* duCQ.cudip  du  d  usinip 

dx       dg  dx       dipdx       dQ  dip     q 

du       dudo    ,    dudip       du    .     ,    ,    ducosib 

^-  =  7^  5     +  Q  ,  ö^  =  -^~   sin  1/;  H ^ 

dy      OQ  oy       oipdy      oq 


dil>     Q 

Diese  Formeln  gelten  für  jede  Funktion  u  von  x^  y,  z, 
also  auch^  wenn  in  der  ersten  Formel  u  durch  dw.dx  und  in 
der  zweiten  n  durch  dw.dy  ersetzt  wird^  so  daß  folgt: 

d^u d   /du\  d    /duXsinip 

dx'  ~  rg  \dx)  ^^^ ^  "  ^  [d^l     Q    ^ 
d'u  _   d  /du\     .     1  j_   d    /du\  cosip 

Wd~Q  Kd^l  ^'^ "^  +  ai/.  Wy)   Q   ' 

Hierfür  aber  läßt  sich,   da  il^  bei  der  partiellen  Differentiation 

nach  Q  als  Konstante  zu  behandeln  ist,  schreiben: 

d'u        d   (du  ,\    1     1    ^   /      du    .       \    ,    ducoaip 

dx'       dQ\dx  /        Q  dip\     ex        ^ /    ^    dx     q     ^ 

d'u        d   /du    .      ,\    ,     1    d   (du  \    .    du^iwib 

^-^  =  ^-   "o-   sin  i^    H A--   7^  cos  i/;    +  ^- 

dy^       dqXdy        ^J        q  d^\cy        ^J    '    dy     q 

Addieren  wir  diese  Werte,  so  treten  die  Summen 

du  ,    ,    du    •      ,  1 

ö—  cos  ih  -\-  ,.  -  sm  ih     und 

dx  dy 

auf,  deren  Werte  nach  (5)  gleich 

du  , 

TT-     und 


,.  -  Sin  ^  +  7^  cos  tb 
dx  cy 


cu  1 

dil^  Q 


sind.     Folglich  kommt: 

d'^u 


(6) 


^OJ-  ^2/^         dq'  q""  C'lji 


1   d'u        1  du 

2   öTTy     I 


C    dQ 


Wenn   wir  also   z  beibehalten,   aber  x  =  q  cos  ^  und  y  = 
()  sin^  setzen,  so  wird: 


(7) 


'^  ~  äp*  +  7« a^«  "^  ?  a 9  "^  dz' 


Jetzt  führen  wir,  indem  wir  i/^  beibehalten,  statt  ^  und  q 
vermöge  (4)  die  neuen  Veränderlichen  r  und  0  ein.     Weil  die 
Formeln  (4)  aus  (3)  hervorgehen,  wenn 
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Xj  y,  Qy  ip     durch       z,  p,  r,  6 
ersetzt     werden,     so     folgt,     daß     analog     (6)     die    Beziehung 
besteht : 

d^u     d^u  _  d^u      1  d^u      1  du 

dz''  "^  dg*       dr^  "^  r^de^  "*~    r  dr' 
ebenso,  daß  analog  der  zweiten  Gleichung  (5)  die  Beziehung  gilt: 

dtt       du    .    r^    ,    du  cos  0 

dg        dr  '    dd     r 

Diese  beiden  Ausdrücke  treten  in  (7)  als  Summanden  auf. 
Also  ist: 

^_  ^**  _]_   ^  ^*^  4.  Jl^"  j_   ^  ?1^  4-  ^J*!^    I    ^CO80 
^  ^  dr~'  '^  r'  d'B^  "^  r  dr  "^  p^^anT«  "^  ^r     p     "^  a©    rp   * 

Setzen  wir  schließlich  noch  q  =  r  sin  d  aus  (4)  ein,  so  kommt 
in  anderer  Anordnung  der  Glieder  die  gesuchte  Formel  heraus: 

—  ärä  +    r  dir  "^  r*"sin"«Ö  dtp-  "^  r^  ^0^  "^  r*  sin  0  ^  0  ' 


Da  übrigens 

c 
~dr' 


cHru)        d        du    .      \  c-u    .    t.  du 

^?-  \    ^r     '      /  dr-    '       dr 


und 

ist,  kann  man  auch  schreiben: 

*    ^  —  ^     ^r*"  "^  8in20äi/>*  "^  sin0  dd 

Bei  den  Anwendungen  ist  es  oft  zweckmäßig, 

u  =  cosö 

als  Veränderliche  statt  6  einzuführen.     Da  dann 

du       du  du  .    f.du         1  ■    ^du  ,.  2\  ^  ** 

3-5  =  w-j^=  —  sinö^— ,     also     sm  c/  ^^  =  —  ( 1  —  ^  )  ö— 
^0       d\i  äQ  d^i'  dO  ^         ^  ^  0 II 

ist,  so  folgt: 


d 
dd 


(sin 41)  =  -  sinö  ^^(dnöfl)  =  smö,^[(l  -  .^)  g], 
SO  daß  kommt: 
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99.  Allgemeine  Einführung  neuer  unabhängiger 
und  neuer  abhängiger  Veränderlicher.  Das  in  gewissem 
Sinne    allgemeinste   Transformationsproblem   ist   das  folgende: 

Es  seien  x^y  x^,  .  .  .  x^  die  unabhängigen  Veränderlichen 
und  «/i,  y^i  ■  •  '  Vm  f^on  ihnen  abhängige  Veränderliche.  Ferner 
sei  V  eine  Funktion  der  x,  der  y  und  der  partiellen  Ableitungen 
der  y  nach  den  x  bis  zu  einer  beliebigen  Ordnung.  Es  sollen 
neue  n  ^  m  Veränderliche  l^,  l^,  .  .  .1^^,  t}^,  rj^,  .  .  .  ^^^^  eingeführt 
tverden,  indem  die  x  und  y  gleich  n  +  m  voneinander  unab- 
hängigen gegebenen  Funktionen  der  J  und  rj  gesetzt  werden: 

(1)  X,  =  ^,.(Ji,  .  .  .  |„,  rj^,...  rjj        (^  =  1,  2,  .  .  .  n), 

(2)  yk  =  Mii,    -'L,  Vi,---  Vj        {k=l,  2,...  m). 

Diese  Gleichungen  sollen  also  nach  Satz  3  in  Nr.  79  auch  nach 
den  I  und  ri  auflösbar  sein: 

(4)  ri,  =  W^{x^..  .  .  x,,^,  y„...  yj       (1=1,  2,...  m). 

Stellen  wir  uns  unter  den  y  irgend  tvelche  Funktionen  der 
X  vor,  so  werden  die  ^  und  y]  nach  (3)  und  (4)  Funktionen  der 
X  allein.  Wir  nehmen  insbesondere  an,  daß  auch  dann  noch 
die  n  Funktionen  (3),  die  nunmehr  x^,  x^,  .  .  .  x^  auch  in  t/j, 
y-iy  -  -  -  ym  enthalten,  voneinander  unabhängige  Funktionen  von 
x^y  x^y  .  .  .  x,^^  seien,  so  daß  wir  sagen  können,  daß  vermöge  (1) 
und  (2)  oder  (3)  und  (4)  solche  n  -\-  m  neue  Veränderliche 
5  und  1]  eingeführt  werden,  von  denen  wir  nunmehr  die  ^  als 
unabhängige  Veränderliche  betrachten  dürfen,  während  die  r] 
von  den  |  abhängen.  Die  soeben  gemachte  Voraussetzung 
bedeutet  nach  Satz  4  in  Nr.  80,  daß  die  Funktionaldeter- 
minante der  O  nach  den  x  unter  der  Annahme,  daß  die  y 
irgend  welche  Funktionen  der  x  bedeuten,  von  Null  verschieden 
sein  soll.  Diese  Determinante  ist  >^- reihig  und  hat  als  i*®^  Glied 
der  /®^  Zeile  dieses: 

^'  ^  d  X.       dy,  dx.  '^  dy.dx.'^  dy^  ex.  ' 

Wählen  wir  z.  B.  die  y  gleich  Konstanten,  so  reduziert  sich 
die  Funktionaldeterminante  auf  die  der  Größen  dQji'oXi,  so 
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daß  wir  also  voraussetzen^  daß  die  Funktionen  O  in  (3)  hin- 
sichtlich x^,  x^j  .  .  .  x^  allein  voneinander  unabhängig  seien: 

X^    X.j    •  '  •  x^i 

Ist  diese  Voraussetzung  erfüllt,  so  ist  auch  diejenige  Deter- 
minante, deren  allgemeines  Glied  in  (5)  angegeben  wurde,  für 
beliebige  Funktionen  y  der  x  nicht  gleich  Null. 

Wollen  wir  nun  in  V  die  neuen  Veränderlichen  ^,  ri  ein- 
führen, so  müssen  wir  finden,  wie  sich  die  partiellen  Ableitungen 
der  y  nach  den  x  durch  die  der  y\  nach  den  %  ausdrücken. 
Dazu  verfahren  wir  so:  Von  (1)  und  (2)  bilden  wir  die  voll- 
ständigen Differentiale: 

1    ^  1  1     -'         1 

indem  wir  uns  zur  Abkürzung  der  Formeln  des  Summen- 
Zeichens  Z  bedienen,  dessen  Bedeutung  definiert  wird  durch: 

1 

Da  die  ry  Funktionen  der  ^  sind,  die  y  Funktionen  der  x,  so 
haben  wir  einzusetzen: 

so  daß  sich  ergibt: 

71  ra 

(6)  ä.^-2i^+^M)'^'      (-1,2,...«), 

l  J  l  J 

n  n  VI 

(-')    ^^'^--DiPH+UW^^    (^=1,2,....). 

1  1  -^  1  -^ 

Nach  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  die  Funktional- 
determinante der  cp  hinsichtlich  der  |  nicht  gleich  Null,  daher 
auch  nicht  die  >i- reihige  Determinante,  deren  f^^  Glied  in  der 
i^""  Zeile  gleich 

in 
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ist.  Die  n  Gleichungen  (6)  sind  folglicli  nach  d^^^  d^^,  .  .  .  d^^^ 
auflösbar.  Sie  ergeben  für  diese  Differentiale  Ausdrücke  von 
der  Form: 

(8)     d^.  =  aj^  dx^  +  c^^.2  dx^-] \-  a^^  dx^      (j  =1,  2,...n), 

worin  die  a  Funktionen  der  ^,  t]  und  der  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  der  rj  nach  den  |  sind.  Wenn  wir  sie  in  (7) 
einsetzen,  so  gehen  n  in  dx^,  dx^,  .  .  .  dx^  lineare  Gleichungen 
hervor,  in  denen  jedes  dx-  links  denselben  Koeffizienten  wie 
rechts  haben  muß,  weil  dx^,  dx^^  .  .  .  dx^  beliebige  Konstanten 
sind.  Wir  gelangen  durch  Vergleichen  dieser  Koeffizienten  zu 
Gleichungen  von  der  Form: 


:,    ZJ \d  ij  ^^dn,d I, ;  "n      U  =  1,  2, . . .  m] 


Hiermit  sind  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  der  y 
nach  den  x  ausgedrilcM  durch  die  |,  die  r]  und  die  partiellen 
Differentialquotienten  erster  Ordnung  der  r]  nach  den  |.  Wir 
wollen  diese  Ausdrücke  symbolisch  so  schreiben: 


■^  ki  \^l}  •  •  •  ^n)     '/l »  •  •  •   '/jn  ?     ^  |    ^  dt    I 


Um  nun  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  der 
y  nach  den  x  zu  berechnen,  bilden  wir  hiervon  das  vollständige 
Differential: 

worin  wir  wieder 

1       j 
und  außerdem 

dn  d^n  c'-ri  d'v 

'^'  ?'    =  ?AV  ^^1  +   7.P    i^  ^^2   +  •  •  •  +    ..    A      ^In 
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einsetzen.  Alsdann  treten  rechts  nur  die  Differentiale  d^^,...d^^^ 
auf,  für  die  wir  wieder  die  Werte  (8)  substituieren.  Nun  geht 
eine  in  dx^,  .  .  .  dx^  lineare  Gleichung  hervor,  bei  der  die  Koeffi- 
zientenvergleichung  links  und  rechts  ohne  weiteres  die  ge- 
suchten Ableitungen  zweiter  Ordnung  der  y  nach  den  x  liefert. 
Entsprechend  finden  wir  die  höheren  Ableitungen. 

100.  Die  Legeudresche  Transformation.  Es  kann 
auch  vorkommen,  daß  man  Größen  als  neue  Veränderliche  ein- 
führt, die  mit  den  ursprünglichen  Veränderlichen  durch  Diffe- 
rentialgleichungen verknüpft  sind.  Im  Falle  ei7ier  unabhängigen 
Veränderlichen  gibt  Nr.  95  ein  Beispiel,  im  Falle  zivei&t'  un- 
abhängiger Veränderlicher  wählen  wir  als  Beispiel  eine  von 
Legendre  zuerst  benutzte  Transformation,  die  in  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  angewandt  wird. 

Verstehen  wir  unter  z  irgend  eine  Funktion  von  zwei  un- 
abhängigen Veränderlichen  x  und  y,  so  werden  auch  ihre 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x  und  y,  die  wir 
wieder  mit  p  und  g  bezeichnen  wollen,  Funktionen  von  x 
und  y  sein.  Wir  können  sie  daher  als  neue  unabhängige  Ver- 
änderliche benutzen,  sobald  sie  voneinander  unabhängig  sind, 
d.  h.  sobald  die  Funktionaldeterminante 

I  dp_  dp  d^z    c^z 

Jxdy    ^      Tx^  dxdy    ^  d^z  d^z  _  /  c'zy      . 
dq  dq  c^     d^    '~  dx^  dy^        \dzdy)  +  ^ 

\dx  dy\       I  dxdy  dy^   \ 

ist.  Dies  wollen  wir  voraussetzen.  Alsdann  dürfen  wir  ferner 
irgend  eine  Funktion  von  x,  y,  z^  p,  q  als  neue  abhängige 
Veränderliche  betrachten,  da  sie  ja  als  Funktion  von  x  und  y 
allein  aufzufassen  ist,  weil  z,  p  und  q  Funktionen  von  x  und  y 
sind.  Die  Legendresche  Transformation  besteht  nun  darin,  daß 
p  und  q  als  neue  unabhängige  und 

u  =  px  -\-  qy  —  z 

als  neue  abhängige  Veränderliche  dienen  sollen.  Es  handelt 
sich  daher  darum,  die  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  durch 
Pj  q,  u  und  durch  die  Ableitungen  von  ti  nach  p  und  q  aus- 
zudrücken.    Die  von  erster  Ordnung  sind  schon  durch 
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Wo  z  dz 

in  der  gewünschten  Weise  ausgedrückt.  Um  es  auch  mit 
denen  von  zweiter  Ordnung  zu  tun^  betrachten  wir  die  voll- 
ständigen Differentiale  der  ursprünglichen  und  der  neuen  ab- 
hängigen Veränderlichen  z  bzw.  u\ 

dz  ==  pdx  +  qdy,     du  ==pdx  -f-  qdy  —  dz  -\-  xdp  +  ydq, 

von  denen  sich  das  zweite  wegen  des  ersten  auf 

(2)  du  =  xdp  -j-  ydq 

reduziert,  so  daß 

ist,  wenn  ii,  wie  verlangt,  als  Funktion  von  p  und  q  aufgefaßt 
wird.     Bei  derselben  Auffassuns:   bilden  wir  hiervon  weiterhin 


ö 


die  vollständigen  Differentiale: 

(4)  g-^,dp  +  -g-j^dq=^dx,     -^j-^^^dp  +  ^^dq^dy. 

Andererseits  bilden  wir  von  (1)  die  vollständigen  Differentiale, 
indem  wir  z  als  f^unktion  von  x  und  y  auffassen: 

(5)  g  dx  +  /J^  dy  =  dp ,     gg^  dx  +  ;'^",  dy^dq. 

Setzen  wir  hierin  die  aus  (4)  folgenden  Werte  von  dp  und 
dq  ein,  so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  in  dx  und  dy,  die 
für  alle  Werte  von  dx  und  dy  gelten  müssen.  Die  Yerglei- 
chung  der  Koeffizienten  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  gibt 
alsdann  sofort: 

W         ä^  —  Adq^'     dxdy  ~       A  dpd.q'     dy'  ~  A  dp-' 
wo   zur  Abkürzung 


dp^dq^  \dpdq) 


gesetzt    worden    ist.      Durch    (6)    werden    die    partiellen    Ab- 
leitungen   zweiter   Ordnung    von  z   nach   x   und   y    dargestellt 
mittels    der    partiellen    Ableitungen    zweiter    Ordnung    von    w 
nach  p  und  q. 
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Wollen  wir  umgekehrt  die  Ableitungen  von  u  nach  p 
und  q  durch  die  ursprünglichen  Veränderlichen  x,  y,  z  und 
die  Ableitungen  von  z  nach  x  und  \j  darstellen,  so  haben  wir 
nach  (3)  und  (6): 

du 


(7) 


ou 

oy  '        Cq 


*^  =  A  — 

cp^  ~~      dy-^ 

woraus   dann   folgt,   daß 

1  ^  c-z  d-z 

ist. 


y 


o^z 


cpdq  dxdy^ 


dhA 


0^ 

dx' 


\dxdy) 
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Fünftes  Kapitel. 
Entwicklung  der  Funktionen  in  Potenzreihen. 

§  1.    Über  Uli  endliche  Reihen  überhaupt. 

101.  Definition  der  Konvergenz.  Unendliche  Beihe 
nennt  man  eine  endlose  Folge  von  Zahlen,  die  nach  irgend 
einer  Vorschrift  nacheinander  zu  berechnen  sind.  Wir  be- 
schäftigen uns  in  diesem  Kapitel  nur  mit  solchen  unendlichen 
Reihen,  deren  Glieder  sämtlich  reell  sind,  vgl.  Nr.  2. 

Definition:  Eine  unendliche  Beihe  Uq,  %,  U2,  u^,  ...u^,  . . . 
heißt  konvergent,  wenn  die  Summe  der  n  ersten  Glieder 

^«  =  ^0  +  ^<i  +  ^2  H H  «*„_i 

hei  unbegrenzt  wachsendem  Index  n  einen  bestimmten  endlichen 
Grenzwert  S  hat.  Ist  dies  der  Fall,  so  heißt  S  die  Summe 
der  Beihe.     Andernfalls  heißt  die  Beihe  divergent. 

Beispiel:   Bei   der  geometrischen  Progression  a,  ax,  ax^. 


r^,  .  .  .  ax'\  ...  ist 


;S,  =  a(l  -f  ^  -h  ^2  +  •  •  •  +  X-')  =  ^_^_^  (1  -  X-). 

Im    Falle     rr|  <  1    ist    der   Grenzwert   von    x^   für   unbegrenzt 
wachsendes  n  gleich  Null  und  daher 

lim;^.  =  r-'^. 


Die  geometrische  Progression  konvergiert  also  für  x  <  1. 
Offenbar  ist  sie  divergent  für  x  >  1,  da  dann  x"-  und  mithin 
auch  S^  für  unbegrenzt  wachsendes  n  nach  Unendlich  strebt. 
Für  o;  =  +  1  ist  S^  =  na,  also  der  Grenzwert  Unendlich.    Für 

X  =  —  1   ist  S^  =  a{l  —  1  -\-  1 •  +  1);   so   daß  /S„  keinen 

bestimmten  Grenzwert  hat.     Daher: 
lOl] 


§  1.     über  unendliche  Reihen  überhaupt.  173 

Satz  1:  Die  geometrische  Progression  a.  ax,  ax^, . . .  ax^, . . . 
liOnvergieH  dann  und  nur  dann,  wenn  \x  <il  ist.  Sie  Jmt  als- 
dann die  Summe  a  :  (1  —  x). 

102.  Kennzeichen  der  Konvergenz.  Die  Summe  der 
n  ersten  Glieder 

Sn  =  ^^0  +  ^h   H ^%-l 

einer  unendlichen  Reihe  Uq,  u^,  .  .  .  u^,  .  .  .  ist  eine  FunUimi 
des  Index  n,  dessen  Variabilitätsbereich  der  aller  ganzen  posi- 
tiven Zahlen  ist.  Nach  der  in  Nr.  18  gegebenen  Definition 
des  Grenzwertes  für  unbegrenzt  wachsende  Werte  der  Veränder- 
lichen ist  die  Aussage,  daß  die  Reihe  konvergiert,  d.  h.  eine 
bestimmte  endliche  Summe  S  hat,  mithin  gleichbedeutend  mit 
dieser: 

Wird  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  ö  vorgegeben,  so 
gibt  es  stets  einen  Index  n  derart,  daß 

S„,-S  <0 
wird   für  jedes  ganze  positive  w,   das  mindestens  so  groß  wie 
n  ist,  also  für  m  =  n  -\-  p,  so  daß  für  jedes  ganze  positive  p 

wird,  insbesondere  auch  für  p  =  0: 

S„-S  <0. 
Hieraus  ziehen  wir  einen  Schluß:  Nach  Satz  2  in  Nr.  4  ist 

so  daß  folgt: 

(1)  'S.^,-S„<2s. 
Bezeichnen  wir  2ö  mit  t,  so  sehen  wir  also: 

Wenn  die  unendliche  Reihe  konvergiert,  so  gibt  es  zu 
jeder  beliebig  kleinen  vorgeschriebenen  positiven  Zahl  r  einen 
Indexwert  n  derart,  daß  die  Summe  von  beliebig  vielen  aufein- 
anderfolgenden und  mit  u^^  beginnenden  Gliedern  w„,  u„^i,  •  •  • 
w„+_p_i  der  Reihe  zwischen  —  r  und  +  r  liegt: 

(2)  -  T  <  u„  +  u„^^  +  •  •  •  +  IK+p-l  <  ^' 

Jetzt  woUen  wir  die  Betrachtung  umliehren.  Wir  setzen 
nicht  mehr  voraus,  daß  die  Reihe  konvergiere.  Dagegen  soll 
es   zu  jeder  beliebig  klein   gewählten   positiven   Zahl  r   einen 
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Index  wert  n  derart  geben,  daß  für  jedes  positive  ganze  p  die 
Bedingung  (2)  erfüllt  ist.  Wir  wollen  beweisen,  daß  die  Reihe 
alsdann  konvergiert. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  irgend  eine  solche  endlose 
Folge  von  lauter  beständig  abnehmenden  positiven  Zahlen 

Ti  >  T2  >  "^3  >  •  •  •  >  '^t  •  •  •? 
die  nach  Null  strebt  (wie  z.  B.  die  Folge  1,  ^j^,  V3, . . .  Vi,  •  •  •)• 
Es  seien  n^^n^jn^, ..  .n^,. . .  diejenigen  zu  diesen  Werten  von  t 
gehörigen  Indexwerte,  für  die  die  zugehörigen  Voraussetzungen 
(2)  bestehen,  so  daß  allgemein 

ist,  wofür  wir  auch  schreiben  können: 

^n,-^i<^m<^n,-\-'^i     ^^r    m>n^, 
^n,--'^2<^m<'\+'^2     ^^r    ni  >  n^, 

Sn-'^S<Sm<Sn.+  ^3       für      m>^3, 


(3) 


^n,  -  ^i  <  ^m  <  ^\.  +  h     für     m  >  n, , 


Betrachten  wir  jetzt  die  Reihe  der  Zahlen: 

Die  erste  wollen  wir  mit  p^  bezeichnen,  die  größere  von  den 
beiden  ersten  mit  2h ,  die  größte  unter  den  drei  ersten  mit  p^ 
usw.,  allgemein  die  größte  unter  den  /  ersten  mit  p..  Ferner 
betrachten  wir  die  Reihe  der  Zahlen: 

Die  erste  werde  mit  q^  bezeichnet,  die  kleinere  von  den  beiden 
ersten  mit  q^,  die  kleinste  unter  den  drei  ersten  mit  q^  usw., 
allgemein  die  kleinste  unter  den  i  ersten  mit  q^.     Alsdann  ist 

Pi£P2£P3£-£Pi£-- 
und 

?i  ^  ^2  ^  ^3  ^  •    •  ^  3i  ^  •  •  • 
Ferner  ist 

Pi<Qi,    Pi<%^    P3<fhr  •'Pi<Qir  •  ' 

Außerdem: 

(Ii-Pi  =  2^1;     ^2  -P2  <  ^^2;  •  •  •  Qi-Pi  ^  2^0  •  •  •• 
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Denn  z.  B.  27-9  ist  das  kleinere  der  beiden  Intervalle  2t^  und 
2t^j  ferner  2t^  das  kleinste  der  drei  Intervalle  2ti,  2 Tg,  2 Tg 
usw.^  weil  Tj  >  Tg  >  Tg  .  .  .  angenommen  wurde. 

Wählen  wir  nun  den  Index  m  größer  als  alle  /  Indizes 
n^^n.2,  ...n^,  so  lehren  die  ersten  /  Ungleichungen  (3),  daß 

ist.  Die  Summe  6*^  ist  also  zwischen  zwei  Folgen  Pi,P2,  •  •  • 
p-y  .  .  .  und  q^y  ^27  •  •  •  ^ij  •  •  •  eingeschlossen,  die  genau  so  wie 
die  in  Nr.  2  betrachteten  Folgen  Intervalle  q^  —  Pi,  <l2~ Ih^--- 
q.  —  p-  haben,  von  denen  jedes  folgende  innerhalb  des  vorher- 
gehenden liegt,  weil  die  Summe  S.^^^  zwischen  ^j.  und  fj.  gelegen 
ist.  Da  die  Reihe  der  gewählten  Größen  t^,  Tg,  T3,  .  .  .  un- 
begrenzt bis  zur  Null  abnehmen  soll  und  qi  —  Pi^2r.  ist, 
so  folgt: 

Je  größer  wir  i  annehmen,  um  so  enger  rücken  die 
Enden  p.  und  q.  der  beiden  Zahlenfolgen  p  und  q  aneinander. 
Zwischen  ihnen  liegt  S^^^,  wenn  m  größer  als  w^,  n^,  .  .  .  n.  ge- 
wählt wird.  Nach  Nr.  2  definieren  jene  beiden  Folgen  p^,  p^y 
.  .  .^>,.,  .  .  .  und  5i,  ^2J  •  •  •  ^o  •  •  •  ®i^6  hestimmte  endliche  Zahl  S. 
Folglich  wird 

lim  S„.  =  S. 

Hl  =  X 

Der  einzige  Unterschied  gegenüber  der  Betrachtung  in 
Nr.  2,  wo  wir  die  irrationalen  Zahlen  erst  einführten,  ist  der, 
daß  dort  die  Folgen  Pi,  2)^,  .  .  . p^,  .  .  .  und  q^,  Q^y  -  -  •  Qi?  ■  •  - 
aus  lauter  rationalen  Zahlen  bestanden,  was  jetzt  nicht  der 
Fall  zu  sein  braucht  und  ohne  Belang  für  die  Definition  der 
Zahl  S  als  Grenze  zwischen  den  ^>  und  q  ist.  Es  hat  sich 
somit  ergeben: 

Satz  2:  Wenn  die  unendliche  Beihe  Uq^  ti^y  u^, .. .  u^y . .. 
Jconvergiert,  so  gibt  es,  sobald  eine  beliebig  Meine  positive  Zahl  t 
vorgeschrieben  uird,  stets  einen  Indexwert  n  derart,  daß  für 
jedes  ganze  positive  p 

wird.  Umgekehrt:  Liegt  eine  unendliche  Beihe  Uq,  u^,  1(2,. ..%,.. . 
v(yr  und  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  die  Beihe  auch  kon- 
vergent. 
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103.  Folgerungen.  Ist  r  wie  in  dem  letzten  Satze 
eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zahl  und  n  der  za- 
gehörige Indexwert,  so  daß  im  Falle  einer  konvergenten  Reihe 
für  jedes  positive  2^ 

ist,  so  folgt,  wenn  p  durch  p  -\-  q  ersetzt  wird,  auch: 

Aus  Satz  2  in  Nr.  4  folgt  aber: 

h^«  +  ^«  +  1  +  •  •  •  +  ^^n+p  +  ,-1  -  ('>'n  +  ^«  +  1  +  •  •  •  -1-  %+p-l)  I 
^  h.  +  K  +  1  +  •  •  •  +  ^^n+p  +  ,-l  i  +  :  '^n  +  ^*  +  l  +  •  •  •  +  ^^,+p-l    , 

so  daß 

(1)  |^„+^+w„^p^i+...  +  ^(.,^^^^_i    <2t 

ist.     Daraus  ergibt  sich  insbesondere  für  </  =  1,  wenn  wir  2r 
mit  <?  bezeichnen: 

Satz  3:  Ist  die  unendlicJie  Beihe  Uq,  u^^,  .  .  .  u^,  .  . .  kon- 
vergent und  ö  eine  heUehig  Meine  vorgegebene'  positive  Zahl,  so 
sind  alle  Glieder  der  Beihe  von  einem  getvissen  Gliede  an  ah-, 
sohlt  genommen  Meiner  als  6,  so  daß 

lim  %=  0 

wird. 

Hieraus  folgt  sofort: 

Sat^  4:  Streben  die  Glieder  einer  unendlichen  Beute 
Mq,  %,  .  . .  i*„,  .  .  .  nicht  dem  Grenzwerte  Null  zu,  haben  sie  also 
entweder  einen  von  Null  verschiedenen  oder  keinen  bestimmten 
Grenzwert  lim  u^^  für  lim  n  =  00,  so  ist  die  Beihe  divergent 

Ein  Beispiel  zu  dem  Falle,  daß  die  Glieder  keinen  be- 
stimmten Grenzwert  haben,  begegnete  uns  schon  in  Nr.  101, 
nämlich  bei  der  Reihe  1,  —  1,  -)-  1,  —  1,  +  1,-  •   . 

Aber   die  Bedingung  lim  u^^  =  0   für  lim  n  =  00  ist  Imn 

hinreichendes  Kennzeichen  für  die  Konvergenz.     Denn  z.  B.  bei 

der  Reihe 

.111  1 

^     2  '     T'      4^     ■  '  "      n^ 

ist  augenscheinlich  lim  u^=  0,  aber  die  Reihe  divergiert.     In 

der  Tat  ist  ja 

103J 


§  1.    über  unendliche  Reihen  überhaupt.  177 


3     '     4   -^    4  2 


5~6'7~8''^8  2 


9     '    10    '  '    16  ^  16         2 

usw.     Die  Summation  der  Reihe  gibt  daher  +  oo. 

Ist  die  Reihe  Kq,  u^,  .  .  .  ii^^j  .  .  .  konvergent  und  c  irgend 
eine  Zahl,  so  folgt,  wenn  S^  die  Summe  der  n  ersten  Glieder 
bedeutet  und  S  die  Summe  der  Reihe  bezeichnet,  aus  Satz  31 
in  Nr.  24  sofort: 

lim(ci(o  +  cu^  +  •  •  •  +  (^%-i)  =  c  lim  S^  =  cS. 

«  =  CO  «  =  cc 

Also: 

Satz  5:  Multipliziert  man  alle  Glieder  einer  konvergenten 
BeiJie  mit  der  nämlichen  Zahl  c,  so  entsteht  ivieder  eine  Jion- 
vergente  Reihe.  Ihre  Summe  ist  das  c- fache  der  Summe  der 
urspriinglichen  Reihe. 

Es  mögen  u^,  u^,  .  .  .u^^  ...  und  Vqj  v^,  •  ■  -  v^,  .  .  .  konver- 
gente Reihen  mit  den  Summen  S  und  >S"  sein.  Bezeichnen  >S'^^ 
und  S.^  die  Summen  ihrer  n  ersten  Glieder,  so  folgt  aus  Satz 
30  in  Nr.  24: 

lim  [{u,  +  V,)  +  {u,  +  ig  +  . . .  +  {u^_^  +  v^^_;j\  =  lim  {S^  +  S^) 

=  lim>S;+lim>S'/=>S  +  >S'. 

Also: 

Satz  6:  Wenn  man  entsprechende  Glieder  zweier  honver- 
genter  Reihen  w^,  ti^,  .  .  .  2i^,  .  .  .  und  Vq,  i\, .  .  .  v^,  .  .  .  addiert,  so 
geht  wieder  eine  konvergente  Reihe  Uq-\-  Vq,  u^-{-v^y...u^-\- v^,. .. 
hervor.  Ihre  Summe  ergibt  sich  durch  Addition  der  Summen 
der  beiden  ursprünglichen  Reihen. 

Mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  gibt: 
Satz  7:  Derselbe  Satz  gilt,  wenn  man  eine  begrenzte  An- 
zahl von  konvergenten  Reihen  gliedweise  addiert. 

104.    Unbedingte  Konvergenz.     Es  gilt  der 
Satz  8:   Eine  unendliche  Reihe  w^,  u^  .  .  .  u^,  .  .  .  konver- 
giert insbesondere  dann,  wenn  die  Reihe  der  absoluten  Beträge 
\uq  ,  i%i?  •  •  •  |w„|, .  .  .  ihrer  Glieder  konvergiert. 
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Denn  wenn  wir  Satz  2  in  Nr.  102  auf  die  Reihe  der  ab- 
soluten Beträge    anwenden,    so   gibt    es    wegen    ihrer   voraus-»' 
gesetzten  Konvergenz  zu  jeder  noch  so  kleinen  positiven  Zahl 
r  einen  Indexwert  n  derart,  daß 

wird.  Die  Summe  links  ist  aber  nach  Satz  2  in  Nr.  4  mindestens 

ebenso  groß  wie  der  absolute  Betrag  von  u^-\-u^_^^-\ hu^+p^i- 

Also  ist  um  so  mehr: 

womit  die  Konvergenz  der  Reihe  u^^u^y  .  .  .  u^^,  .  .  .  ebenfalls 
nach  Satz  2  in  Nr.  102  bewiesen  ist. 

Der  Satz  8  läßt  sich  jedoch  nicht  umkehren;  es  gibt  viel- 
mehr unendliche  Reihen,  die  konvergieren,  obwohl  es  die  Reihen 
der  absoluten  Beträge  nicht  tun.  Hierfür  werden  wir  nachher 
ein  Beispiel  geben.  Vorher  wollen  wir  den  folgenden  Satz 
beweisen: 

Satz  9:  Wenn  die  Glieder  einer  unendlichen  Beihe  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  sind,  ferner  ihre  absoluten  Beträge 
beständig  abnehmen  und  zwar  bis  zur  Grenze  Null,  so  ist  die 
Beihe  konvergent. 

Wir  betrachten  also  eine  Reihe 


bei  der  für  die  absoluten  Beträge  Uq,  u^,  u^,  u^,  .  .  .  der  Glieder 
die  Ungleichungen  gelten: 

(1)  Wq  ^  Ml  ^  t*2  ^  ^3  ^  '  *  ' 
und  außerdem 

(2)  limw„=0 

ist.     Alsdann  setzen  wir: 

-Pl  =  ^0  —  '^\y  Ol  =  Uo  —  U^-\-U^, 

Ih  =%—  ^h  +  ^h  —  ^3?  Q2  =  %—  '^h  +  «^2  —  «^3  +  ^h^ 

Ps  =  ^0  —  ^h  +  ^2  —  ^h  +  ^h         Qs  =  ^^0  —  ''<i  H-  ^2  —  %  +  % 

usw.     Nach    (1)   ist  P2  =  2h~^ '^2~  ^^h^Pi}    ferner  i>3=i?2H~ 
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-\-u^—  %  ^  ^2  ^sw-  Dagegen  ist  q^  =  q^  —  (u.^  —  u^)  ^  q^, 
q^  =  q^—  (%  —  u^  ^  ^2  ^^sw-  Außerdem  ist  q^  =  j>i  -{•  u^^^p^, 
q.2=P2~^  ^h^  P2^Pi  ^^^'  ^^^  Pi^  P'27  Pi7  '  ■  '  bilden  also 
eine  wachsende,  alle  q^,  q^,  q^y  ■  -  -  eine  abnehmende  Folge  und 
kein  q  ist  kleiner  als  ein  p.     Ferner  ist 

Qi~Pi  =  ^h  1     ?2  -  Pi  =  ^h ,'     ^3  -  i>3  =  Wß ,  •  •  > 

so  daß  die  Intervalle  q^—Pi,  q^—Pij"-  nach  (1)  immer  kleiner 
werden  und  nach  (2)  bis  zm*  Null  streben.  Nach  Nr.  2  also 
wird  durch  beide  Folgen  Pi,Pij-  -  •  und  q^  q^y  --  eine  bestimmte 
endliche  Zahl  S  definiert  als  Wert  der  Summe  u^  —  u^  +  u^  — 

—  ?%H . 

Beispiel:  Die  unendliche  Reihe  1,  —  n  ?  ^,  ~T^ 
•  •  •  H ,  •  ••  ist  hiernach  konvergent.     Dacrecren  ist  die  Reihe 

der  absoluten  Beträge  1,  ,  -,  ~J~  y  '  '  '  ~~  y  '  ' 'y  ^^^  sich  in 
Nr.  103  ergab,  divergent.  Wir  haben  also  einen  Fall  vor  uns, 
der  zeigt,  daß  sich  der  Satz  8  nicht  umkehren  läßt. 

Hiernach  kann  man  alle  konvergenten  unendlichen  Reihen 
in  zwei  Klassen  einteilen,  nämlich  in  solche,  bei  denen  auch 
die  Reihe  der  absoluten  Beträge  der  Glieder  konvergiert,  und 
solche,  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist.  Die  der  ersten  Klasse 
heißen  aus  einem  Grunde,  der  später  (in  Nr.  109)  einleuchten 
wird,  lüibedingt  konvergent^  die  der  zweiten  Klasse  bedingt  kon- 
vergent. Z.  B.  die  geometrische  Progression  a,  ax,  ax^,  ax^,... 
ist  nach  Satz  1  in  Nr.  101  für  \x    <  1  unbedingt  konvergent, 

dagegen  die  Reihe  1 ,  —  „  ,  Y  ?  4^  '  "  '  ^^^*  bedingt  kon- 
vergent. 

Liegt  eine  unendliche  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern 
vor,  so  sind  nur  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  konvergiert  sie 
unbedingt,  oder  aber  sie  divergiert.  Die  Divergenz  besteht  im 
zweiten  FaUe  darin,  daß  die  Summe  S^^  der  n  ersten  Glieder 
der  Reihe  mit  endlos  wachsendem  n  über  jeden  endlichen  Wert 
wächst,  da  >^„+i  ^  >S'„  ist,  während  der  FaU,  daß  >S'^  einen  un- 
bestimmten Grenzwert  hat,  wie  es  ja  sonst  mitunter  vorkommt 
(vgl.  das  Beispiel  in  Nr.  101  für  x  =  —  1),  hier  garnicht  auf- 
treten kann. 
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105.  Hilfsmittel  zur  Feststellung^  der  Konvergenz 
oder  Divergenz.  Wir  haben  zwar  in  Satz  2  in  Nr.  102  ein 
notwendiges  und  hinreichendes  Merkmal  der  Konvergenz  einer 
unendlichen  Reihe  gewonnen;  jedoch  bei  den  Anwendungen 
auf  bestimmte  Fälle  wird  es  meistens  nicht  möglich  sein,  un- 
mittelbar die  Summen  i^„  +  ^t„  +  l  +  •  •  •  +  '^n+p-i  daraufhin  zu 
untersuchen,  ob  sie  die  Bedingungen  des  Satzes  erfüllen.  Viel- 
mehr muß  man  andere  Reihen,  deren  Konvergenz  oder  Diver- 
genz schon  feststeht,  zur  Vergleidmng  heranziehen,  und  zwar 
auf  Grund  des  folgenden  Satzes: 

Satz  10:  Wenn  von  zivei  unendlichen  Reihen  Uq,  u^,  .  . 
.  .  u^,  .  .  .  und  1^0,  Vj,  ..  .!?„,..  .  die  zweite  lauter  positive  Glieder 
hat  und  lionvergent  ist  und  wenn  überdies  die  absoluten  Beträge 
der  Glieder  der  ersten  Be'ihe  nicht  größer  als  die  entsprechen- 
den Glieder  der  zweiten  Beihe  sind,  also  jedes  u^  \  <.  v^  ist, 
so  konvergiert  die  erste  unbedingt  —  Wenn  dagegen  die  zweite 
Beihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  divergiert  und  die  absoluten 
Beträge  der  Glieder  der  ersten  Beihe  nicht  Meiner  als  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  zuzeiten  Beihe  sind,  also  jedes  \u^\  ^  i\^ 
ist,  so  divergiert  die  Beihe  \Uq.,  |%|,  .  .  .  u^^  ,  .  .  .  der  absoluten 
Beträge  der  Glieder  der  ersten  Beihe  ebenfalls. 

Der  Beweis  ist  einfach:  Wäre  im   ersten  Falle    die  Reihe 


divergent,  so  würde  die   Summe   von   lauter   positiven  Zahlen: 

Wo :  +  Wi  +  •  •  •  + 1  w„ 

mit  wachsendem  n  über  jede  Grenze  wachsen,  um  so  mehr  also 
die  Summe  ^'o  +  ^i  +  "  '  '  "t~  ^«?  ^^^  ^®^'  ^oi'aussetzung  wider- 
spricht.   Im  zweiten  Falle  wächst  die  Summe  Vq-\-  v^-\ (-  ?^„ 

mit  wachsendem  n  über  jede  Grenze,  um  so  mehr  also  die 
Summe 

\  «0   +  '  ^i    H +  I  w„  . 

Aus  dem  Satze  10  können  wir  nun  folgern: 
Satz  11:  Die  unendliche  Beihe  Uq,  u^,  .  .  .  u^^,  .  .  .  Iwnver- 
giert  unbedingt,  wenn  für  alle  Werte  von  n,  die  größer  als  ein 
bestimmter  Index  ni  sind,  der  Quotient  ■it,,  +  i:«^,j  kleiner  als 
eine  positive  Zahl  k  wird,  die  selbst  kleiner  als  Eins  ist;  sie 
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divergiert  dagegen,  wenn  der  Quotient  größer  als  eine  positive 
Zahl  k  wird,  die  seihst  größer  als  Eins  ist. 

In  allen  beiden  Fällen  können  wir  von  den  Gliedern 
Uq,  ii^y  .  .  .  u^j^  absehen,  da  ja  ihre  Anzahl  begrenzt  ist  und  sie 
also  eine  bestimmte  Summe  haben.  Es  handelt  sich  nur  noch 
um  die  unendliche  Reihe  ii„i+iy  ^*m  +  2?  •  •  •  ^'«>  •  •  •• 

Betrachten  wir  den  ersten  Fall  des  Satzes:  Vorausgesetzt 
Avird,  daß 


*7«  + 1     ^2       i  '*m  +  2 
^7.     "  \<-  ^y    I  7. 


'^m+p 


sei,  woraus  darch  Multiplikation  folgt: 


"m+p 


<lcP  oder  \u„,+^\<k^'\u^ 


Daher  sind  die  Glieder  der  Reihe 

l^m  +  ll^  ^^m  +  2    ,        M'r^  +  sL"- 

kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  geometrischen  Pro- 
gression: 

(1)  ^\^m\y       ^^\^m\y      ^'    '^m\y-y 

wobei  Ä;  <  1  ist.  Diese  geometrische  Progression  konvergiert 
nach  Satz  1  in  Nr.  101;  folglich  lehrt  der  erste  Teil  des 
Satzes  10,  daß  die  Reihe  ^^„^i;  ^^m+2y  •  •  •  unbedingt  kon- 
vergiert. 

Im  zweiten  Falle  des  Satzes  11  wird  vorausgesetzt,  daß 

^m      I  '      !^m  +  l  ''m  +  p-1 

sei,  woraus  durch  Multiplikation  folgt: 

Da  jetzt  7r  >  1  sein  soll,  divergiert  die  Progression  (1),  also 
auch  die  Reihe  i*„j+i,  ^*»i+2'  •  •  •  ii^ch  dem  zweiten  Teile  des 
Satzes  10. 

Wir  können  entsprechend  beweisen: 

Sat^  12:  Die  unendliche  Reihe  Uq,  u^, . .  .u^^, . . .  konvergiert 
unbedingt,  wenn  für  alle  Werte  von  n.  die  größer  als  ein .  be- 
stimmter Index  m  sind,  die  positive  n^^  Wurzel  aus  dem  absoluten 
Betrage  von  u^,  also    K  h^nl'   ^'?^^^''   ^^^  ^^^^^  positive  Zahl    k 
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wird,  die  seihst  kleiner  als  Eins  ist;  sie  divergiert  dagegen^  tvenn 
diese  Wurzel  größer  als  eine  positive  Zahl  h  wird,  die  selbst 
größer  als  Eins  ist. 

Zum  Beweise  brauchen  wir  wieder  nur  die  Glieder  von 
tijn-^-i  ^^  z^  betrachten.  Machen  wir  die  Voraussetzungen  des 
ersten  Falles  des  Satzes^  so  ist: 

d.  h. 

Die  geometrische  Progression  ä:%  /c^  +  V--  konvergiert  aber,  da 
/i;  <  1  ist,  so  daß  also  die  Schlüsse  wie  beim  Beweise  des 
vorigen  Satzes  zu  machen  sind.    Im  zweiten  Falle  ist  dagegen 

i«„i>n  l«„+ii>''^"*',---, 

und  die  geometrische  Progression  divergiert,  da  Ä;  >  1  ist,  so 
daß  wie  beim  Beweise  des  vorigen  Satzes  weiter  geschlossen  wird. 
Wir  wollen  den  Sätzen  11  und  12  noch  speziellere  Formen 
geben.  Dabei  bemerken  wir  allgemein,  daß  nach  der  Defi- 
nition des  Grenzwertes  Ä  einer  Funktion  f(n)  für  endlos  wach- 
sendes n  in  Nr.  18  zu  jeder  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  6 
eine   Zahl  m  so  gefunden  werden  kann,  daß  für  jedes  n  >  m: 

—  <3  <f{n)  -  A<ö, 
also 
(2)  f{n)  <A-\^6     und    f{n)  >  Ä-  6 

ist.  Ist  v4  <  1,  so  können  wir  6  so  klein  wählen,  daß  auch 
^  +  ö  <  1,  etwa  gleich  A;,  wird.  Ist  dagegen  ^  >  1,  so  können 
wir  ö  so  klein  wählen,  daß  auch  Ä  —  (?  >  1,  etwa  gleich  Je, 
wird.  Im  ersten  Falle  lehrt  die  erste  Ungleichung  (2),  daß  für 
jedes  n^  m  auch 

f(n)  <k<l 

ist,  im  zweiten  Falle  lehrt  die  zweite  Ungleichung  (2),  daß  für 
jedes  n  >  m  auch 

f{n)>k>l 
ist. 

Wählen  wir  nun  insbesondere  für  f(n)  den  Quotienten 
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oder  die  positive  n^^  Wurzel 

/•«=Vl»„l, 

so  folgt  sofort  aus  unseren  Sätzen  11  und  12: 

Satz  13:  Die  unendliche  Reihe  Uq,  u^,  .  .  .  u^^,  .  .  .  Tionvergiert 
unbedingt  oder  divergiertj  wenn  es  einen  hesümmten  Grenzwert 


*«+! 


lim 

n  =  a 

gibtj  der  Meiner  als  Eins  hsiv.  größer  als  Eins  ist. 

Satz  14:  Die  unendliche  Reihe  Hq,  u^,  .  .  .  u^^, .  .  .  hmivergiert 
unbedingt  oder  divergiert,  wenn  es  einen  bestimmten  Crrenzivert 
der  positiven  Wurzel: 

lim  V\%' 

n  =  X 

gibt,  der  Meiner  als  Eins  bziv.  größer  als  Eins  ist. 

Diese  Sätze  sind  spezieller  als  die  Sätze  11  und  12,  weil 
in  ihnen  vorausgesetzt  wird,  daß  [u^+i'-tin  ^^w.  y  |  ^*„  |  einen 
Grenzwert  habe.  Die  Sätze  11  und  12  sagen  im  FaUe  k  =  1 
und  die  Sätze  13  und  14  im  Falle  des  Grenzwertes  Eins  nichts 
über  Konvergenz  oder  Divergenz  aus.  In  der  Tat  kann  man 
an  Beispielen  erkennen,  daß  dann  sowohl  Konvergenz  als  auch 
Divergenz  vorkommen  kann. 

Beispiel:  Es  liege  die  unendliche  Reihe  von  lauter  posi- 
tiven Gliedern  vor: 

111  1 

wo  ^  >  —  1  sei  (wegen  Satz  4,  Nr.  103).    In  diesem  Beispiele 
versagen  unsere  Sätze.     Hier  ist  nämlich  das  n^^  Glied: 

folglich 

also  nach  Satz  29  in  Nr.  24: 

lim  --^"^  =  (  lim  ^)""'=  li  +  c^  =  1, 
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SO  daß  Satz  13  versagt.     Auch  Satz  14;    denn  es  ist: 
In  hm  y  w„=  lim  InY  ^.  =  lim  ~zr  -  l^^        "Tr    — 


«  =  00        ^  n  =  oo  ** 


=  -(l  +  ,)lim^^  =  0. 

n  =  00 

Setzen  wir  nämlich  *^  =  e^,  so  ist  In  ^  :  ^^  =  ^ :  e^,  und  dieser 
Bruch  hat  für  lim  N  =  oo  den  Grenzwert  Null,  da  e  >  1  ist. 
Mithin  ergibt  sich,  daß  yu.^  den  Grenzwert  Eins  hat,  so  daß 
Satz  14  nicht  zur  Entscheidung  führt. 

Durch  eine  geschickte  Anwendung  des  Satzes  10  läßt  sich 
aber  doch  entscheiden,  für  welche  Werte  von  q  die  Reihe 
konvergiert  oder  divergiert.  Bezeichnet  man  nämlich  das  erste 
Glied  der  Reihe  mit  Wqj  die  Summe  der  beiden  folgenden  mit 
tv^,  die  Summe  der  vier  folgenden  mit  W2,  die  Summe  der 
acJit  folgenden  mit  tv^  usw.,  so  kommt,  sobald  q  positiv  ist: 

USW.     Folglich    sind    die   Glieder    der    Reihe    Wq,    w^,    iv^,.' 
nicht  größer  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

1     i     \.     L   ... 

oder  also  der  geometrischen  Progression 

die  nach  Satz  1  in  Nr.  101  für  positives  q  konvergiert.  Nach 
Satz  10  konvergiert  daher  auch  die  Reihe  iVq,  tv\,  w^,  .  .  .. 
Die  Summe  w^  -\-  ti)^  -{-  w^  -\-  -  •  •  ist  aber  nichts  anderes  als 
die  Summe  u^  -\-  u^  +  M2  +  *  '  *  ^^^'  Grlieder  der  vorgelegten 
Reihe,  die  also  für  ()  >  0  konvergiert. 

Ist  Q  negativ,  aber  größer  als  —  1,  so  bezeichnen  wir  das 
erste  Glied  der  vorgelegten  Reihe  mit  Wq,  das  zweite  mit  w^, 
die  Summe  der  beiden  folgenden  mit  W2,  die  Summe  der  vier 
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folgenden  mit  u:^,  die  Summe  der  acht  folgenden  mit  u\^  usw. 
Dann  ist,  weil  q  negativ,  aber  1  -\-  q  positiv  ist: 

_     1     _  J_    £ 

^  _1 1_        _2 1        1 

USW.      Folglich    sind    die    Glieder    der    Reihe    Wq^  w^y  iv^y  .  .  . 
nicht  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

1       Jl  .  ^        JL      1        £     1 

'       2*2^'       2    '  4^-''       2    '  8?'  '  "  '' 

die  aber  vom  zweiten  Gliede   an  die  geometrische  Progression 

2    V2V'    2    ^2^;' 


3^      1 


ist  und  für  negatives  q  und  für  p  =  0  nach  Satz  1  in  Nr.  101 
divergiert,  so  daß  auch  die  Reihe  Wq,  tv^,  tv^,  . . .  nach  Satz  10 

divergiert.     Die    Summe    Wq  -^  tt\  +  w^  -\ ist    aber   nichts 

anderes  als  die  Summe  Hq  +  u^  +  u^  +  •  •  •  der  Glieder  der  vor- 
gelegten Reihe,  die  also  für  q  ^0  divergiert.  Im  Falle  q  =  0 
wurde   die  Divergenz   schon   gelegentlich   in  Nr.  103  bewiesen. 

106.  Beispiele.  Bisher  haben  wir  die  unendlichen  Reihen 
immer  durch  Gliederfolgen  u^,  u^,  u^,  .  ..u^^  . ..  bezeichnet.  Da 
es  uns  darauf  ankommt,  zu  untersuchen,  ob  sie  eine  Summe 
haben,  so  werden  wir  sie  von  jetzt  ab  als  Summen  Uq  +  u^  + 
-\-  U2+  '••  schreiben.  SolcJie  Summe  haben  aber  nur  dann  einen 
Sinn,  wenn  die  Beihen  wirklich  kmiver gieren. 

1.  Beispiel:   Die  Beihen 

"^   1    "'"  i  .  2  "^  1  .  2  .  3  "•  ^  1 .  2  •  •  .  n  "^  ' 

1  —  -^  +  ? (_  ^  4:  .  .  . 

1-2  "1.2-3.4  —  l-2..-(2w)^         ' 

y^  __      ^       j ^ _i ^ qi 

l-2.3"^1.2-3.4-o        *"^l-2--.(2w  +1)  "^ 
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Jionvergieren  unbedingt  für  jeden  Wert  von  x.  Denn  in  der 
ersten  Reihe  ist  das  Verhältnis  eines  Gliedes  zum  vorhergehen- 
den allgemein  x\n  und  lim  (  ;:c| :  w)  =  0  für  lim  w  =  00,  in  der 
zweiten  und  dritten  Reihe  dagegen  allgemein  +ir^:w(n+l) 
und  ebenfalls  lim  \x^  \n{n  -\-  1)]  =  0  für  lim  w  =  00,  so  daß 
die  Reihen  nach  Satz  13  der  vorigen  Nummer  unbedingt 
konvergieren. 

2.  Beispiel:   Die  Beihe 

Jconvergiert  unbedingt  für  alle  x  des  Intervalles  —  1  <i  x  <C-\-  1  *, 
für  x=l  lionver giert  sie  bedingt;  für  x=  —  l  und  jedes  andere 
X  divergiert  sie.     Denn  hier  ist 

liml''^+^:=lim-:^=   a;|. 

n 

Nach  Satz  13  in  Nr.  105  konvergiert  die  Reihe  unbedingt,  wenn 
rcl  <  1  ist,  und  divergiert  sie,  wenn  ^  >1  ist.  Für  ^«=  +  1 
konvergiert  sie  nach  Satz  9  in  Nr.  104,  aber  nur  bedingt,  da 
sich  die  Reihe  ihrer  absoluten  Beträge  für  ä'  =  —  1  ergibt  und 
wir  von  ihr  schon  wissen,  daß  sie  divergiert. 

107.  Verschiedene  Anordnungen  bedingt  konver- 
genter Reihen.  Wir  wollen  an  einem  Beispiele  zeigen,  daß 
sich  die  Summe  einer  bedingt  konvergenten  Reihe  ändern  kann, 
wenn  man  ihre  Glieder  in  einer  anderen  Reihenfolge  summiert. 

Nach  dem  Beispiele  in  Nr.  104  konvergiert  die  Reihe 

(1)       i-2+i-T+-±:i^- 

nur  bedingt.  Wir  bilden  eine  zweite  Reihe  mit  denselben 
Gliedern,  aber  in  anderer  Anordnung,  nämlich  so,  daß  jedem 
negativen  Gliede  zwei  positive  vorangehen  und  folgen,  also 
die  Reihe: 

(2)     i  +  |-|+5+y-l  +  9+Ä-|  +  ---' 


Sie   enthält   alle  Glieder   der  Reihe  (1)   und   sonst  keine.     Be- 
zeichnen ^ 
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(1)  bis  zum  Grliede  —  1  :  4w,  dies  eingeschlossen,  und  mit  Ä',/ 
die  Summe  aller  Glieder  der  Reihe  (2)  bis  zum  Gliede  —l:2n, 
dies  eingeschlossen,  so  ist 

(3)  '^2«  =  1  -  Y  +    3   -  T  +  •  •  ■  +  49.  -  1  ~  4^' 

^'=14-1-^4-14-1-         4-        ^        4-    -1-^  ^ 


4n  — 1        2n 


oder 


s  =>":!.  T-i- -.- .^--  + -* y) 

2n      ,^    \4m  —  3        4w— 2^4m— 1        4w/' 

»       ^    \4w— 3'^4m  — 1        2m)' 
also 

^'_5,  =y-r^i  +  '  _i-^=i>i(— 1 Lv 

'^w        ^2«       ^    \4w— 2~4w        2m/         2  .li^    \2m  —  1        2m/ 
Die  letzte  Summe  rechts  ist  ausgeschrieben  die  Summe 

^         2~'3  4^'       ■^2?^— 1        2n' 

die  nach  (3)  mit  5„  zu  bezeichnen  ist.     Also  haben  wir: 

Wenn  wir  nun  die  Summe  der  konvergenten  Reihe  (1)  mit  S 
bezeichnen,  so  ist 

lim  S,,^  =  S     und      limÄ'^^.S', 

SO   daß   folgt: 

lim>S;=|Ä. 

Die  beiden  Reihen  (1)  und  (2)  haben  dieselben  Glieder  und 
sind  beide  Ixonvergent,  und  dennoch  ist  die  Summe  der  zweiten 
BeiJie  das  and e)ihcdb fache  der  Summe  der  ersten  Reihe. 

Es  kann  auch  vorkommen,  daß  von  zwei  Reihen,  die  beide 
dieselben  Glieder  enthalten,  die  eine  konvergiert  und  die  andere 
divergiert.     Ein  Beispiel  hierzu  ist  die  Reihe 

die  wir  in  entsprechender  Weise  wie  die  Reihe  (1)  so  anordnen: 
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^^  "^1/3        1/2        >/5^]/7        1/4  "^  |/9  "^  yn        1/6  "^**"'      - 

Die  Quadratwurzeln  sollen  sämtlich  positiv  sein.  Die  Reihe  (4) 
ist  nach  Satz  9  in  Nr.  104  konvergent,  die  Reihe  (5)  jedoch 
ist,  wie  wir  zeigen  wollen,  divergent.  Es  sei  nämlich  >S^^  die 
Summe  der  Glieder  der  Reihe  (4)  his  ,zum  Gliede  —  1  :  ]/2«, 
dies  eingeschlossen,  und  ebenso  S^'  die  Summe  der  Glieder 
der  Reihe  (5)  bis  zu  demselben  Gliede.     Dann  wird: 

a  ' c    __  ^ I 1  _j_  . ,  .  j ^ . 

^  ^        ^  ~2n  4-1        l/2n  +  3  y2n'^{2~n—'l) 

Von  den  n  Summanden  ist  der  letzte  der  kleinste,  so  daß 


Vin-l       lA         1 


y.  _ .. 


wird.  Für  lim  n  =  oo  hat  der  Nenner  den  Grenzwert  2,  der 
Zähler  aber  den  Grenzwert  Unendlich.  Also  ist  lim>S^'— lim>S^„ 
unendlich  groß.  Da  nun  lim  S^^  als  Summe  der  konvergenten 
Reihe  (4)  endlich  ist,  so  muß  lim  S„'  =  oo  sein. 

Übrigens  konvergiert  die  Reihe  (4)  nur  bedingt,  da  die 
Reihe  der  absoluten  Beträge 

l+.L  +  A  +  >  +... 

^  y2  ^  1/3  ^  1/4  ^ 
divergiert,  denn  es  ist  allgemein: 

1  _  V^'      1  . 

von  der  Reihe  mit  kleineren  Gliedern: 

wissen  wir  aber  schon,  vgl.  Nr.  103,  daß  sie  divergiert. 

Die  leiden  Reihen  (4)  und  (5)  haben  dieselben  Glieder; 
während  aber  die  erste  bedingt  Iconvergent  ist,  ist  die  zweite 
divergefit. 

108.  Satz  über  bedingt  konvergente  Reihen.  Wir 
knüpfen  an  das  Vorhergehende  eine  einfache  Bemerkung:  Liegt 
eine  bedingt  konvergente  unendliche  Reihe  Uq,  u^,  ...  w„,  .  .  . 
vor,  so  enthält  sie  notwendig  Glieder  mit  verschiedenen  Vor- 
zeichen, und  es  seien  v^y  v^y  v^,  .  .  .  die  positiven  Glieder  so, 
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wie  sie  in  der  vorgelegten  Reihe  wirklich  aufeinander  folgen^ 
und  Wqj  w^,  w^,...  die  absoluten  Beträge  der  negativen  Glieder 
in  der  gegebenen  Folge. 

Die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  n  ersten  Glieder 
der  gegebenen  Reihe,  also 

enthalte   etwa   die  n^    ersten   Glieder    der  Reihe   v^^  i\,  i^g,  •  •  • 

und  die  n.^    ersten  Glieder   der  Reihe  u'qj  iv^,  w^,  .  .  .,  und  die 

Summen  dieser  n^  bzw.  n^  Glieder  seien  mit  Sl,^  und  >S',7^  be- 
zeichnet.    Dann  ist: 

folglich: 

lim  S^  =  lim  5',^  +  lim  S'^^ . 

Wenn  nun  die  Reihen  v^,  v^y  v^j  •  ■  ■  nnd  tv^y  u\y  w^, .  .  .  beide 
konvergierten,  so  ständen  rechts  endliche  Werte,  d.  h.  die  Reihe 
der  absoluten  Beträge  der  Glieder  der  ursprünglichen  Reihe 
wäre  konvergent,  was  damit  im  Widerspruche  steht,  daß  die 
ursprüngliche  Reihe  nach  Voraussetzung  nur  bedingt  konver- 
giert. Eine  der  beiden  Reihen  Vq,  v^yV^,  .  .  .  und  tv^y  w^y  w^,  .  .  . 
muß  also  gewiß  divergent  sein.     Nun  ist  aber 

«*0  +  ^1    +   «2   H H   K-l   =  ^n,  —  S'i_. 

Wäre  also  etwa  lim  S«^  endlich  und  lim  S'„[  unendlich  groß 
(als  Grenzwert  bei  einer  Reihe  von  lauter  positiven  Gliedern, 
vgl.  letzte  Bemerkung  in  Nr.  104),  so  wäre  hiernach  die  vor- 
gelegte Reihe  auch  divergent,  ebenso,  wenn  lim  S'„^  unendlich 
groß  und  lim  SZ  endlich  wäre.     Daher: 

Sat^  15:  Konvergiert  eine  unendliche  Beihe  bedingt,  so  ist 
sotvohl  die  Reihe  ihrer  positiven  Glieder  als  auch  die  Beihe  ihrer 
negativen  Glieder  divergent. 

Man  kann  übrigens  beweisen,  daß  sich  die  Glieder  einer 
bedingt  konvergenten  Reihe  so  anordnen  lassen,  daß  die  Reihe 
konvergiert  und  irgend  einen  vorgeschriebenen  Wert  zur  Summe 
hat.     Wir  gehen  hierauf  aber  nicht  ein. 

109.  Die  Summe  einer  unbediugft  konvergenten 
Reihe.  Die  Einzelheiten  in  Nr.  107  und  108  waren  notwendig, 
um  die  Bedeutung  des  folgenden  Satzes  richtig  zu  schätzen, 
der  sich  auf  unbedingt  konvergente  Reihen  bezieht. 
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Satz  16:  Wenn  eine  unendliche  Reihe  unbedingt  konver- 
gierty  so  kann  man  die  Reihenfolge  der  Glieder  beliebig  ändern,- 
ohne  daß  sie  divergent  wird  oder  der  Summenwert  der  Reihe 
irgend  eine  Änderung  erleidet. 

Sind 

(1)  Wo,  u,,  u^,...u„,... 

die  Glieder  der  unbedingt  konvergenten  Reihe ^  so  ist  die  Be- 
hauptung die^  daß  die  Reihe 

(2)  w«,  u,,  u^,...u^,..., 

in  der  die  Indizes  a,  ß,  y,  . . .  m,  . . .  nach  irgend  einem  anderen 
Gesetze  als  dem  der  natürlichen  Zahlenreihe  aufeinander  folgen, 
konvergent  ist  und  die  nämliche  Summe  hat  wie  die  Reihe  (1). 
Wählen  wir  in  der  Reihe  (2)  die  Anzahl  der  Glieder  so  groß, 
daß  die  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (1)  darin  enthalten  sind, 
so  wird 

(3)  u^  +  u^^ -\- u^ -\ \-  ti,,  =  UQ-\-u^  + h  w„_i  4-  Ry 

wenn  man  unter  R  die  Summe  aller  derjenigen  Glieder  auf  der 
linken  Seite  versteht,  deren  Index  größer  ist  als  n  —  1.  Diese 
Glieder  seien  mit  u^,  w,^,  u^, .  .  .  u^  bezeichnet,  so  daß 

R  =  Up  +  u^^-\-u^.-{ h  u^ 

ist.   Der  absolute  Betrag  von  R  ist  nicht  größer  als  die  Summe 

%\+\%\-\ +   :'^J- 

Die  Summe 

hat  einen  bestimmten  endlichen  Wert.    Denn  die  Reihe  l^ol  + 

-j-  \u^\  +  lu^l  H konvergiert,  und  ihre  Summe  ist  gleich: 

hol  +  1%    +  •••+  ^,_i    +^/, 
andererseits  ist  ihre  Summe  aber  gleich 

lim  (|«^ol  +    %    H f-    ^■n-i\)''> 

n  —  T) 

folglich  kommt: 

lim  R^  =  0. 


n 

n  =  oo 


Da  ferner  sämtliche  Indizes  p,  q,  .  .  .  s  größer  sind  als  n  —  1, 
so  ist  auch 

R\<R^^     oder  \R\  =  d'R^^, 
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wobei  6  eine  zwischen  0  und  1  gelegene  Zahl  bedeutet.  Wenn 
also  S^^  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (1)  dar- 
stellt^ so  wird  die  Gleichung  (3): 

u,  +  u,  +  Uy  +  ••'-{- u,^  =  S,^±  OR^. 

Ist  nun  S  die  Summe  der  Reihe  (1),  so  wird  lim  >S'^^  =  S,  wäh- 
rend^ wie  wir  sahen,  lim  i?„  =  0  ist.  Folglich  konvergiert 
auch  die  Summe 

K  +  ^V  +  ^^-z  + ^  ^^-^^ 

nach  dem  Werte  S^  wenn  man  die  Anzahl  der  Glieder  in  der 
Anordnung  (2)  unbegrenzt  vermehrt. 

Durch  den  Satz  16  wird  die  Bezeichnung :  unbedingte  Kon- 
vergenz erklärt.  Sie  besagt,  daß  die  Reihe  bei  jeder  Anord- 
nung der  Glieder  konvergiert  und  stets  denselben  Wert  behält. 

110.  Multiplikation  zweier  unbedingt  konvergenter 
Reihen.     Es  gilt  der 

Satz  17:  Sind  Uq,  u^,  .  .  .  u^^ .  .  .  und  Vq,  t\, .  .  .  v,^^ .  .  .  ztvei 
unbedingt  konvergente  Beihen  mit  den  Summen  S  und  S\  so 
konvergiert  auch  diejenige  unendliche  Beihe  Wq,  w^,  .  .  .  w^,  .  .  . 
unbedingt,  deren  allgemeines  Glied 

w^  =  Wot;„  Ar  u^f^\-i  +  u^v^^_,  +  •  •  •  +  u,,_-,v,  +  u^v^ 

ist,  und  ihre  Summe   ist  gleich  dem  Produkte  SS'  der  Summen 
der  beiden  ursprünglichen  Beihen. 
Es  sei  nämlich 

^n  =  "o  +  ^^1   +  •  •  •  +  itu-iy 
also 

^n    =  "O  ^"O  +  K  ^1  +  ^1  ^'o)  +  0^0  ^2  +  «^1  ^1  +  ^<2  %)-\ 

Wir  nehmen  zunäcJist  an,  daß  alle  Glieder  der  gegebenen 
Reihen  positiv  seien.  Das  Produkt  S^  S^^  enthält  alle  Glieder 
von  S^\  außerdem  aber  noch  andere  positive  Glieder.   Mithin  ist 

Bezeichnen  wir  mit  m  die  größte  ganze  Zahl,  die  in  -\n 
enthalten    ist,   also  \n   oder   i(w  —  1),  je   nachdem  n   gerade 
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oder  ungerade  ist,  so  bilden,  wie  leicht  einzusehen  ist,  die 
Glieder  des  Produktes  S^^^  S'^  einen  Teil  der  Glieder,  aus  denen 
S^"  besteht;  demnach  haben  wir: 

Für  lim  w  =  oo  wird  auch  lim  m  =  (X).  Die  Größen  S^^  und 
S^^  konvergieren  dabei  nach  der  Grenze  >S^,  die  Größen  S^^' 
und  S'^^  nach  der  Grenze  S'.  Also  ist  S^^''  zwischen  zwei 
Größen  eingeschlossen,  deren  gemeinsame  Grenze  das  Pro- 
dukt SS'  ist;  mithin  hat  (vgl.  Satz  34  in  N"r.  25)  auch  S^'' 
die  Grenze  SS': 

lim  S„''==SS\ 

n  =  ao 

Wir  nehmen  jetzt  zweitens  an,  daß  die  gegebenen  Reihen 
sowohl  positive  als  auch  negative  Glieder  enthalten.  Da  sie 
unbedingt  konvergieren  sollen,  so  bleiben  sie  konvergent,  auch 
wenn  man  jedes  negative  Glied  durch  seinen  absoluten  Betrag 
ersetzt.     Es  ist: 

0)      ^n^n-^n=K-l'^n-l   +  K  -  1  ^n  -  2  +  «^., -2  ^.  -  l)  +   ••• 
•  •   ••  +  K-l^l  +  «*«-2^2  +  -'-+%^'n-2+%^.-l)- 

Wir  haben  soeben  erkannt,  daß  S^  S^  —  >S„"  den  Grenzwert 
Null  hat,  wenn  die  Größen  u  und  v  sämtlich  positiv  sind. 
Unserer  Annahme  nach  bleiben  aber  die  gegebenen  Reihen 
konvergent,  wenn  man  die  Vorzeichen  der  negativen  Glieder 
ändert;  also  hat  die  vorstehende  Summe  den  Grenzwert  Null, 
wenn  jedes  Glied  u  oder  v  durch  seinen  absoluten  Betrag  er- 
setzt wird.  Solch  eine  Änderung  kann  aber  den  absoluten 
Betrag  der  vorstehenden  Summe  nicht  verkleinern,  und  folg- 
lich ist  auch  jetzt: 

iim(s„s;-s,")  =  o. 

Also  hat  S//  wieder  die  Grenze  SS': 

\imS;'=-SS'. 

Schließlich  muß  noch  bewiesen  werden,  daß  die  Reihe 
w^y  w^,  .  .  .  w^y  .  .  .  imhedingt  konvergiert.  Es  ist  nach  Satz  1 
und  2  in  Nr.  4 
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Da  die  Reihen 

jMoi,  Kj,  iMgi,...     und     ivol,  \v^\  'v^\... 

nach  Voraussetzung  konvergieren,  so  konvergiert  nach  dem 
Bewiesenen  auch  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

folglich  wegen  (2)  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede  \w^\ 
nach  Satz  10  in  Nr.  105. 

Der  bewiesene  Satz  gilt  nicht  mehr  stets ,  wenn  die  ge- 
gebenen Reihen  nur  bedingt  konvergieren.  Man  überzeugt  sich 
hiervon,  indem  man  als  erste  und  zweite  gegebene  Reihe  die 
Reihe  (4)  aus  Nr.  107  wählt: 

i/2     Yd     yi     -j/ö 

Die  Reihe  der  iv  wird  hier: 

und  ist  divergent,  weil  ihre  Glieder  nicht  bis  zur  Null  ab- 
nehmen (vgl.  Satz  4  in  Nr.  103),  denn  ein  allgemeines  Glied 
mit  Pluszeichen  wird: 

_-i_  4-  2         _^ 2 

yn-n        |/(n— l)(w  +  l)       ]/(n  — 2)(w  +  2) 

|/2(2«  — 2)        |/l(2n  — 1)         Yn-n  ** 

§  2.    Der  Taylorsche  Satz  für  Funktionen  von  einer 
Teränderliclieu. 

111.    Der   Taylorsche    Satz   für   einen   Spezialfall. 

Es  seien  f{x)  und  F{x)  zwei  Funktionen  von  x,  die  nebst 
ihren  ersten  Ableitungen  in  dem  Intervalle  von  x^  bis  x^  +  h  be- 
stimmte endliche  Werte  haben.  Verschwindet  die  Ableitung  i^'(A^) 
nirgends  im  Innern  des  Intervalles  und  ist  F{xq)  ^  F(Xq-\-1i), 
so  kommt  nach  Satz  10  in  Nr.  31: 

f\x^  +  ^0  —  /'(^)     _  /"(^ojfV 
F{x,-^h)-F^x,)       F\x,-^\y 
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Dabei  bedeutet  \  eine  zwischen  0  und  h  gelegene  Größe,  ver- 
scbieden  von  0  und  h.     Ist  nun  insbesondere: 

fi^Xo)  =  0     und     F(Xq)  ==  0,     also  auch     F{Xq  +  h)  =^0, 

so  reduziert  sich  die  Gleichung  auf: 

Haben  ferner  auch  f\x)  und  F'\x)  in  dem  Intervalle  von  x^ 
bis  Xq  -\-  h  bestimmte  endliche  Werte,  so  läßt  sich  derselbe 
Schluß  von  neuem  machen,  wenn  wir  annehmen,  daß  auch 

f{x,)  =  0     und     i^'(:ro)  =  0 

sei,  dagegen  F"{x)  nirgends  im  Innern  des  Intervalles  ver- 
schwinde.    Es  kommt  also: 

F'{x,^\)       F"(x,-\-h,)^ 

wobei  /ig  ®^^®  Größe  zwischen  0  und  h^  bezeichnet,  verschieden 
von  0  und  h^. 

Wir  nehmen  nun  allgemein  an,   daß  die  Funktionen  f(x) 

und  F(x)  und  ebenso  alle  ihre  Ableitungen  bis  einschließlich 

derjenigen   w*®^  Ordnung   für    alle  Werte    von    x    zwischen    Xq 

und  Xq  -f  h  (einschließlich   dieser  Grenzen)   bestimmte  endliche 

Werte  haben  und   daß   die  Ableitungen  von  F(x)   im  Innern 

des  Intervalles  nirgends  gleich  Null  seien.    Wenn  dann  überdies 

/•(^o)  =  0,       r(a;o)  =  0,...  /•(-i)(^,)  =  0, 

F{x,)  =  0,      F\x,)  =  0, .  .  .  F('-i)(^o)  =  0, 

aber      F(xQ^h)=^0 

ist,  so  ergibt  sich: 

'F(x,-\-h)       F'{x,  +  \)       F"{x;-\-\)  F^^^{x,^K)^ 

wobei  hj\^\,  ...  h^^  Größen  von  einerlei  Vorzeichen  bedeuten, 
deren  absolute  Werte  eine  abnehmende  Reihe  bilden,  aber  sämt- 
lich von  Null  verschieden  sind.  Bedeutet  6  einen  positiven 
echten  Bruch,  verschieden  von  Null  und  Eins,  so  kann  man 
deshalb  h^^  =  dh  setzen,  und  es  wird: 

^^  F{x,-\-h)       F^^Hx^  +  eh) 
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Wählt  man  insbesondere 

F{x)  =  {x-  x,Y, 
also 

J^(»») (x)  =  n(n  —  1)  '  ■  '  (n  -  m  +  1)  (x  -  x^y-"" 
und 

F("^(x)  =  12-3-'n  =  n\, 

so  sind  alle  Bedingungen,  die  für  F(x)  aufgestellt  wurden,  er- 
füllt, und  die  Gleichung  (2)  ergibt: 

(3)  /•(^„  +  7,)  =  J/-(")(^„  +  ÖÄ). 

Diese  Gleichung  ist  es,  die  wir  aufstellen  wollten.  Sie  liefert 
uns  einen  Satz,  der  ein  Spezialfall  des  allgemeinen  Taylorschen 
Satzes  ist,  den  wir  in  der  nächsten  Nummer  ableiten  werden. 
Satz  18:  Wenn  die  FunMmi  f(x)  in  dern  Intervalle  von 
Xq  his  Xq^Ji  nebst  ihren  AUeitungen  bis  zur  einschließlich  w^^" 
Ordnung  bestimmte  endliche  Werts  hat  und  an  der  Stelle  x  =  Xq 
nebst  ihren  n—1  ersten  Ableitungen  verschtvindet,  so  ist: 

WO  6  einen  positiven  echten  Bruch  y  verschieden   von  Nidl  und 

Eins,  bedeutet. 

112.  Der  allgemeine  Taylorsche  Satz.    Es  sei  F{x) 

eine  Funktion  der  Veränderlichen  ^,  die  nebst  ihren  n  ersten 
Ableitungen  für  alle  Werte  x  von  Xq  bis  Xq -{-  h  bestimmte 
endliche  Werte  hat. 

Bezeichnet   (p{x)    die    ganze    Funktion    {n  —  ly^"^    Grades 
von  x: 


(1) 


\p{x)  =  F{x,)  +  ""^rix,)  +  ^-p-^-V-(^o)  +  • 


{x-xS-^ 


^     (h  — 1)!    ^  v-^o;? 

so  ist  ihre  Ableitung  w*®""  Ordnung  für  m  <.  n: 

Für  X  =  Xq  kommt  also : 
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Hieraus  folgt,  daß  der  soeben  gefundene  Satz  auf  die  Funktion 

anwendbar  ist;  denn  diese  Funktion  erfüllt  alle  in  dem  Satze 
angegebenen  Bedingungen.  Es  kommt  also,  weil  überdies 
^(«)(^)  =  0  ist: 

F{x,  -\-h)-cp  ix,  +  /^)  =  Jj  F(''0  {x,  -i-eh)         (0  <  Ö  <  1). 

Der  Wert  von  cp  (xq  +  h)  kann  nun  aus  der  Gleichung  (1) 
berechnet  werden.     Wird  er  eingesetzt,  so  geht  hervor: 

(2)  F(x„  +  h)  =  F{x,)  +  ^,  F'{x,)  +  %F"ix,)  +  •  •  • 

Wir  wollen  von  jetzt  an  x,  mit  x  bezeichnen,  so  daß  wir  finden: 

(3)  F{x  +  h)  =  F{x)  +  ^,F'{x)  +  |->-(^)  +  . . . 

Dabei  ist: 

(4)  Ä„  =  ^>«(^  +  Öfe). 

Man  nennt  diesen  Wert  von  II ^^  die  Lagrangesche  Restform. 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  offenbar  nur  eine  Ver- 
allgemeinerung unseres  Mittel wertsatzes  in  Nr.  28,  der  wieder 
hervorgeht,  wenn  wir  n  =  l  setzen.    Es  hat  sich  also  ergeben: 

Sat^  19  (Verallgemeinerter  Mittelwertsatz):  Hat  die 
Funktion  F(x)  in  dem  Intervalle  von  x  bis  x  -\-h  nebst  ihren 
n  ersten  Ableitungen  bestimmte  endliche  Werte,  so  gibt  es  immer 
einen  positiven  echten  Bruch  6  derart,  daß 

F{x  +  h)^  F(x)  +  ^F'(x)  +  ^;  F"ix)  +  ■■■ 

+  (-,S),  F^"-'K^)  +  ^>(«)(x  +  Oh) 
ist. 

Bleiben  nun  die  Voraussetzungen,  die  soeben  ausgesprochen 
wurden,  erhalten,  wie  groß  auch  der  Index  n  werden  mag,  und 
ist  außerdem  für  alle  Werte  x  -^  6h,  die  dem  Intervalle  an- 
gehören: 
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lim  R^  =  lim  ^Vw  (x  +  eh)  =  0, 

SO  kommen  wir  zu  der  unendlichen  Reihe: 

(5)        F(x  +  h)  =  F{x)+l,  F'{x)  +  I-'  F"{x)  +  •  ■  -, 

die  wegen  lim  R^^  =  0  konvergiert.  Denn  wemi  die  Summe 
ihrer  n  ersten  Glieder  mit  S^^  bezeichnet  wird,  so  ist  F{x  +  h) 
gleich  S^  +  E^  nach  Satz  19,  daher  in  der  Tat: 

lim  S^  =  F{x  +  h)-  lim  B^^  =  F(x  +  h). 

71=  x  n  =  co 

Die  unendliche  Reihe  (5)  heißt  die  Taylorsche  Reihe.  Da 
uns  der  genaue  Wert  des  positiven  echten  Bruches  ß  nicht 
bekannt  ist,  so  vermögen  wir  nur  dann  zu  behaupten,  daß  die 
Gleichung  (5)  gilt,  wenn  R^^  für  alle  positiven  echten  Brüche  6 
den  Grenzwert  NuU  hat.     Daher  ergibt  sich  der 

Satz  20  (Taylor scher  Satz):  Hat  die  FimUion  F{x) 
in  dem  ganzen  Intervalle  von  x  Ins  x  -\-h,  nebst  allen  ihren  Ab- 
leitungen bestimmte  endliche  Werte  und  ist  der  Grenzivert  des 
Lagrangeschen  Restes: 

für  lim  n  =  oo  und  für  jeden  positiven  echten  Bruch  0  gleich 
Ntdl,  so  läßt  sich  F{x  -{-  h)  in  eine  l'onvergente  und  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  h  fortschreitende  unendliche  Reihe 
entwickeln: 

F{x  +  h)  =  F{x)  +  ^F'(x)  +  l'F"ix)  +  ■■: 

Man  nennt  eine  nach  Potenzen  einer  Größe  h  fortschrei- 
tende unendliche  Reihe  kurz  eine  Potenzreihe.  Hierbei  möge 
man  beachten:  Bedeutet  ]c  eine  irgendwie  gewählte  Zahl  zwi- 
schen 0  und  h  und  ist  wirklich  lim  jR^,  =  0,  so  gilt  dasselbe, 
wenn  h  durch  Je  ersetzt  wird,  denn  x  -\-  Ok  ist  ja  ein  zwischen 
X  und  X  -\-  h  gelegener  Wert.  Demnach  kommt  für  jeden 
Wert  k  zwischen  0  und  h: 


Fix  +  fc)  =  F{x)  +  ^F\x)  +  ^-,F"{x)  + 
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113.  Cauchysche  Restform.  Dem  Reste  R^  kann  man 
eine  andere  Form  geben,  die  oft  von  Nutzen  ist.  Um  sie  zu 
erhalten,  ersetzen  wir  h  in  der  Gleichung  (3)  der  vorigen 
Nummer  durch  0  —  x.  Der  Rest  R^  wird  dadurch  eine  Funk- 
tion von  X  und  ^,  und  wir  bezeichnen  ihn  als  Funktion  von 
X  mit  f{x).     Es  ist  alsdann 


(1) 


F{,)  =  F(x)  +  '-^r(x)  +  ^'^f^F"(x)  + 


(n— 1)! 

Bilden  wir  die  Ableitungen  von  beiden  Seiten  in  bezug  auf  x, 
indem  wir  ^  als  konstant  ansehen,  so  heben  sich  alle  rechts 
hervorgehenden  Glieder  bis  auf  eines  gegenseitig  fort,  und  es 
bleibt:  ^_^ 

(2)  f'(^)^^(f0^^^Fi'K^). 

Die  Funktion  f(x)  wird  durch  die  Gleichung  (1)  definiert, 
denn  diese  Gleichung  kann  ja  nach  f(x)  aufgelöst  werden,  und 
die  Funktion  erfüllt  nach  unserer  Voraussetzung  über  F(x) 
die  Forderung  %  in  Nr.  27  für  alle  Werte  der  Veränderlichen 
von  X  bis  x4-]i  oder  2.  Nach  dem  Mittelwertsatze  in  Nr.  28  ist 
also,  wenn  0  einen  gewissen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet: 

f(0)  -  f(x)  =  {2-x)f[x-^e{2-  x)]. 

Aber  die  Gleichung  (1)  zeigt,  daß  f(/)  verschwindet.  Mithin 
kommt: 

(3)  f(x)  =  -(z-x)  f  \x  +  e{z-  x)\ . 

Die  Gleichung  (2 )  ergibt  ferner,  wenn  darin  x  durch  x-\-6{z  —  x) 
ersetzt  wird: 

und  folglich  ist  nach  (3): 

(4)       /•w  =  ^'-''^'Jl'i';,-*)'>«[^  +  ö(^-x)]. 

Führen  wir  schließlich  an  Stelle  von  z  wieder  den  Wert 
X  -\-}i  ein,  so  folgt  für  den  Rest  f\x)  oder  R^  in  (1): 

(5)  U^^^'^^r^-F^-K^  +  Oh). 

Dieser  Wert  heißt  die  Cauchysche  Restform. 
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Sat0  21:  Die  Bestform  R,^  in  Satz  20,  Nr.  112,  läßt  sich 
durch  die  Camhysche  Bestform 

ersetzen. 

Die  hier  mit  6  bezeiclinete  Größe  braucht  durchaus  nicht 
dieselbe  wie  die  in  der  Gleichung  (4)  oder  in  Satz  20  der 
vorigen  Nummer  zu  sein;  aber  wie  diese  ist  sie  ein  positiver 
echter  Bruch. 

114.  Die  Differenz  ausgedrückt  durch  Differentiale. 
Setzt  man 

y  =  F{x), 
SO  sind  die  Größen 

hr{x),    h^r\x),    h^F"\x),... 

die  aufeinander  folgenden  Differentiale: 

dy,     d^y,     d^y,  . .  . 

der  Funktion  y,  sobald  dx  =  h  gesetzt  wird^  vgl.  Nr.  60.  Da- 
gegen ist 

ziy  =  F{x-\-h)-F{x) 

die  zum  Zuwachs  h  von  x  gehörige  Differenz  von  y.  Bezeichnet 
man  ferner  mit 

d'"y 

die  Größe  h^F^'^^x  -\-  Bh),  die  das  Differential  w*"'^  Ordnung 
von  y  ist,  aber  gebildet  für  einen  Wert  x  -{-  Oh  der  Veränder- 
lichen zwischen  x  und  x  -\-  h,  so  erhält  die  Gleichung  (3)  der 
Nr.  112  die  Form: 

.,,       dy       d^y       cPy  d^-^y        d'-y 

Sind  die  Bedingungen  des  Taylorschen  Satzes  erfüllt,  so 
ist    demnach    die    unendliche   Taylorsche  Reihe    darstellbar    in 

der  Form: 

,  dy    .    d^y    .    d^y    , 

Sie  zeigt,  daß  die  Differenz  zly  mittels  der  Differentiale  dy, 
d^y,  d^y,  .  .  .  ausgedrückt  werden  kann. 
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115.    Bemerkungen   zum   Taylorschen    Satze.     Die 

Gleichung  des  Satzes  19  in  Nr.  112  kann  bis  zu  einem  be- 
stimmten Werte  von  n  richtig  sein,  für  größere  Werte  aber 
ungültig  werden.     Es  sei  z.  B. 

wobei  ^  irgend  eine  positive  gebrochene  Zahl  bedeute.  Ist  m 
die  größte  ganze  in  ^  enthaltene  Zahl,  so  gilt  jene  Gleichung 
insbesondere  für  x  =  x^  nur  so  lange,  als  n  nicht  größer  als 
m  ist;  denn  die  (m+l)*®  Ableitung  von  F{x)  wird  für  x  =  Xq 
unendlich. 

Um  die  Gültigkeit  der  Taylorschen  Reihe  behaupten  zu 
können,  genügt  es  nicht,  daß  man  nur  auf  Grund  der  Sätze 
des  §  1  beweist,  daß  diese  Reihe 

konvergiert.     Denn  wenn  man  z.  B. 

1 

Fix)  =  f(^-^ 

wählt,  so  wird  für  jeden  Wert  von  n  an  der  Stelle  x  =  Xq 

1 

weil  die  Funktion  e  (^-^o)^  ebenso  wie  alle  ihre  Ableituugen 
für  x  =  Xq  verschwindet,  was  in  Nr.  131  bewiesen  werden  wird. 
Also  konvergiert  hier  die  Taylorsche  Reihe  und  ist  gleich  Null, 
während  sie  doch  den  Wert 

F(x,  +  Ä)  =  e'^'' 
haben  sollte.  Man  muß  sich  also  nicht  damit  begnügen,  irgend- 
wie zu  beweisen,  daß  die  Taylorsche  Reihe  konvergiert,  sondern 
stets  nachweisen,  daß  der  Rest  11^^  entweder  in  der  Lagrange- 
schen oder  in  der  Cauchyschen  Form  den  Grenzwert  Null  hat. 
Wir  können  ferner  den  wichtigen  Satz  beweisen: 
Sat0  22:  Gelten  die  Vorausset^tmgen  des  verallgemeinerten 
MittelweHsatses  19  in  Nr.  112  und  ist  jF'(^*-^)(^)  4=  0,  so  läßt 
sich  der  absolute  Betrag  von  h  so  Idein  tvählen,  daß  der  absolute 
Betrag  des  vorletzten  Gliedes 


7   71-1 

{n  —  1) !  ^  ^ 
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der    doH    angegebenen   Entwicldung    den    absoluten   Betrag    des 
letzten,  also  des  Restgliedes j  übertrifft. 

Denn  hätten  wir  die  Entwicklung  statt  bis  h"  nur  bis 
h"~^  geführt,  so  hätten  wir  statt  der  Summe  der  letzten  beiden 
Grh"eder,  die  wir  mit 

«.,- .  =  (,Sr,  F^" - "  i^)  "id  R„  =  I;"  F(-'> (x  +  eh) 

bezeichnen  wollen,  ein  Restglied 

erhalten,    wo   0-   wie   6    ein    positiver   echter   Bruch   ist.     Also 
muß  i(^^_^  -f  R.^  gleich  R„_^  sein,  woraus  folgt: 

Da  F^"~'^\x)  nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  und  nach 
Satz  1  in  Nr.  27  stetig  ist,  hat  die  rechte  Seite  für  lim  h  =  0 
den  Grenzwert  Null,  d.  h.  wählt  man  li  hinreichend  klein, 
so  kann  man  jR„  :  u,^_-^\  beliebig  klein  machen. 
Eine  andere  nützliche  Bemerkung  ist  diese: 
Satz  23:  Hat  die  FmiMion  F(x)  nebst  ihren  sämtliehen 
Ableitungen  in  dem  ganzen  Intervalle  von  x  bis  x-\-h  bestimmte 
endlicJie  Werte,  so  läßt  sich  F(x  +  h)  in  die  Jionvergente  Tay- 
lorsche Reihe 

Fix  -f  h)  =  F{x)  +  Af'(^)  +  ^^,F"{x)  +  . .  . 

imbesondere  stets  dann  entivickeln,  wenn  edle  Ableitungen  von 
F(x)  von  einer  bestimmten  Ordnung  an  absolut  genommen  über- 
all im  Intervalle  Meiner  sind  als  eine  bestimmte  positive  Zahl. 
Denn  wenn  dies  etwa  von  F^"'\x)  an  gilt,  so  wählen  wir 
71  >  m.  Bedeutet  k  irgend  eine  bestimmte  positive  Zahl,  so 
ist  in  dem  Reste 


K-^-^-l--':,Fi'H.  +  eh) 

die  Anzahl   derjenigen  Faktoren 

h         h         h 

1  '       2  ^       3  '   *  '  '» 

die    absolut    genommen    größer    als    A'    sind,    sicher 

endlich. 
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Es  seien  dies  die  i  ersten  Faktoren.  Ihr  Produkt^  multipliziert 
mit  F^'"^(x  -\-  6h),  sei  mit  P^^  bezeichnet,  da  es  noch  von  n 
abhängt.  Es  bleibt  F^''\x  -}-  dh)  nach  Voraussetzung,  wie  groß 
aucb  n  sein  mag,  stets  absolut  genommen  endlich,  nämlicb 
unterhalb  einer  bestimmten  Zahl.  Nun  ist  |jB^|  <  jP,^^  Z;:""*,  da 
alle  n  —  i  Faktoren 

h  h  h 

4  _j_  1  ?     /:  +  2  ^  '  ■  *  ¥ 

absolut  genommen  kleiner  als  Ic  sind.     Wählen  wir  7i;<  1,  so 
bat   Jv^~^  für   lim  n  ^=  oo    den   Grenzwert   Null,    während     P^^ 
einen  endlichen  Wert  behält.     Also  ist  lim  B^  ==  0. 

116.  Die  Maclaurinsche  Reihe.  Setzt  man  x  =  0  in 
der  Gleichung  (3)  von  Nr.  112  und  bezeichnet  man  alsdann 
h  mit  X,  so  kommt: 

(l)F(x)=i^(0)+^,l-'XOj+^>''(0)  +  ...+^,^^~F(«->)(0)+Ji„, 

wobei  entweder  nach  (4)  in  Nr.  112  zu  setzen  ist: 

(2)  B^^^FC^dx) 

oder  nach  (5)  in  Nr.  113: 

Dabei  bedeutet  6  in  beiden  Formeln  positive  echte  Brüche. 
Die  Gleichung  (1)  ist  unter  der  Bedingung  bewiesen,  daß  die 
Funktion  F(x)  und  ihre  n  ersten  Ableitungen  in  dem  Inter- 
valle von  0  bis  x  bestimmte  endliche  Werte  haben. 

Genügen  alle  Ableitungen  der  Funktion  F[x)  dieser  Be- 
dingung und  hat  der  Rest  R^^  bei  unbegrenzt  wachsenden 
Werten  von  n  den  Grenzwert  Null,  so  gibt  die  Gleichung  (1) 
eine  Entwicklung  der  Funktion  F(x)  in  eine  konvergente  und 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  geordnete  unendliche 
Reihe,  nämlich: 
(4)     F(x)  =  FiO)  +  ■',  F'  (0)  +  f:  F"  (0)  +  |'  F'"  (0)  +  •  •  • . 

Dies   ist   die    nach  Maclaurin    benannte    Reihe;   die   Glei- 
chungen (2)    oder    (3)   gestatten,    Grenzen   für   den   Fehler   zu 
bestimmen,  den  man  begeht,  wenn  man   die  Reihe  mit  irgend 
einem  Gliede  abbricht. 
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Satz  24  {Maclaurinscher  Satz):  Hat  die  Funktion  F(x) 
in  dem  Intervalle  von  Null  bis  zu  einem  betrachteten  Werte  x 
nebst  ihren  sämtlichen  Ableitungen  bestimmte  endliche  Werte  und 
ist  der  Grenzwert  des  Lagrangeschen  oder  Cauchyschen  Bestes 

B  =  -F^-)(ex)     oder     R,^=  ^^f^^  ^  x^F^-^Bx) 
«       n !  ■      ^  .  (^  —  1)  • 

für  lim  n  =  oo  und  für  jeden  positiven  echten  Bruch   6  gleich 
Null,  so  gilt  die  honvergente  unendliche  Beihe: 

F{x)  =  F(0)  +  f ,  F'(0)  +  f-'  F"  (0)  +  .  ■  ■ . 

Hieraus  kann  man  rückwärts  wieder  den  Taylorschen  Satz 
in  Nr.  112  gewinnen,  wenn  man  den  Satz  24  auf  die  Funktion 
F(x  +  h)  statt  auf  F(x)  anwendet  und  schließlich  in  der  her- 
vorgehenden Formel  h  mit  x  vertauscht. 

§  3.     Beilieneiitwickluiigeu  spezieller  Funktionen. 

117.  Reihen  für  Exponentialfunktionen.  Die  Ent- 
wicklung einer  Funktion  in  eine  Potenzreihe  hat  den  Zweck, 
die  Funktion  durch  einen  Ausdruck  darzustellen,  der  ihre  Be- 
rechnung für  die  verschiedenen  Werte  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen ermöglicht.  Durch  die  Definitionen,  die  wir  für 
e'f  log  Xy  sin  x,  cos  x  usw.  früher  gegeben  haben,  ist  ja  noch 
keine  Methode  zur  wirklichen  Berechnung  dieser  Funktionen 
gegeben.     Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  man  sie  berechnen  kann. 

Alle  Ableitungen  der  Funktion  e^  sind  gleich  e^,  bleiben 
also  endlich,  welchen  Wert  man  auch  der  Veränderlichen  x 
beilegen  mag.  Hieraus  folgt  nach  Satz  23  in  Nr.  115,  daß 
€^  in  eine  Potenzreihe,  der  Maclaurinschen  Formel  gemäß,  ent- 
wickelbar ist,  die  für  alle  endlichen  Werte  von  x  gilt.  Für 
X  =  0  reduzieren  sich  die  Werte  der  Funktion  und  ihrer  Ab- 
leitungen auf  Eins,  und  man  hat  daher: 

.1)  '^'=l+l^  +  f:+fl  +  ---  +  S+--- 

Die  Konvergenz  dieser  Reihe  wurde  schon  in  Nr.  106 
nachgewiesen;  soeben  haben  wir  aber  auch  erkannt,  daß  ihre 
Summe  e^  ist,  was  ja  nach  einer  Bemerkung  in  Nr.  115  mit 
jenem  Nachweise  noch  nicht  dargetan  war. 
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Der  Rest  der  Reihe  nach  dem  n^"''  Gliede  ist  in  der 
Lagrangeschen  Form: 

(2)  K-=~.  e«" 

Es  sei  a  irgend  eine  positive  Zahl.  Wir  ersetzen  x  durch 
;r  In  a;  dann  folgt  aus  (1)  wegen  der  Gleichung  a^==e''^''"  für 
jedes  endliche  x-. 

und  beim  Abbrechen  nach    dem  n^^"^  Gliede  kann   der  Rest  so' 
dargestellt  werden: 


ex 


(4)  i^„=^  <:"•"« 

Nach  Nr.  8  und  Nr.  48  geben  die  Reihen  (1)  und  (3)  die 
positiven  Werte  von  e^  und  a^,  z.  B  im  Falle  x  =  \  die  positiven 
Quadratwurzeln  aus  e  und  a. 

Die  halbe  Differenz  bzw.  Summe  von  e'^  und  e~'^  pflegt 
man  als  den  Sinus  hyperbolicus  und  Cosinus  hyperholicus  von 
X  zu  bezeichnen ,  abgekürzt  mit  ©in  x  und  So]  x  oder  auch 
snh  X  und  csh  ,t: 

(5)  (Sin  o;  =  -i-  (e"  —  t-'^'),    (^o|  ^'  =  4-  (e^"  +  e-^). 

Sie  stehen  nämlich  in  einer  ähnlichen  Beziehung  zur 
Fläche  einer  gleichseitigen  Hyperbel  wie  die  goniometrischen 
Funktionen  sin  x  und  cos  x  zur  Fläche  eines  Kreissektors, 
worauf  wir  jedoch  hier  nicht  näher  eingehen  wollen.  Es 
kommt: 
//j\  d<Bxnx       ^  f  d^i>\x       ^. 

Alle  Ableitungen  von  @tn  .r  und  ©of  :r  sind  daher  endlich 
für  jeden  Wert  von  x.  Nach  Satz  23,  Nr.  115,  lassen  sich 
also  auch  ^m  x  und  (Sof ;?;  für  jedes  x  als  konvergente  Mac- 
laurinsche  Reihen  darstellen.  Weil  sich  (Sin  x  und  ßof  x  für 
^^  =  0  auf  0  bzw.  1  reduzieren,  so  ergibt  sich: 


(7) 
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(9) 
(10) 


Es  sei  bei  dieser  Gelegenheit  hinzugefügt:  Infolge  von 
(5)  ist: 

(e^=  Sofn;  4- @in^,    e-''=  ao\x  —  (Binx. 

Der  Quotient  von  (Bin  x  und  ©üf  x  heißt  der  Tangens 
hyperholicus  von  x^  bezeichnet  mit  Xg  x  oder  tgh  o^': 

Die  Ableitung  von  %c\  x  ist: 

d%(^x  _        1 

©in  o;,   Soj  X   und  Xg  ic    heißen    zusammen    die    hyperbolischen 
Funktionen. 

118.  Die  Zahl  ^.  Man  kann  leicht  beweisen,  daß  die 
Zahl  e  nicht  nur  irrational  ist,  sondern  auch  nicht  Wurzel 
einer  Gleichung  zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
sein  kann.  Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müßte  eine  Gleichung 
bestehen  von  der  Form 

worin  «,  ß,  y  bestimmte  positive  ganze  Zahlen  bedeuten.    Nun 
ist  aber  nach  (1)  und  (2)  in  voriger  Nummer: 


1  +  1-1-^.4-...  +  -1.-  +  ^ 


1!~2! 


+ 


(-1/ 


(-Ife- 


Die  Substitution  dieser  Werte  in  (1)  ergibt: 


(0<Ö<1), 
(0<rKl). 


l+n+^+ 


+ '       +^" 

^  (n  —  1) !  ^  n !. 


+  ^ri_i  +  i_...  +  (-y"-' ,  (-1)"^-" 

—  '^  L  1!     '    2!  •^C^,  _1M     "^ 


=  ±r- 


(n—  1)!    '  n! 

Multipliziert  man  mit  {n  —  l)\,  so  folgt,  daß  die  Größe 


^  n 


eine  ganze  Zahl  sein  müßte.     Da  man  für  n  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  wählen  kann,  so  läßt   sich   das  Vorzeichen  von 
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+  (—  1)"  willkürlicli  fixieren.  Wählt  man  das  Pluszeichen,  so 
müßte  also 

^  n 

eine  ganze  Zahl  sein,  was  jedoch  zu  einem  Widerspruche  führt. 
Denn  ^  ist,  wenn  n  hinreichend  groß  gewählt  wird,  ein  posi- 
tiver echter  Bruch.     Also  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

119.  Reihen  für  Sinus  und  Kosinus.   Die  Ableitungen 
^ter  Ordnung  der  Funktionen  cos  x  und  sin  x  sind  nach  Nr.  61 

q,ob{x -\- -^riTc)     bzw.     ^m{x -\- ^nic) 
und   bleiben    also    endlich    für   jeden    beliebigen  Wert  von  x. 
Hieraus  folgt  nach   Satz   23   in   Nr.  115,   daß   sich   die   Funk- 
tionen  cos  X  und   sin  x  nach   der   Maclaurin sehen  Formel   für 
jeden  Wert  von  x  entwickeln  lassen. 

Für  x  =  0  bilden  die  Werte  der  Funktion  cos  x  und  ihrer 
Ableitungen  eine  periodische  Folge,  deren  Periode 

1,    0,    -1,    0 
ist;    ebenso    bilden   die  Werte  der  Funktion   sin  x    und  ihrer 
Ableitungen  für  x  =-  0  eine  periodische  Folge  mit  der  Periode: 

0,    1,    0,    -1. 
Also  hat  man  für  jedes  x\ 

(1)  cos^  ==  1  _|!  +  -',_...+(_  1)»  ^g,  +  .  .  ., 


X  X^      ,      X 


(2)  sin.  =  f,  -  |,  +  --,-...  +  (-  1)»  (,-i.ari),  +  •  ■  •• 

Um  den  Rest  der  Reihe  (1)  zu  erhalten,  wenn  man  sie 
nach  dem  Gliede  vom  Grade  2m  abbricht,  hat  man  in  der 
Lagrangeschen  Formel  für  B„  statt  n  den  Wert  2  m  -\-  2  zu 
setzen;  dann  wird: 

Ebenso  wird,   wenn   die   zweite   Reihe  nach    dem   Gliede   vom 
Grade  2m  -\-  1  abgebrochen  wird,  ihr  Rest: 

Bx  -\ zr^ —  7C 
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Liegt  X  zwischen  Null  und  -^7t  und  gibt  man  m  nach- 
einander die  Werte  0,  1,  2^  3,  .  .  .,  so  wird  der  Wert  von 
-^2 »»+2  o^®^*  ^'2m  +  3  abwechselnd  negativ  und  positiv.  Hieraus 
folgt,  daß  sich,  wenn  man  die  Reihe  (1)  oder  (2)  mit  dem 
ersten,  mit  dem  zweiten  Giiede  usw.  abbricht,  eine  Reihe  von 
Werten  ergibt,  die  abwechselnd  größer  und  kleiner  sind  als 
die  Werte  cos  x  und  sin  x.     So  ist  im  besonderen: 

cos  a;  <  1 ,     cos  a;  >  1  —  — ,    cos  :r  <  1  —  -^  +  — , 


X 


sin.  X  <Cx,       sm  r  >  x  —  - ,      sm  x  <  x  —  ,-,  -\-  ,    ■ 

'  6  .  o  I  O  ! 

120.  Reihe  für  den  natürlichen  Logarithmus.    Für 

den  natürlichen  Logarithmus  ist: 


und  allgemein: 


''"-^k+-~^^-xT-(i  +  ^)-^ 


Für  a;  =  0  geben  diese  Werte  bzw.  1  und  (—  1)«-^(m—  1)!. 
Ferner  ist  ln(l  +  o;)  =  0  für  a;  =  0.     Also  kommt: 

(1)      ln(l  +^-)  =  ^  -  |-  +  -^  _  .  .  .  +(-  1)»-^  £-^  +iJ„ 
und  nach  der  Lagrangeschen  Restformel: 

oder  nach  der  Cauchyschen  Restformel: 

(<K\  -R  -  (-ir-\-i-ör-v 

Wenn  also  der  Rest  i?^  für  unbegrenzt  wachsende  Werte 
von  n  den  Grenzwert  Null  hätte,  so  erhielte  man  nach  der 
Maclauriuschen  Formel: 

(4)  hi(l+;r)=f-^  +  *,^-^'+---.       • 

Da  diese  Reihe  nach  Nr.  106  nur  für  —  1  <  ^  ^  +  1  konver- 
giert, so  kann  der  Rest  sicher  nicht  für  andere  Werte  von  x 
den  Grenzwert  Null  haben.  Wir  können  uns  also  bei  der 
Untersuchung  des  Grenzwertes  auf  —  1  <  ic  ^  +  1  beschränken. 

[119,  130 
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a)  Ist  a;  >  0,  aber  <  1,  so  wenden   wir   die   Form  (2)   des 
Restes  an,  nämlicli 


B 


n        y         J  n  \l-\-dx) 


Der  Faktor  1  :  n  hat  den  Grenzwert  Null.  Der  letzte  Faktor 
hat  auch  den  Grenzwert  Null,  sobald  o;  <  1  ist,  und  wird  im 
Falle  X  =  1  selbst  für  6  =  0  nie  größer  als  Eins.  Also  wird 
IimjR^=0  für  0<a;^l. 

b)  Wenn  ^  <  0,  aber  >  —  1  ist,  so  benutzen  wir  die 
Form  (3)  des  Restes.  Wenn  wir  darin  x  =  —  js  setzen,  so  daß 
0  <  ^  <  1  ist,  so  kommt: 

Der    erste  Faktor   ist    für  jeden   echten  Bruch  6  endlich,   der 
zweite  wird  kleiner  als  ^"~^  und  hat  daher  den  Grenzwert  Null. 
Mithin  ist  lim  B^==  0  für  -  1  <  ic  <  0. 
Die  Gleichung: 

gilt  also  für  jedes  x  in  dem  Intervalle  —  1  <  ^  ^  +  1. 

Ist  X  positiv,  so  hat  der  Rest  das  Zeichen  von  (—  1)"~^, 
und  sein  absoluter  Wert  ist  kleiner  als  x"  :  n.  Dieser  Rest 
kann  also  auch  in  der  Form 

K=i--^)"-'-'^'  (o<0<i) 

dargestellt  werden. 

Ist  X  negativ  und  gleich  —  0,  so  wird  —  B^^  für  ^  <  1  gleich 
einem  Produkte  von  zwei  positiven  Faktoren,  die  kleiner  sind 
als  0  :  (1  —  0)  bzw.  s^'-^.     Demnach  kann  man  dann  setzen: 

^«=-r^-,     oder     B„=(-ir-'-^^^^  (0<Ö<1). 

Für  n  =  2  ist  also,  wenn  x,  6  und  0'  Größen  zwischen  0 
und  1  bezeichnen: 

(5)        \n(l+x)^x-'l',     ln(l-^)==_^_^. 

121.   Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen.  Ist 

die  Größe  x  zwischen  0  und  1  enthalten,  so  bat  man  die  beiden 
konvergenten  Reihen: 
180,  lÄlJ 
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/y»  O***  /Y»3  'T** 

(1)  in(i+^)=^_--  +  ^_^  +  ..., 

(2)  ln(l_^)=_|_^_^-^_.... 

Zieht  man  die  z^veite  gliedweise  von  der  ersten  ab,  was 
nach  Satz  6  in  Nr.  103  geschehen  darf,  so  folgt: 

(3)        i,i±|=2(^+-;+?^+...). 

Setzt  man  in  (1)  für  x  den  Wert  h:N,  so  wird  ln(l4-a:) 
=  In(iV+ /i)  —  IniV.  Also  ist,  wenn  li  und  N  positiv  sind 
und  Ji  <i  N  gewählt  wird: 

(4)  in(N+h)-lnN=^~^.  +  ^,----. 

Setzt  man  ferner  in  der  Gleichung  (3) 

h  ,         1  +  ^7       Ni-h 

^  =  »  ^r  ■  7      oder     :r^ —  =  — ~-  , 

SO  folgt  für  jedes  positive  h  und  N: 

(5)  l„(i^+Ä)_lniyr=2[^  +  3^^-3  +  ^^^^,  +  ...]. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  wendet  man  an,  um  den 
natürlichen  Logarithmus  einer  Zahl  N  +  /^  zu  bestimmen,  wenn 
der  Logarithmus  der  Zahl  N  schon  bekannt  ist.  Die  absoluten 
Beträge  der  Glieder  dieser  Reihen  nehmen  schnell  ab,  sobald 
nur  N  einigermaßen  größer  als  li  ist.  Im  besonderen  wird 
für  h=l'. 

(6)  ln(i^+l)-lni^  =  -^-^,+  3^-.--(iV>l), 

(7)  ln(3^+l)-ln^^=2[^_P^  +  _^^,^^ 

122.    Der  Modul  der   gewöhnlichen  Logarithmen. 

Es    ist,  wenn   log  x  den   gewöhnlichen   Logarithmus    mit    der 
Basis  10  bezeichnet: 

Bildet  man    von   beiden   Seiten    die   natürlichen   Logarithmen, 
so  folgt 

hix  =  loga;  •  In  10. 

Wird  1  :  InlO  =  J/  gesetzt,  so  ist  also: 

(1)  log a;  =  ilf- Ina;. 

Serret-Scheffers,  Diff.-u.  Integral-Kechnung.  I.  4.U.  5.  Aufl.       14      flgl     1122 
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Demnacli  ergeben   sich  die  gewölinliclien  Logarithmen,  indem  . 
man  die  natürlichen  Logarithmen  mit  der  Konstanten  M  multir 
pliziert,    die    der    Modul    der    gewöhnlichen   Logarithmen    ge- 
nannt wird. 

Die  Formeln  der  vorigen  Nummer  gestatten  nun  die  Be- 
rechnung von  iüf;   zunächst  ergibt  die  Formel  (7)  für  iV"=  1: 

(2)  ln2  =  2(|+3V,  +  ^3.  +  y^,+  9^,+  ---)- 

Die  Formel  (5)    gibt   sodann,  wenn  JV  =  8  und  h  =  2  gesetzt 
wird: 

(3)  l„10  =  31n2  +  2(|  +  ^  +  ^,  +  ...), 
und  man  hat  folglich: 

(4)  .4=6(l+3V3  +  ä^  +  --)+2(l  + 


3-9«    '    5-9^ 


Die  Glieder  dieser  Reihen  nehmen  rasch  genug  ab;  aber 
es  lassen  sich  auch  viele  andere  bilden,  in  denen  die  Glieder 
noch  rascher  abnehmen.  Wenn  man  z.  B.  in  der  Gleichung  (5) 
von  Nr.  121  für  N  den  Wert  4096  =  2^^  und  h  =  A,  also 
JSf+h^-  4100,  und  in  (7)  für  N  den  Wert  40  =  2^  •  10  setzt, 
so  folgt: 

ln41  +  2h.l0=121n2  +  2(^V9  +  3TW3  +  6»  +  ---)' 

ln41=lnlO  +  21n2H- 2(^  +  34^,  +  ^.  + •••)■ 

Eliminiert   man   In  41    und   In  2    aus    diesen   Gleichungen   und 
der  Gleichung  (3),  so  kommt: 

""      \2049  "^  3-20493  +  '  *  ' j  ' 

Berechnet  man  jedes  Glied  der  Gleichung  (4)  oder  (5)  auf 
28  Dezimalstellen,  um  für  die  Werte  von  1  :  M  und  von  M 
25  Dezimalen  zu  erhalten,  so  findet  man: 

4  =  2,30258  50929  94045  68401  79914, 
il^  =  0,43429  44819  03251  82765  11289.  . 
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123.  Berechnung*  der  gewöhnlichen  Logarithmen. 

Die  Formeln  (4)  und  (5)  in  Xr.  121  dienen  zur  Berechnung 
der  gewöhnUchen  Logarithmen,  wenn  man  ihre  rechten  Seiten 
mit  dem  Modul  M  multipliziert.     Man  hat  also: 

iog(i^+  70  - iog.v=  J^[|=  -  2ir'  +  3ir» -  •  •  •]' 

log(.Y+  ;.)  -  log.V=  2M[^^  +  j^^^3  +  •  •  •] 
und,  wenn  man  h  =  1   setzt: 

log  (JV  +  1)  -  log  N  =  Ji  [^  -  -^,  +  3^,  -•••], 

log(iV+l)-log.Y=2ilf[^  +  ^^^^,  +  ...]. 

Da  der  Modul  21  bekannt  ist,  so  kann  man  mittels  dieser 
Gleichungen  die  Berechnung  ausführen. 

124.  Das  Einschalten   in  den  Logarithmentafeln. 

Bei  der  Benutzung  der  Logarithmentafeln  nimmt  man  an,  daß 
kleine  Änderungen  des  Numerus  proportional  den  entsprechen- 
den Änderungen  des  Logarithmus  seien.  Wir  wollen  zeigen, 
daß  diese  Annahme  für  diejenige  Annäherung,  die  man  zu  er- 
reichen wünscht,  zulässig  ist.  Zu  dem  Zwecke  benutzen  wir 
die  erste  Gleichung  (5)  aus  Nr.  120: 

worin  x  und  6  positive  echte  Brüche  sind.  Ersetzen  wir  x 
durch  h  :  N  imd  multiplizieren  wir  mit  dem  Modul  M,  so  er- 
gibt  sich    als    Differenz    der    geAvöhnlichen    Logarithmen    von 

N  -^h  und  N: 

(1)  z^  =  log(.Y+/0-log.Y=ilf(A_|^). 

Hierbei  sei  N  eine  ganze  positive  Zahl  und  li  ein  positiver 
echter  Bruch,  so  daß  N  +  h  zwischen  N  und  iV  -f-  1  liegt. 
Die  Einschaltung  oder  Interpolation  in  den  Logarithmentafeln 
besteht  nun  darin,  daß  man  die  für  h  =  1  hervorgehende 
Differenz 

(2)  D  =  log(.V+l)-log.Y=M(^-^), 

WO  B'  auch  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  berechnet,  sie 
im  Verhältnis   h  :  1    teilt   und   alsdann  hD   zu  log  N  addiert. 


^   1       ia 
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um  angenähert  log  (N  +  h)  zu  finden,  während  in  Wahrheit 
z/  zu  log  N  zu  addieren  wäre.  Also  ist  e  =  zi  —  hD  der 
Fehler  beim  Interpolieren  der  Logarithmen.  Es  ergibt  sich 
aus  (1)  und  (2): 

Wenn  man  dagegen  den  Numerus  N  -\-  h  aas  dem  gegebenen 
Logarithmus  log  (iV  +  h)  bestimmen  will,  so  berechnet  man 
z/  und  D  und  benutzt  statt  des  zu  N  zu  addierenden  h  den 
Bruch  J  :  B,  so  daß  rj  =  h  —  zJ  :  D  der  absolute  Fehler  beim 
Interpolieren  des  Numerus  ist.    Es  ergibt  sich  aus  (1)  und  (2): 

_{eh  —  e')h 

^  ~    2N—d' 
Als  relativen  Fehler  beim  Interpolieren   des  Numerus   können 
wir  rj  :  N  bezeichnen.     Da  6,  6'  und  h  positive   echte  Brüche 
sind  und  Jf<-5-  ist,  so  wird: 

1 

N{2N—1)' 

Man  sieht  hieraus,  daß,  wenn  N  größer  ist  als  10000,  wie  es 
bei  siebenstelligen  Tafeln  der  Fall  ist,  der  absolute  Betrag  von 
8  kleiner  wird  als  der  vierte  Teil  der  achten  Dezimaleinheit.  Der 
relative  Fehler  ri  :  N  übersteigt  absolut  genommen  kaum  die 
Hälfte  der  achten  Dezimaleinheit.  In  fünfstelligen  Tafeln  ist 
N  größer  als  1000,  daher  der  absolute  Betrag  von  e  kleiner 
als  der  vierte  Teil  der  sechsten  Dezimaleinheit  und  der  ab- 
solute Betrag  des  relativen  Fehlers  rj  :  N  kaum  größer  als  die 
Hälfte  der  sechsten  Dezimaleinheit. 

125.  Die  Biuomialreihe.  Wollen  wir  die  m*®  Potenz 
eines  Binoms  a  -\-b  für  irgend  einen  Wert  des  Exponenten  m 
betrachten,  so  müssen  wir  a  -{-b  nach  Nr.  5  positiv  annehmen 
und  unter  (a  +  &)"*  den  positiven  Wert  der  Potenz  verstehen. 
Setzen  wir  b  \  a  =  x,  so  wird  die  Potenz  gleich  a^  (1  +  x)^. 
Wir  stellen  uns  daher  die  Aufgabe,  den  positiven  Wert  von 
(1  +  xy"-  für  positive  Werte  von  1  +  ^,  d.h.  für  o;  >  —  1 ,  als 
eine  Poten^reihe  von  x  darzustellen. 

Da  nach  Nr.  61 

"^"^^^^^^^  ==  m(m  -  1)  . . .  (m  -  >^  +  1)  (1  +  x)""" 

1:^4, 1^5] 
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ist  und  für  :c  =  0  gleich  m  (in  —  1)  -  ■  -  {m  —  n  +  1)  wird,  so 
gibt  die  Maclaurinsche  Formel  (1)  in  Nr.  116: 

(1)  (i  +  ^)»=i  +  |^  +  !!i(^)x^  +  ... 

+  1.2...(n-l)  ^  +  ^^«^ 

WO  nach  (2)  und  (3)  in  Nr.  116  entweder 

(2)  B^  =  Mn^-^)'-^(»l^Jl±l)^n^l  ^  exr-^ 
oder 

ist,  wobei  6  in  (2)  und  (3)  verschiedene  positive  echte  Brüche 
vorstellt.  Wäre  nachgewiesen  worden,  daß  für  jeden  Wert 
von  6  zwischen  Null  und  Eins  der  Grenzwert  von  E„  für 
lim  n  =  CO  gleich  Null  wäre,  so  würden  wir  zu  der  so- 
genannten B'momialr eilte  gelangen: 

(4)       (l+:r)-=l  +  |^^+'^1P^^^+'"^'"~'3y"'^^^  +  --- 

die  iibrigens  mit  ihrem  (ni  -{-  1)^^"  Gliede  endigt,  sobald  m  eine 
positive  ganze  Zahl  ist,  indem  alsdann  alle  folgenden  Glieder 
verschwinden.  Wir  nehmen  aber  im  folgenden  für  m  eine  be- 
liebige Zahl  an. 

In  der  Reihe  (4)  ist  das  Verhältnis  des  (?z  -f  1)*^^  Gliedes 
zum  w*^"  Gliede  gleich  (m  —  n  -\-  \)  x  :  n  oder 

und  hat  für  lim  n  =  oo  den  Grenzwert  —  x.  Nach  Satz  13 
in  Nr.  105  divergiert  daher  die  Reihe  (4)  für  x  >  1.  Bei 
der  Untersuchung  des  Grenzwertes  des  Restes  jR„  können  wir 
uns  also  von  vornherein  auf  das  Intervall  —  1  <  ä:  <  +  1 
beschränken.  Was  im  Falle  x  =  —  1  oder  x  =  ^  1  eintritt, 
wollen  wir  erst  später  (in  Nr.  126)  untersuchen. 

Je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist,  empfiehlt  es  sich, 
die  Restformel  (2)  oder  (3)  zu  benutzen. 

a)  Ist  0  <  o;  <  +  1,  aber  ^  4=  +  1,  so  wird  nach  (2): 


mx    (w  —  l)x    {m  —  2)x  (m  —  n-]-  l)x  1 

[las 


12  3  n  l4-(öa:)"-"* 
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Der  letzte  Faktor  hat,  wenn  n^  m  gewählt  wird,  im  Nenner 
eine  positive  Potenz  der  zwischen  1  und  2  gelegenen  Zahl 
1  -\-  dx,  so  daß  der  Grenzwert  dieses  Faktors  für  lim  >^  =  oo 
gleich  Null  oder  gleich  Eins  wird.  Der  zweite  Fall  tritt  für 
X  =  0  oder  6  =  0  ein.  Das  Produkt  der  n  ersten  Faktoren 
hat,  behaupten  wir,  den  Grenzwert  Null.  Denn  sobald  n  um 
eine  Einheit  wächst,  tritt  ein  neuer  Faktor 

(m  —  n)x         ,                   (^        m  4-  1\ 
f— f-     oder     —  x[l ^-- 

hinzu,  dessen  Grenzwert  für  lim  n  =  oo  gleich  —  x  wird.  Es 
leuchtet  also  ein,  daß,  wenn  n  wächst,  die  Zahl  derjenigen  Fak- 
toren in  R^y  die  absolut  genommen  größer  als  Eins  sind,  end- 
lich ist,  während  die  Zahl  derjenigen  Faktoren,  die  absolut 
genommen  kleiner  als  Eins  sind,  ohne  Ende  mit  n  wächst. 
Es  gibt  daher  eine  positive  Zahl  ^  <  1  derart,  daß  immer  mehr 
und  mehr  Faktoren  absolut  genommen  kleiner  als  Ic  werden. 
Da  nun  If  für  lim  r  =  oo  den  Grenzwert  Null  hat,  so  folgt, 
daß  lim  R^  =  0  für  lim  n  =  cx)  sein  muß. 

b)   Ist  — l<a;<0,   aber  x^—1,   so  setzen  wir  x=  —  0 
und  betrachten  nach  (3)  den  Rest: 

(771  —  1)  z     (m  —  2)  z         {m  —  7i-\-  l)z 


K  =  (- 1)" 


1 

2                        n—1 

■  m,.(i     e,r-^[lJ-^ 

)■"' 


Das  Produkt  der  Faktoren  in  der  ersten  Zeile  hat,  wie  wir 
vorhin  sahen,  da  ja  jetzt  0  <  ^  <  -|-  1  ist,  den  Grenzwert  Null, 
der  nächste  Faktor  ms  ist  endlich,  ebenso  der  folgende.  Der 
letzte  Faktor  ist  eine  Potenz,  deren  Basis  absolut  genommen 
zwischen  0  und  1  liegt  und  höchstens  gleich  Eins  (für  z  =  0 
oder  6  =  0)  wird,  so  daß  diese  Potenz  für  lim  n  =  oo  gleich 
Null  oder  Eins  ist.     Folglich  ist  lim  B^=  0  für  lim  n  =  oo. 

Wir  haben  also  erkannt,  daß  die  JBinomialformel  (4)  für 
\x\  >  1  falsch  ist,  richtig  dagegen  für  —  1  <  o;  <  +  1 ,  während 
es  noch  dahingestellt  bleibt,  was  sich  im  Falle  x  =  -{-  1  und 
im  Falle  x  =  —  1  ergibt. 

126.    Weitere    Untersuchung    der    Binomialreihe. 
Wenn  x  =  -\-  1  ist,  geht  die  Binomialreihe  in : 
185,  136] 
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w        m  (vi  —  1)         m  (m  —  1)  (m  —  2) 

(1)  1+T+        1-2        + 1.2.3  +••* 

über,  dagegen,  wenn  :r  =  —  1  ist,  in: 

,„.  ^        ?«        «i  (w  —  1)        7«  (m  —  1)  (7?i  —  2) 

(2)  1  -  T  +  ~TT2  iT2T3"  "^  •  •  * 

In  beiden  Reiben  ist  das  Yerbältnis  des  (n  +  1)*®''  Gliedes 
zum  n^"^  Gliede  absolut  genommen  gleicb 

7)1+1 


1- 

demnacb  größer  als  Eins  für  m  +  1  <  0.  In  diesem  Falle 
kann  daber  der  Grenzwert  des  n^^"^  Gliedes  für  lim  n  =  oo  ge- 
wiß nicbt  gleicb  Null  sein,  d.  b.  heide  Beihen  divergieren  für 
m  <  -  1,  nacb  Satz  4,  Nr.  103. 

Ferner  ergeben  sieb  augenscbeinlicb  divergente  Reihen  für 
m  =  —  1.  Im  folgenden  setzen  wir  daber  m  größer  als  —  1 
voraus. 

Zunäcbst   liege  m  im  Intervalle  von  —  1  bis  0,   sei   aber 

weder  gleicb  —  1  nocb  gleicb  0.     Dann  bestebt  die  Reibe  (1) 

aus  abwecbselnd  positiven  und  negativen  Gliedern,  die  Reibe 

(2)  dagegen  aus  lauter  positiven  Gliedern.    Dabei  ist  die  Reibe 

(2)  die  der  absoluten  Beträge  der  Glieder  der  Reibe  (1).     Da 

jetzt   kein  Glied   der  Reibe  (2)  kleiner   als    das   entsprecbende 

Glied  der  Reibe 

^        m        m        m 
1  ~  'Y  ~  ~% 

ist,  die  ebenfalls  nur  positive  Glieder  bat  und  divergiert,  weil 

die  Reibe  1  +  —  +  ^  H nacb  Nr.  103  divergent  ist,  so  folgt 

aus  Satz  10,  Nr.  105:  Die  Reihe  {2)  divergiert  für  —  1<  m  <  0. 
Hiernaeb  kann  die  Reibe  (1),  falls  sie  konvergiert,  sieber  nur 
bedingt  konverofieren.  Da  ibre  Glieder  abwecbselnde  Yorzeieben 
baben,  ibre  absoluten  Beträge  aber  abnebmen  und  nacb  Null 
streben,  so  lebrt  Satz  9,  Nr.  104:  Die  Reihe  (!)  Iconvergiert 
bedingt  für  —  1  <  m  <  0. 

Ln  Falle  m  =  0  reduzieren  sieb  beide  Reiben  auf  ibr 
erstes  Glied. 

Wir  kommen  endlicb  zu  dem  Falle  7n  >  0.  Bezeicbnen 
wir  den  absoluten  Betrag  des  n^®^  Gliedes  der  Reibe  (1)  oder, 
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was  dasselbe  ist,  der  Reihe  (2)  mit  u„,  so  haben  wir  zunächst, 
wie  schon  gesagt  wurde: 

Un  n       ' 

Wir  lassen  hier  die  Striche,  die  den  absoluten  Betrag  der 
rechten  Seite  andeuten,  deshalb  fort,  weil  wir  annehmen  können, 
daß  n  größer  als  w  +  1  gewählt  worden  sei.  Betrachten  wir 
andererseits  die  Reihe 

-1-  +  ^L.  +  . . .  +  _i_  +  . . . 

die  für  m  >  0  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  105  konvergiert. 
Ist  v^  ihr  n^^^  Glied,  so  haben  wir: 


v„  \  nj 


■m  —  l 


Diese   Potenz   kann   nach   (1)   und   (2)   in  Nr.  125   entwickelt 
werden,  wenn  in  jener  Formel  x  durch  1 :  n,  m  durch  —  m,—  1 
und  n  insbesondere  durch  2  ersetzt  wird.     Dann  kommt: 
^«+1  _  i       ^»  +  1    ,    (m-f-l)(m  +  2)  /^       ^\-m-3 

wobei  6  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.    Da  der  letzte 
Summand  positiv  ist,   so  zeigt  die  Vergleichung  mit  (3),  daß 

'^^n  +  l  AI.         ^n  +  1 


n  ^n  a  +  1  n 

wird.  Wenn  nun  für  irgend  einen  bestimmten  Wert  n  etwa 
^n=  ^'^n  ist,  so  folgt  hieraus  u^^^  <  /i:v„  +  i,  ^^„+3  <  ^^n+2  ^sw. 
Die  Reihe  i{j^-\-  u^-\-  -  -  -  mit  lauter  positiven  Gliedern  kon- 
vergiert mithin,  weil  die  Reihe  v^-^  v^-\-  -  •  -  konvergent  ist 
(vgl.  Satz  10,  Nr.  105).  Also  folgt:  Die  Leihen  {!)  und  (2) 
sind  unbedingt  konvergent  für  m  >  0. 

Zusammengefaßt:  Die  ReiJie  (!)  Iconvergiert  für  m  ^  0 
unbedingt  und  für  —  1  <  w^  <  0  bedingt,  die  Reihe  (2)  Iwnvergiert 
für  m  ^  0  unbedingt.  In  allen  andern  Fällen  sind  die  Reihen 
divergent. 

Da  (1  +  x)"^  für  x  =  -^  1  gleich  2"^  und  für  ^  =  —  1 
und  w  >  0  gleich  Null  ist,  so  ist  zu  vermuten,  daß  die  erste 
Reihe,  falls  sie  konvergiert,  gleich  2"\  die  zweite  gleiche  NuU 
ist,  was  in  der  Tat  von  Abel  bewiesen  worden  ist.  Wir  gehen 
hierauf  jedoch  nicht  ein. 
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§  4.   Reihenentwicklungen  nach  positiven  und  negativen 

Potenzen. 

127.  Allgemeine  Regeln.  Wird  die  Funktion  f{x)  oder 
eine  ihrer  Ableitungen  für  x  =  x^  unstetig,  so  kann  man 
f{xQ  +  h)  nicht  nach  dem  Taylorschen  Satze  in  eine  unendliche 
Reihe  entwickeln,  z.  B.  nicht  In  h  für  Xq  =  0.  Dies  ist  der 
Grund,  weshalb  wir  in  Nr.  120  nicht  In  x^  sondern  In  (1  -|-  ^) 
entwickelt  haben. 

Um  aber  auch  in  solchen  Fällen  eine  Methode  zur  Be- 
rechnung der  Funktion  abzuleiten,  wollen  wir  annehmen,  die 
Funktion  f(x)  habe,  wenn  x  nach  einem  gewissen  Werte  Xq 
hin  strebt,  den  Grenzwert  +  <^  oder  —  oo.  Die  einfachste 
derartige  Funktion  ist 


Nun  kann  es  sein,  daß  man  eine  solche  Potenz  von  x  —  Xq 
mit  positivem  Exponenten  m  ausfindig  machen  kann,  daß  das 
Produkt  von  f(x)  mit  ihr  für  x  =  Xq  nicht  mehr  den  Grenz- 
wert Unendlich,  sondern  einen  endlichen  und  von  Null  ver- 
schiedenen Grenzwert  hat,  daß  also 

(1)  lim  (x  -  ^o)'Y(^)  =  ^ 

ist,  wo  Ä  eine  endliche  Zahl  4"  0  bedeutet.  Dann  sagt  man, 
daß  f(x)  an  der  Stelle  Xq  in  der  m^"  Ordnung  mit  1  :  {x  ~  Xq) 
unendlich  wird.  Es  kann,  wenn  überhaupt,  nur  eine  solche 
Zahl  geben,  denn  jede  andere  Potenz  [x  ~  Xq)"  ist  in  der 
Form  (x  —  x^Y'^x  —  Xq)"~"'  darstellbar,  also: 

lim  (x  —  x^Yf^x)  =  lim  (x  —  x^y-""  •  lim  (x  —  x^'^f{x) 

nach  Satz  31  in  Nr.  24,  so  daß  aus  (1)  folgt: 

■  lim  {x  —  Xo)"f(x)  =  A  lim  (x  —  x^""  -  "\ 

x  =  Xo  x  =  Xo 

Für  n  <  m  ist  dieser  Grenzwert  Unendlich,  für  n  >  ni  Null. 

Wir  geben  bei  dieser  Gelegenheit  zugleich  eine  zweite 
Definition:  W^enn  f\x)  für  x  =  Xq  den  Grenzwert  Nidl  hat,  so 
sagt  man,  daß  f(x)  an  der  SteUe  Xq  in  der  m'^"  Ordnung  mit 
X  —  Xq  zu  Null  wirdj  wenn  man  eine  positive  Zahl  m  so  aus- 
findig machen  kann,  daß 

[137 


218        Kap.  V.    Entwicklung  der  Funktionen  in  Potenzreihen. 

(2)  lim— ^—=4 

d.  h.  zu   einem   endlichen   und  von  Null  verschiedenen  Werte 
wird.     Hier  kann  man   entsprechend  beweisen ,   daß,  wenn  es 
überhaupt  eine  solche  Zahl  w  gibt,  dann  nur  eine  vorhanden  ist. 
In  jedem  der  beiden  Fälle  (1)  und  (2)  wird 

(x-x,y'f(x)  bzw.  -^z^ 

eine  solche  Funktion  fi{x)  von  x,  die  für  x  =  Xq  einen  end- 
lichen und  von  NuU  verschiedenen  Wert  Ä  annimmt.  Wir 
können  also  beide  Formeln  in  die  eine  zusammenfassen: 

(3)  f(x)  =  {x-x,)%{x), 

wobei  f^  (x)  für  x  =  Xq  endlich  und  von  Null  verschieden  ist 
und  n  sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein  kann.  Ist  9*  >  0, 
so  hat  f(x)  für  x  =  Xq  den  Grenzwert  Null  und  ist  dort 
gleich  Null  in  der  n}^""  Ordnung;  ist  w  <  0,  so  hat  f(x)  für 
X  =  Xq  den  Grenzwert  Unendlich  und  wird  dort  unendlich  groß 
in  der  (—  ^)*®^  Ordnung. 

Bedeutet  Ä  wie  vorhin  den  endlichen  und  von  Null  ver- 
schiedenen Wert,  den  f^(x)  für  x  =  Xq  erreicht,  so  ist  fi{x)  —  Ä 
eine  Funktion,  die  für  x  =  Xq  den  Grenzwert  Null  hat.  Wird 
sie  dort  gleich  Null  in  der  m/^""  Ordnung,  so  ergibt  sich  ana- 
log  (3): 

(4)  f,{x)-Ä  =  {x-XQy^f,(x), 

wo  f^ix)  für  X  =  Xq  einen  endlichen  und  von  Null  verschiedenen 
Wert  Ä^  hat,  so  daß  f^  (x)  —  A^  für  x  =  Xq  wieder  den  Grenz- 
wert Null  hat.  Wird  f^  {x)  —  A^  dort  gleich  Null  in  der 
^^ten  Ordnung,  so  kommt  entsprechend  weiter: 

(5)  f,{x)-A,  =  {x-XQy^f,{x), 

wo  nun  /*3  {x^  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  usw.  Nach 
(3)  und  (4)  wird: 

f\x)  =  A{x  -  XqY  -{-{x-  XQy  +  "^f,{x), 
also  nach  (5): 

(6)  f(x)  =  A(x  -  XqY  -f-  A,{x  -  XqY^-^  +{x-  x^y+^^-^-^f,  (x), 

usw.    Kann  man  in  dieser  Weise  eine  Anzahl  einzelner  Schritte 

machen,  so  erhält  man  allgemein: 
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f{x)  =  A{x  -  x^Y  +  A^{x  —  ^o)""^"^  +  Aip^  -  ^0!^""^"^  +  "^  H 

wo  dann  noch  eine  Funktion  von  x  als  Hest  Mj.  übrig  bleibt. 
Es  ist  dies  eine  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von 
X  —  Xq,  da  n^y  n^,  ^3  ,  •  .  ^^  sämtlich  positiv  sind;  aber  die 
wachsenden  Exponenten 

n,  n  +  Wi,  n-{-n^^n.2y"  'n-\-  n^  +  Wg  H h  Wj^ 

können  sehr  wohl  negative  Zahlen  sein.  Sie  brauchen  auch 
keine  ganzen  Zahlen  zu  sein. 

Hieraus  ergibt  sich  eine  endlose  Entwicklung  der  Funktion 
f{x)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  x^y  wenn  dasselbe  Ver- 
fahren auch  auf  den  Rest  Hj.  anwendbar  ist  und  lim  Hj,  =  0 
wird  für  lim  Ic  =  00. 

128.  Beispiel.  Zur  Erläuterung  betrachten  wir  die 
Funktion 

f{x)  =  y^Yh.  X  —  sin  x^y 

die  für  x  =  x^  den  Grenzwert  Null  hat  und  nicht  nach  dem 
Taylorschen  Satze  entwickelt  werden  kann,  weil  f[x)  für 
X  =  Xq  unstetig  ist.  Die  Quadratwurzel  habe  hier  wie  im 
folgenden  etwa  das  Pluszeichen.  Da  für  jedes  x  die  Taylors  che 
Entwicklung 

•  •  OC  Xf.  •  yX  Xn  ) "  \X  '~~  Xn  )  , 

smo;— smÄ^o=cosiro — -~  —  sma^o  ^ — ^~ cos^Tq  — ^-  -(- 

,      .         {x  —  Xf.Y    ,                (x  —  Xf,Y 
+  sma^o^-^^  +  cos  x^       ^,"' 

gilt,  so  folgt: 

lim-M=  =  V 


-       ,   ,  cos  Xq 

=x^yx  —  x^ 


Also  wird  f(x)  für  x  =  x^  in  der  Ordnung  n  =^  zu  Null. 
Es  ist  nun  die  Funktion  f^  (x)  =  f{x)  :  Yx  —  Xq  zu  bilden  und 
alsdann  zu  untersuchen,  in  welcher  Ordnung  die  Differenz 


/i  (x)  -  A  =-i^^=  -  ycosrro 
yx  —  x, 

für  X  =  Xq  gleich  Null  wird.     Sie  läßt  sich  so  schreiben: 
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f,{x)  -  A 


cos  Xq  —  sm  Xq  — ^t~  —  cos  ^Tq  ^     ^ ,  "^-  H K 

-  sin^To  — -j-^  —  cos^To       3/     H 


cosr^o 


]/cos  i^o  —  sin  Xq  ^j—  —  cos  Xq  ^^-^<>-i  H [-  ]/cos  a?o 

Hieraus  folgt 

so  daß  die  Zahl  n^  in  (4)^  Nr.  127,  gleicli  Eins  ist.    Nunmehr 
kommt: 


AW^ 


Jetzt  ist  zu  untersuchen,  in  welcher  Ordnung  die  Differenz 
/*2  W  ~  ^1  f^^  X  =  Xq  gleich  Null  wird,  usw.  Die  Entwicklung 
von  f(x)  beginnt  folglich  so: 


]/sin  X  —  sin Xq  =  ]/cös^  "/^  —  ^0 "~  i  -; — °^  ]/ a;  —  ^r^   +  ^2; 

yCOS  Xq 

wo  der  Rest  ist: 

Schneller    kommt    man    in    diesem    Beispiele   zum    Ziele, 
wenn  man  x  —  Xq  =  ^^  setzt,  denn  dann  wird  die  Funktion 

f\x)  =  ^y  cosXq  —  sin  rTo  •  -,  —  cos  r^o  •  ^  +  sin  Xq  -  ^  ■] 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  0  nach  dem  Maclaurin- 
schen  Satze  entwickelbar,  und  zwar  treten  nur  die  ungeraden 
Potenzen  von  0  auf,  so  daß  sich  eine  Reihe  ergibt  von  der 
Form: 

f{x)  =  a,0  +  a,0'  +  a,0'  +  •  •  •  +  «2«-i^'"~'  +  -^2.  +  !  ' 
Mithin  istf{x)  darstellbar  in  einer  solchen  Form: 
l/sin  X  —  sin  x^^Yx  —  Xq  [a^  -\-  a^  (x  —  Xq)  +  %  (rx;  —  XqY  +  •  • 

•  •  +  «2«-i  (^  -  ^o)"~']  +  -^2«  +  !  • 
Auf   die   Berechnung    der  Koeffizienten    gehen  wir   nicht 
näher  ein. 
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129.  Grenzwert  eines  Bruches  an  einer  Stelle, 
wo  Zähler  und  Nenner  verschwinden.  Wenn  eine  Funk- 
tion in  der  Form  eines  Bruches  f(x)  :  F(x)  gegeben  ist^  so 
kann  es  eintreten^  daß  Zähler  und  Nenner  für  einen  speziellen 
Wert  Xq  von  x  beide  gleich  Null  werden. 

Es  handelt  sich  dann  darum,  zu  ermitteln,  welchen  Grenz- 
wert der  Bruch  f(x)  :  F(x)  für  x  =  x^  hat,  d.  h.  welchen  Wert 
er  annimmt,  wenn  x  sich  ohne  Ende  dem  Werte  Xq  nähert. 
W^ir  wollen  annehmen,  daß  sowohl  f(x)  als  auch  F{x)  in  der 
TJmgebimg  der  Stelle  Xq  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  f{x) 
und  F' {x)  stetig  seien. 

Wählen  wir  alsdann  den  absoluten  Betrag  von  li  so  klein, 
daß  Xq  -{•hm  der  Umgebung  von  x^  liegt,  so  ergibt  sich  nach 
Satz   10  in  Nr.  31  und  Satz  4  in  Nr.  21: 

f{x,  +  h)  _  fix, +11,) 
F{x,+h)       F'{x,+\y 

vorausgesetzt,  daß  F\Xq)  =|=  0  ist.  Dabei  bedeutet  h^  eine  zwischen 
0  und  h  gelegene  Zahl.     Für  lim  h  =  0  ergibt  sich  also: 

limm  =  Iim^'^^) 


mithfti: 

Sats  25:  Wenn  die  FunUionen  fix)  und  F{x)  für  x  =  Xq 
beide  gleich  Null  sind  und  wenn  sie  in  der  Umgebung  von  Xq 
nebst  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  sind,  so  ist: 

um  —tA-  =  lim  "f—— ' 
,  =  ,J{x)      ,  =  ^^F{x) 

Wir  heben  hierbei  hervor,  daß  es  noch  dahingestellt  bleibt, 
ob  überhaupt  ein  Grenzwert  von  f(x)  :  F\x)  für  x  =  Xq  vor- 
handen ist.  Gibt  es  einen,  so  ist  er  notwendig  der  gesuchte 
Grenzwert. 

Die  Voraussetzung,  daß  F\x^  4=  0  sei,  haben  wir  in  diesem 
Satze  fortgelassen,  weil  er  auch  gilt,  wenn  F'(Xq)  =  0  ist.  Zum 
Beweise  gehen  wir,  da  der  angewandte  Satz  10  in  Nr.  31  für 
diesen  Fall  nicht  bewiesen  wurde,  auf  den  Mittelwertsatz  3  in 
Nr.  28  zurück,  wonach  wegen  f^Xo)  =  0  und  F(Xq)  =  0: 
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fix,  +  h)  =  hfix,  +  eh), 
F{x,-{-h)  =  ]iF\x,+  ^h) 

ist,  wenn  6  und  -^  gewisse  positive  echte  Brüche  bedeuten 
Hiernach  gilt  in  der  Umgebung  von  Xq  die  Formel: 

A^o  +  /0  _  n^o  +  eh) 

Da  nun  f'(x)  und  F\x)  in  der  Umgebung  von  Xq  stetig  sind, 
so  ergibt  sich  wieder  für  lim  h  =  0  die  Formel  des  Satzes, 
auch  wenn  F\xq)  =  0  ist.  In  diesem  Falle  kann  als  Grenz- 
wert +  oo  oder  —  oo  hervorgehen. 

Die  Ermittelung  des  Grenzwertes  des  Bruches  für  x  =  Xq 
wird  durch  den  Satz  25  auf  die  Ermittelung  des  Grenzwertes 
des  Bruches  f'{x):F\x)  für  x  =  x,  zurückgeführt.  Wenn  nun 
f{x)  und  F'{x)  beide  für  x  =  x,  gleich  Null  sind,  so  können 
wir  den  Satz  25  statt  auf  f(x)  :  F(x)  auf  f(x)  :  F'(x)  anwen- 
den, so  daß  wir  dann  finden: 

lim  m=  lim    ^'W 


:  ;  F'(x)     ^_,  F"(x)  ^ 

vorausgesetzt,  daß  f  (x)  und  F' (x)  in  der  Umgebung  von  x, 
nebst  ihren  Ableitungen  f"{x)  und  F"{x)  stetig  sind.  Diesen 
Schluß  können  wir  wiederholen,  wenn  f'\x^  und  F'\x)  gleich 
Null  sind,  usw.  Hiernach  leuchtet  ein,  daß  der  folgende 
Satz  gilt: 

Satz  26:  Wenn  die  Funktionen  f(x)  und  F{x)  nebst  ihren 
n  ersten  Ableitungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  Xq  stetig 
sind  und  nebst  ihren  n  —  1  ersten  Ableitungen  für  x  =  x,  ver- 
schwindeny  so  ist 

lim  11^,  =  lim  Ä. 

,  =  ,J{X)  x  =  XqF^"\x) 

Die  Sätze  25  und  26  gelten  auch,  wenn  der  Wert  Xq,  für 
den  der  Grenzwert  zu  bestimmen  ist,  -f-  oo  oder  —  oo  ist.  Es 
genügt  zu  beweisen,  daß  Satz  25  richtig  bleibt  für  lim;ro=oo. 

W^ir  setzen  zu  diesem  Zwecke  x  =  1  :  z,  so  daß 
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wird.     Für  lim  Xq=  oo  wird  dann  ^  =  0,  also: 

Wenn  nun  die  rechts  auftretenden  Funktionen,  aufgefaßt  als 
Funktionen  von  0,  den  Voraussetzungen  des  Satzes  2b  ge- 
nügen, so  ist  nacli  diesem  Satze: 

Wir  haben  aber: 

^U)         fix) 


(3) 


-d) 


^'(^) 


Mithin  folgt  aus  (1),  (2)  und  (3): 


limm=lim^^^) 


was  zu  beweisen  war. 

130.  Grenzwert  eines  Bruches  an  einer  Stelle,  wo 
Zähler  und  Nenner  unendlich  werden.  Der  Satz  25  der 
vorigen  Nummer  gilt  auch  für  den  Fall,  daß  f(x)  und  F(x) 
für  X  =  Xq  beide  unendlich  werden.  Wir  werden  nämlich  jetzt 
den  folgenden  Satz  beweisen: 

Satz  27:  Wenn  die  Funktionen  f(x)  und  F(x)  für  x  =  Xq 
den  GrensiveH  +  00  oder  —  00  haben,  wenn  sie  ferner  'nebst 
ihren  Ableitungen  für  jeden  Wert  von  x  in  der  Umgebung  von 
Xqj  abgesehen  von  Xq  selbst,  bestimmte  endliche  Werte  haben  und 
ivenn  außerdem  in  dieser  Umgebung  F\x)  nirgends  gleich  Null 
ist,  so  ivird: 

lim  ^  =  lim  4^. 

Dies  gilt  auch  für  lim  x  =  +  <x) . 

Wie  bei  Satz  25  machen  wir  darauf  aufmerksam,  daß 
wir  nicht  beweisen  werden,  daß  der  Grenzwert  rechter  Hand 
existiert,  sondern  nur,  daß  der  gesuchte  Grenzwert  eben  dieser 
Grenzwert  sein  muß,  falls  er  vorhanden  ist. 
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Wir  wollen  den  Satz  zuerst  für  lim  Xq  =  -\-  (X)  beweisen. 
Unter  der  Umgebung  von  Xq  ist  dann  die  Gesamtheit  aller  Zah- 
len X  zu  verstehen,  die  größer  als  eine  gewisse  Zahl  n  sind. 
Bedeuten  x^  und  x  zwei  solche  Zahlen  und  ist  x^  x^,  so  gibt 
es   nach  Satz  10   in  Nr.  31    einen  Wert  x^  zwischen  x^  und  x 

derart,  daß 

f{x)-f{x,)    _  f{x,) 

F{x)-F{x,)       F'{x,) 

wird.     Diese  Gleichung  kann  auch  so  geschrieben  werden: 

1  _  ML 
(V)  M_ fS^  -  fi^    (x  <x  <x) 

F{x) 
a)  Es  sei  nun  zunächst  ein  endlicher  Grenzwert 

1-  fix)  A 

vorhanden.     Wenn    man    dann    eine    beliebig    kleine    positive 
Zahl  (5  vorschreibt,  so  gibt  es  eine  Zahl  x^  derart,  daß  nicht  nur 

F  {x^)  ^ 

wird,  vielmehr   diese  Ungleichung    auch  für  jedes    größere  x 
besteht.     Da  x^  >  x^  ist,  wird  also : 

Die  Gleichung  (1)  liefert  demnach: 

1  _  ^(^x) 


F{x) 

Setzen  wir  jetzt  für  x  den   Grenzwert   -|-  c»,  während  x^  fest 
bleibt,  so  ergibt  sich: 

1  _  /-^-^ 
A-a<\im   l^-lim  ^^^W  ^  +  (?• 

F{x) 

Der  zweite  Grenzwert  ist  gleich  Eins,  also  folgt: 
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Da  6  aber  beliebig  klein  gewählt  worden  war^  so  bedeutet  dies: 

lim    M  =  .4 
oder  wegen  Gleichung  (2): 

lim  m-  =  lim    ^'^^) 


b)  Ist  nun  andererseits: 
so  kann  man  n  so  groß  wählen,  daß  für  a;  >  w 


F\x) 


>N 


wird,  wo  JSf  eine  beliebig  gToße  vorgeschriebene  Zahl  bedeutet. 
Alsdann  liefert  die  Gleichung  (1): 


F(x)     ._F{x,) 
Fix) 

und  durch  Übergang  zur  Grenze  für  lim  x  =  -\-  oo: 


d.  k: 


i?it>^' 


c)  Ist  drittens 


T  r(^) 


so  verfahren  wir  wie  unter  b,  nur  ist  >  N  durch  <  —  i\"  zu 
ersetzen. 

Der  Beweis  des  Satzes  21  für  lim  a;  =  —  cx)  ist  natürlich 
ganz  entsprechend  zu  führen. 

Um  nun  den  Satz  für  den  Fall  zu  beweisen,  daß  Xq  einen 
endliclien  Wert  hat,  setzen  wir  x  =  Xq-{-1:z.  Für  lim ^  =  +  oo 
ist  dann  x  =  x^,  und  daher  kommt  nach  dem  Vorhergehenden: 
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/(*o+4-)       -/'(*»+t)-^ 

,,,  ,  =  iim  — ,—  =  lim ; — — — 


lim  —^c  =  lim  — ^^ rr  =  lim 


,.        K^°  +  t)        ,.       fix) 
lim  — ] -^  =  lim  -^n^ 


Mithin  gilt  auch  in  diesem  Falle  der  Satz  27. 

131.   Beispiele. 

1.  Beispiel:  In  den  beiden  Brüchen: 


und     -^^— 

X  X 


werden  Zähler  und  Nenner  für  x  =  0  gleich  Null.     Nach  Satz 
25  in  Nr.  129  ist  also,  wie  sich  schon  in  Nr.  26  ergab: 


, .  sm   X         ^ .        cos  X  ^ 

lim  =  lim  -— —  =  1 , 


sm  X       T      cos  X 
=  lim 

lim  -—  =  lim =—  =  1. 


COS'iC 

2.  Beispiel:  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 


X  —  sm  X 


werden  ebenso  wie   ihre    ersten  und  zweiten  Ableitungen    für 

X  ==  0  sämtlich  gleich  Null.     Die  Ableitungen  dritter  Ordnung 

sind  bezüglich 

e^4-e~*     und     cos  o; 

und  haben  für    x  =  0  die  Werte  2  und  1.     Folglich  hat  der 
Bruch  nach  Satz  26  in  Nr.  129  für  x  =  0  den  Grenzwert  2. 
3.  Beispiel:  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 


X  —  1  —  In  ic 

sind  gleich  Null  für  x  =  1,  desgleichen  ihre  Ableitungen  erster 
Ordnung: 

ic^(l  +  In  ;r)  —  1     und     1  —  ^  • 
Die  Ableitungen  zweiter  Ordnung 

^[(l+ln^)^  +  |]     und     ^ 
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sind  für  x  =  1  bezüglich  gleich  2  und  1.  Folglich  ist  der 
Grenzwert  des  Bruches  für  x  =  1  gleich  2. 

4.  Beispiel:  Wenn  in  dem  Bruche  w^ :  x^  die  Konstante 
öT  >  1  und  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist^  so  werden  Zähler 
und  Xenner  unendlich  für  lim  ^  =  -|-  oo.  Nach  Satz  27  in 
Nr.  130  ist  also 

lim  —  =  hm  — --^  • 

a;  =  +  ociC  x-=.-\-<»UX 

Auch  in  dem  Bruche  rechts  werden  Zähler  und  Nenner  un- 
endlich für  limrr  =  +  (X).  Wendet  man  auf  ihn  wiederholt 
dieselbe  Regel  an,  so  erhält  man,  indem  man  bis  zur  n^^^  Ab- 
leitung vorgeht: 


lim 

x  =  +  x  iC 


a^        ,.       a'^rlna)" 

—  =  lim  — ^——^  =  -f  oü . 


Man  sagt  deshalb:  Die  ExponentialfunUion  a^  wird  für  a>  1 
und  lim  x  =  -\-  (x>  von  höherer  Ordnung  unendlich  als  jede  posi- 
tive Potenz  von  x  (vgl.  Nr.  127). 

5.  Beispiel:    Ist  a>l   und  7i  eine  positive  ganze  Zahl, 
so  werden  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 


gleich  Null  für  x  =  0,  sobald  sich  x  der  Null  abnehmend 
nähert.     Setzen  wir  x  =  1  :  z,  so  kommt: 

_  1 

lim  — —  =  lim  —  • 

x  =  o    x"        2  =  x  a' 

Da  X  abnehmend  zu  Null  werden  soll,  also  positive  Werte 
hat,  so  ist  hier  lim  ^  =  +  oo  zu  nehmen.  Nach  dem  vorigen 
Beispiele  ergibt  sich  der  Grenzwert  Null.  Wenn  dagegen  x 
wachsend  zu  Null  wird,  so  hat  der  Bruch  den  Grenzwert  +  cx), 
wenn  n  gerade,  und  —  oo,  wenn  n  ungerade  ist. 

6.  Beispiel:  Ist  cc  eine  positive  Zahl,  so  werden  Zähler 
und  Nenner  des  Bruches  In  ;r  :  rr"  unendlich  für  lim  x  =  -\-  oo. 
Es  kommt: 

1 

x=+v:    X  x=  +  <kCCX  x=  +  y:CiX 
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Man  sagt  deshalb :  Der  Logarithmus  von  x  wird  für  lim  x  =  -\-  oo 

von  niederer  Ordnung  unendlich  als  jede  positive  Potenz  von  x. 

Ebenso  ist: 

1 

hm  -— ^  =  lim 3~--r  =  lim =  0. 

Man  sagt  daher:  In  x  wird  für  a;  =  0  von  niederer  Ordnung 
unendlich  als  jede  positive  Potenz  von  1  :  x\.  Natürlich  muß 
hier  angenommen  werden,  daß  :x;  abnehnend  zu  Null  wird,  da 
Inx  nur  für  positives  x  definiert  ist. 

7.  Beispiel:  Eine  bestimmte  Ordnung  des  Unendlich- 
werdens der  Funktion  x^  In  x  für  lim  x  =  -\-  oo  existiert  nicht, 
wenn  n  eine  positive  Zahl  bedeutet,  denn  die  Ordnung  läßt 
sich  durch  keine  Zahl  ausdrücken  und  ist  doch  nicht  gleich 
oder  kleiner  als  n  und  nicht  größer  als  irgend  eine  Zahl  größer 
als  n.    In  der  Tat,  dividiert  man  die  Funktion  durch  x^,  so  ist 

lim   ^1^ 

x  =  +  ^        X^ 

gleich  Null  für  r  >  nj  dagegen  unendlich,  wenn  r  gleich  oder 
kleiner  als  n  ist. 

1 

8.  Beispiel:  Die  Funktion  f(x)  =  e  (^-^o)^  verschwindet 
für  x  =  Xq,  denn  der  Exponent  wächst  absolut  genommen 
über  jeden  Betrag.     Man  erhält  für  die  Ableitung 

1 

2 


'  ^  ^     {x  —  x^^y  ' 

und   dieser  Wert  ist  für  x  =  Xq  nach   dem  5.  Beispiele  gleich 
Null.     Aus  der  Differentiation  der  Gleichung 

_      1 
f{x){x-x^y=-2e   ^^ 

folgt  weiter: 

1 

2-2 


f\x){x  -  x,y  +  3r(x)(x  -  x,y  =  ^-^3  e   (--o)^ 

und  hieraus,  daß  auch  f\x^  =  0  wird;  ebenso  erkennt  man, 
daß  alle  höheren  Ableitungen  für  x  =  Xq  verschwinden.  Hier- 
von wurde  schon  gelegentlich  in  Nr.  115  Gebrauch  gemacht. 
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132.  Bestimmung  des  Grenzwertes  eines  Bruches 
durch  Reihenentwicklung".  Die  Sätze  in  Nr.  129  und  130 
füliren  die  Untersucliung  des  Grenzwertes  des  Bruches  f{x)  :  F{x) 
für  den  kritischen  Wert  x  =  Xq  auf  die  Bestimmung  des  Wertes 
zurück,  den  der  Bruch  fix)  :  F' (x)  annimmt.  Dabei  kann  es 
indessen  eintreten,  daß  dieser  zweite  Bruch  dieselben  Schwierig- 
keiten wie  der  erste  bietet.  Man  kann  dann  den  Grenzwert 
finden,  sobald  die  Funktionen  ({x^  +  ^)  ^nd  F{Xq  +  ^0  ^^^  Reihen 
entwickelbar  sind,  die  nach  steigenden  positiven  oder  negativen, 
ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  h  geordnet  sind.  In 
diesem  FaUe  genügt  es  nämlich,  das  erste  Glied  Äh''-  der  einen 
Reihe  und  ebenso  das  erste  Glied  Bh'"^  der  anderen  zu  be- 
stimmen, denn  alsdann  erhält  man 

f{x,  +  h)  =  h\A  +  e),     F(x,  +  h)  =  h^^iß  +  r?), 

wobei  £  und  ri  mit  h  verschwinden,  also: 

Ist  n  =  m,  so  hat  man 

während  der  Grenzwert  gleich  NuU  oder  Unendlich  ist,  je 
nachdem  ny>  m  oder  n  <^  m  ist. 

133.  Beispiele. 

1.  Beispiel:    In  dem  Bruche 

fix)  ^  y¥—  v^-\-  Vx^^ 

F{^)  Yx'-x,^ 

werden  Zähler  und  Nenner  gleich  NuU,  wenn  x  abnehmend 
zu  Xq  wird  und  die  Wurzeln  mit  dem  Pluszeichen  berechnet 
werden ;  man  erkennt  leicht,  daß  aUe  Ableitungen  für  x  =  x^ 
unendlich  werden.  Setzt  man  x  =  Xq^  h,  so  wird  yx  —  XQ  =  yh 
mit  h  gleich  Null  in  der  Ordnung  |-,  dagegen  yx  —  y^  = 
=  y^o (yi  -{-Ii-.Xq—I)  mit  h  gleich  NuU  in  der  ersten  Ordnung, 
wie  man  durch  Anwendung  der  binomischen  Reihe  in  Nr.  125 
erkennt.  Also  ist  f{xQ+  h)  =  yA(l  -j-  f),  wo  s  mit  h  gleich 
NuU    wird.     Der    Nenner  F{x)    wird    gleich  yhy2xQ  i^h,  so 
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daß  er  die  Form  Yh  {y2xQ  +  r])  hat,  wo  t]  mit  h  gleich  Null 
wird.     Folglich  ist: 


2.  Beispiel:  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 

F{x)  x'" 

sind    gleich    Null    für   x  =  0.     Multipliziert    man    Zähler   und 
Nenner  mit  3  cos  x^  so  folgt : 

f{x)  Siccosaj — sinrc  —  sin  2a; 

F{x)  Zx^coQX 

Entwickelt  man  cos  x,  sin  rr  und  sin  2x  nach  Nr.  119  in  ihre 
Potenzreihen,  so  erhält  man 

oder,  wenn  s  und  i]  Größen   sind,  die  mit  x  zu  Null  werden: 
Hieraus  schließt  man: 

iimm=-i. 


=  0  F{x)  20 


134.  G-renzwert  eines  Produktes  au  eiuer  Stelle, 
wo  der  eiue  Faktor  gleich  Null,  der  andere  unendlich 
wird.  Unsere  Untersuchung  umfaßt  auch  den  Fall  einer 
Funktion,  die  ein  Produkt  aus  zwei  Funktionen  f(x)  und  F(x) 
ist,  von  denen  die  eine  für  x  =  Xq  verschwindet,  die  andere 
unendlich  wird.     Denn  setzt  man 

/•(a;).F(a;)  =  pg_,     oder    f{x)  ■  Fix)  =  ^j^„ 

SO  liegt  ein  Quotient  vor,  dessen  Glieder  für  x  =  Xq  entweder 
verschwinden  oder  unendlich  werden. 
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Auf  diesen  Fall  kann  mau   auch   leicht  die  Untersuchung 
einer  Funktion  von  der  Form 

zurückführen,  wenn  für  x  =  Xq  entweder 

u  =  0      und     V  =  0 
oder 

«  =  oo    und     V  =  0 
oder 

u  =  1      und     V  =  cx> 

wird.     Denn  wegen 

\ny  =  Z7ln?f 

ist  In^  ein  Produkt  von  zwei  Faktoren,  von   denen   der  eine 
für  X  =  Xq  verschwindet,  der  andere  unendlich  wird. 

135.  Beispiel.     Ist  der  Grenzwert  von  rr^  für  ä;  =  0  zu 
bestimmen,  so  berechnet  man 

Mithin  ist 

1 

lim  lux'  =  lim  — ^  =  —  lim  rc  =  0. 

a;  =  0  x  =  0 x  =  0 

Folglich  hat  die  Funktion  x^  für  x  =  0  den  Grenzwert  Eins. 

1  +  — j  .  Ist  o;  eine  be- 
stimmte Größe  und  m  veränderlich,  so  kann  man  nach  Nr.  134 
den  Grenzwert  des  Ausdruckes 

für  lim  m  =  oo  berechnen.     Man  erhält 


ln(l+-|)"'  =  .ln(l  +  ^) 


Zähler  und  Nenner  des  letzten  Bruches  sind  gleich  Null 
für  lim  m  =  oo.  Folglich  kommt,  indem  nach  m  zu  differen- 
zieren ist: 
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X 

lim  In (l  +  ^r  =  lim  -— Z»! 


=  lim  — ~ —  =  X, 


m 
also 

Die  transzendente  Funktion  e"  ist  also  die  Grenze  eines 
Ausdruckes,  der  eine  algebraische,  ja  sogar  eine  ganze  Funktion 
m*^"  Grades  ist,  wenn  man  m  unbegrenzt  wachsen  läßt.  Man 
kann  hiernach  schreiben: 

wobei  €  eine  Größe  bezeichnet,  die  verschwindet,  wenn  m  un- 
endlich wird.     Hieraus  folsrt: 

X  =  m{ye^  —  £  —  1). 

Es  ist  aber  nach  Nr.  125: 

sobald  I  m  \  hinreichend  groß  ist,  also : 

mye^  —  e  =  m  ye^  +  rj^ 
wobei  rj  für  lim  m  =  oo  verschwindet;  mithin  kommt: 

=  m(ye'  —  1)  4-  7^. 


X 


Schreibt  man  x   an   Stelle  von  e"  und  folglich  In  x  an  Stelle 
von  x^  so  kommt: 

lux  =  m^Yx^—  1)  +  ^ 
oder: 

Ina;  =  lim  m(yx  —  1). 

m  =  oo 

Mithin  ist  auch  die  transzendente  Funktion  In  x  die  Grenze 
einer  algebraischen  Funktion  von  x. 
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§  6.  Der  Taylorsche  Satz  für  Funktionen  von  mehreren 
Yeränderlichen. 

137.    Der   verallgemeinerte   Taylorsche   Satz.     Ist 

ti  =  F{x,  y,  z,  .  .  .)  eine  Funktion  von  mehreren  Veränder- 
lielien,  so  entsteht  die  Aufgabe,  die  Funktion 

u  -f-  zJu  =  F{x  +  h,  y-^Jc,  z  +  ly-  ") 

in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  die  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen der  Größen  Ä,  /r,  Z,  . , .  fortschreitet.  Die  Größe  u  +  zlu 
ist  der  Wert,  den  die  Fiüiktion  von  t: 

U  =  F(x  +  Jit,  y-\-  Jet,  z-\-lt,'") 

für  t  =  1  annimmt.  Um  die  Aufgabe  zu  lösen,  wird  es  also 
ausreichen,  JJ  nach  der  Maclaurinschen  Formel  in  eine  Reihe, 
geordnet  nach  Potenzen  von  /,  zu  entwickeln  und  schließlich 
^  =  1  zu  setzen.     Substituiert  man 

x  +  ]it  =  ^,  y  i-Jct  =  ri,  z  +  It  =J,  •  •  ., 
so  hat  man: 

C7  =  J'(i,  ^,  5,...) 
und  nach  Nr.  75: 

Da  I,  iq,  J,  .  .  .  lineare  Funktionen  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen t  sind,  kann  man  das  Differential  n^^""  Ordnung  d"  U  nach 
Satz  13  in  Nr.  76  aus  der  n^^"^  Potenz 

gewinnen.  Dabei  sei  vorausgesetzt,  daß  alle  partiellen  Ablei- 
tungen von  üy  soweit  sie  gebraucht  werden,  stetige  Funktionen 
von  I,  rj,^,...  seien,  so  daß  sie  auch  stetige  Funktionen  von  t 

werden.     Es  sind  nun  d^,  drj,  dt,,  .  .  .  gleich  Jidt,  Idt,  Idt, 

Außerdem  ist 

djl  _  oJJd^  __d_U 

dx        dl,  dx~  cl  ^^^-^ 

so  daß  d"U:df'  aus  der  Potenz 

[137 
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gewonnen  werden  kann.  Insbesondere  für  ^  =  0  wird  TJ  =  u, 
so  daß  der  Wert  von  d'^ü :  df^  für  ^  =  0  aus  der  Potenz 

gewonnen  wird.     Nach  Satz  24  in  Nr.  116  ergibt  sieb  also: 

wo  wir  durch  geschweifte  Klammern  andeuten  wollen,  daß  die 
Potenzen  symbolisch  aufzufassen  sind,  d.  h.  daß  nach  ihrer  Aus- 
rechnung jedes  Produkt 

a      ß      y  .         .         a«  +  -^  +  >'  +  ---W 

II  w  ti'--    durch     — - — ^ — -— 

ersetzt  werden  soll. 

Der  Best  It^  ist  in  der  Lagrangeschen  Form  gleich  dem 
Produkte  von  t"  :  n\  mit  dem  Werte,  den  d"ü:dt"  annimmt, 
wenn  darin  t  durch  dt  ersetzt  wird,  wo  6  einen  positiven 
echten  Bruch  bezeichnet.     Also  wird: 

B^  =  ^{hu^  +  ^%  +  lu,  H }l  +  het,y  +  kdt,z  +  ldt--, 

wo  die  Indizes  x  -\-hdt  usw.  anzeigen,  daß  x  durch  x  +  hOtj 
y  durch  y  -\-  lc6t  usw.  ersetzt  werden  soll. 

Schließlich  ergibt  sich  für  t  =  1  als  Verallgemeinerung 
des  Satzes  19  in  Nr.  112,  wenn  man  bedenkt,  welche  Bedin- 
gungen für  die  Existenz  der  höheren  Ableitungen  nach  Nr.  68 
bestehen,  der 

Sat^  28  (Verallgemeinerter  Mittelivertsatz):  Ist  die 
Funktion  u  von  x,y^  z,  . .  .  nebst  allen  ihreti  partiellen  Ableitungen 
bis  zu  denen  von  der  n^'^'^  Ordnung  für  alle  Werte  der  Veränder- 
lichen in  den  Intervallen  von  x  bis  x  -\-  h,  von  y  bis  y  -\-  h,  von 
s  bis  z  -{-l  usw.  stetig,  so  gibt  es  eine  Entivicklung  von  der  Form : 

u{x  -\-hj  y  +  ]c,  zi-l,-  '  •)  =  u{x,  y,  z,"  •) 
+  IT  Q^^x  +  ^%  ^l%  +  •■•)-{■  \A^^Ux  +  ^^%+^^z  +  •••)'  + 
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wobei  der  Best  R^  in  der  Form  darstellbar  ist: 

^"  ^  tT!  '^'^*^  +  ^^^y  "^  ^^^^  ^ ]l  +  eh,  y  +  ei;.  +  ei,.... 

Dabei  bedeuten  die  Indizes  x  -\-  dh,  y  -\-  Oh,  z  -\-  Ol,  .  .  .,  daß 
in  der  Best  formet  Xj  y,  s  usiv.  durch  diese  Werte  ersetzt  iverden 
sollen.  8  stellt  einen  gewissen  positiven  echten  Bruch  vor.  Die 
Potenzen  der  geschiveiften  Klammern  sind  nur  symbolisch  zu 
verstehen,  d.  h.  es  soll  allgemein 

derjenige  Äusdruch  sein,  der  aus  der  ausgerechneten  m^  Potenz 
hervorgeht,  wenn  darin  allgemein  das  Produkt 

u"^  u}  u/  •  •  •     durch     u^a,.s^Y  ■  •  • 

X      y     z  X    yt   ZI 

ersetzt  wird. 

Man  kann  sofort  hinzufügen: 

Satz  29  (Verallgemeinerter  Taylor  scher  Satz):  Sind 
die  Voraussetzungen  des  vorigen  Satzes  für  alle  Ableitungen  von  u 
überhaupt  erfüllt  und  ist  für  alle  positiven  echten  Brüche  6 

lim  B^  =  0, 

n  =  00 

SO  ergibt  sich  für  u(x  -]-  h,  y  -\-  k,  z  -^  l,  •  -  ■)  eine  konvergente 
und  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  h,  k,  l,...  fortschreitende 
unendliche  Beihe 

^(x  +  h,y  +  k,z-hl,'-')  =  u{x,y,z,'--)-\-~Qiu^+kUy+hi^+---)  + 

Diese  Formel  läßt  sich,  da  zJu  =  u(x -\-h,y  +  k,  z+l,- ■ -)  — 
u{x,  y,  z,  •  ■  ')  ist,  auch  so  schreiben: 

du    ,    d^it    ,    d^ic  , 

^"  =  IT  +  17  +  -3T  +  •  •  •' 

denn  die  Potenzen  in  der  Reihe  sind  die  vollständigen  Differen- 
tiale von  u,  sobald  h,  k,  l,  .  .  .  die  Differentiale  von  x,  y,  z,  .  .  . 
bedeuten.  Diese  Formel  ist  eine  Yerallgemeinerung  der  Formel 
in  Nr.  114. 

Satz  28  gibt  z.  B.  für  eine  Funktion  F(x,  y)  von  zwei 
Yeränderlichen  die  Entwicklung: 
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2!  \     dx^  dxcy  oy^J 

WO  i?^  der  Wert  ist,  der  aus 

«1  v"  g^«  + 1  '^   *i^-^  +  "i[V2-*  '-  ^^^^+ •  +*  ^»; 

hervorgeht,  wenn  x  bzw.  2/  durch  x  -\-  6  h  bzw.  y  -{-  6  h  ersetzt  wird. 

138.    Der    verallgemeinerte   Maclauriusche    Satz. 

Um  die  Maclaurinsche  Formel  für  eine  Funktion  von  mehreren 
Veränderlichen  zu  bilden,  setzen  wir  in  den  Gleichungen  der 
Sätze  28  und  29  für  x,  y,  Zy  .  .  .  den  Wert  Null  und  schreiben 
an  Stelle  von  h,  hy  l, .  .  .  die  Größen  x,  y,  z, .  .  ..  Drücken 
wir  dann  durch  den  Index  0  aus,  daß  die  Größen  x^  y,  2,  .  .  ., 
soweit  sie  in  den  Ableitungen  von  u  auftreten,  den  Wert  Null 
erhalten  sollen,  und  durch  die  Indizes  6x,  6yy  6z,... y  daß  sie 
diese  Werte  annehmen  sollen,  so  erhalten  wir  symbolisch: 

,  1  (  du   ,      du   ,     du    ,         1 2 


2!  i  dx   ^   ^  dy         dz 


und 


,    1    (     du    .      du    .      du    .  ]«-i  ,  j. 

^    in—l)\[     dx    ^  ^  dy    ^      cz     ^  Jo      ^ 


x)    \  [     du    .      du    .      du    . 
«  n\\     dx    '   -^  dy  dz    '  Sex,  ey,  ez,- 


Es  erübrigt  wohl,  den  verallgemeinerten  Maclaurinschen 
Satz  besonders  zu  formulieren. 

139.  Der  Eulersche  Satz  über  homogene  Funk- 
tionen. Dieser  Satz  wurde  schon  in  Nr.  91  bewiesen;  da  er 
von  großer  Bedeutung  ist,  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  hier 
noch  einen  anderen  Beweis  zu  geben. 

Es  sei  f  eine  homogene  Funktion  w}^^  Grades  von  den 
n  Veränderlichen  x^,  rCg?  •  •  •  ^„-  Multipliziert  man  alle  Veränder- 
137,  138,  139] 
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liehen  mit  dem  Faktor  1  +  «,  so  erhält  dadurch  die  Funktion 
den  Faktor  (1  +  «)'";  man  hat  also: 

f{x^  +  ax^,  x^  +  ax^,  •  •  •  ^n  +  «^J  =  (1  +  «)"'  fi^x,  ^21  ■  '  '  ^J- 

Entwickelt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  in  eine  nach 
Potenzen  von  a  geordnete  Reihe,  so  ergibt  die  linke  Seite: 

f{x, ,x,r"  ^ J  +  ^  (^i  g  +  ^2  g  +  •  •  •  +  ^«  © 

und  die  rechte  Seite  nach  Nr.  125: 

f(x^,  X,,-'-  x„)  (1  +  ma  +  "^^7"-  ß:'  +  •  •  •)  • 

Diese  Reihe,  die  unendlich  viele  Glieder  hat,  wenn  7n  keine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet,  konvergiert  nach  Nr.  125,  wenn 
0^    <  1  ist.     Die  beiden  nach  Potenzen  von  a  fortschreitenden 
Reihen  müssen  identisch  sein;  vergleicht  man  also  die  Koeffi- 
zienten gleich  hoher  Potenzen  von  a,  so  kommt: 

df    .  cf    .  \  ^f  -ff  \ 

x^l^,+  ''-  +  x^'^^  +  2x,x,^£(^^  +  ^--==m{m-l)f(x,,^ 

Die  erste  dieser  Gleichungen  drückt  die  wesentliche  Eigen- 
schaft homogener  Funktionen  aus,  die  wir  von  neuem  ableiten 
wollten.  Sie  umfaßt  alle  folgenden  Gleichungen,  denn  die 
linke  Seite  der  ersten  Gleichung  ist,  wie  diese  Gleichung  selbst 
besagt,  homogen  von  m*"  Ordnung.  Daher  geht  aus  dieser 
Gleichung  eine  richtige  neue  Gleichung  hervor,  wenn  in  ihr 
f  durch 

^1  dx,  +  ^2  a^^  H-  •  •  •  -r  ^„  ^^^ 

ersetzt  wird.  So  ergibt  sich  die  zweite  Gleichung,  aus  ihr 
durch  dasselbe  Verfahren  die  dritte  usw.  Allgemein  hat  man 
symbolisch: 

\^xf.,  +  x,f.,  +  ■  •  ■  +  ^„/;  )'=  m  {m -!)■■■  {m  -1+  l)f 

12  fi 
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und,   wenn  m  eine   ganze    positive   Zahl   und  Jc^  m   ist,   ins- 
besondere : 

Die  Potenzen  sollen  hierbei  so    verstanden  werden,  daß   nach 
der  vollzogenen  Ausrechnung  jedes  Produkt 


flfi  •"     durch 


0    ''   ' T_ 

zu  ersetzen  ist. 
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Sechstes  Kapitel. 
Theorie  der  Maxima  und  Minima. 

§  1.    Funktionen  yon  einer  Yeränderliehen. 

140.  Definition  der  Extremwerte.  An  die  Spitze 
stellen  wir  die 

Definition:  Die  Funktion  f(x)  hat  für  x  =  Xq  ein  Ma- 
ximum j  wenn  es  eine  positive  Zahl  6  derart  gibt,  daß  die 
Funktion  überall  in  dem  Intervalle  von  Xq  —  ö  bis  Xq  -{-  6  defi- 
niert ist  und  überdies  für  jeden  von  Null  verschiedenen  Wert 
von  h  zivischen  —  6  und  +  6 

f{x,^-h)<f(x,) 

wird.    Wenn  dagegen  unter  denselben  Voraussetzungen  für  jedes 
von  Null  verschiedene  h  zwischen  —  6  und  +  a 

f{cc,^h)>f{x,) 

wird,  so  hat  f{x)  für  x  =  Xq  ein  Minimum.    Alsdann  heißt  der 
Wert  f{x^  ein  Maximal-  bziv.  Minimalwert  der  Funktion. 

Da  wir  bisher,  wenn  eine  Funktion  mit  wachsendem  x 
zu-  oder  abnimmt,  unterschiedslos  gesagt  haben,  daß  sie  wächst 
—  nämlich  im  Falle  des  Abnehmens  um  negative  Beträge  — , 
so  wollen  wir  ausdrücklich  bemerken,  daß  wir  im  folgenden 
nur  dann  von  einem  Wachsen  der  Funktion  sprechen  wollen, 
wenn  sie  wirklich  größere  Werte  annimmt.  Die  unabhängige 
Veränderliche  denken  wir  uns  immer  wachsend,  d.  h.  sich  in 
der  Richtung  von  —  oo  nach  -\-  oo  ändernd. 

Setzen  wir  insbesondere  voraus,  daß  f(x)  in  dem  Intervalle 
von  Xq—  ö  bis  Xq-\-  6  überall  eine  stetige  Ableitung  f(x)  habe, 
so  folgt  aus  dem  Mittelwertsatze  3  von  Nr.  28,  nach  dem 
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ist^  wobei  6  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet:  Im  Falle 
des  Maximums  muß  hf\xQ  -\-  Bh)  überall  im  Intervalle  für 
positives  und  negatives  h  negativ  sein,  d.  h.  für  jeden  positiven 
Wert  von  Ä,  der  kleiner  als  0  ist,  muß 

f(x,-dh)>o,  r(x,  +  eh)<o 

sein.    Im  Falle  des  Minimums  ergibt  sieb  dagegen  umgekehrt: 

f(x,-eh)<o,  r(x,  +  eh)>o. 

Da  diese  Ungleichungen  gelten,  wie  klein  auch  die  positive 
Zahl  h  gewählt  sein  mag,  und  da  die  Ableitung  stetig  sein 
soll,  so  folgt  für  lim  h  =  0  in  beiden  Fällen: 

r  w  =  0. 

Dies  also  ist  eine  notwendige  Bedingung  des  Maximums  oder 
Minimums,  falls  die  Ableitung  stetig  ist.  Sie  reicht  jedoch 
nicht  hin,  wie  das  zweite  der  folgenden  Beispiele  zeigt. 

Die  Maxima  und  Minima  einer  Funktion  heißen  zusammen 
die  Extremwerte  der  Funktion. 

141.  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Die  Funktion  f(^x)  =  x(a  —  x)  hat  eine  über- 
all stetige  Ableitung  f{x)  =  a  —  2x,  die  gleich  Null  ist  für 
X  =  -}a.  Vorher  ist  f\x)  positiv,  nachher  negativ,  d.  h.  nach 
Satz  9,  Nr.  30,  wächst  f(x),  wenn  x  bis  -^a  zunimmt,  und 
nimmt  ab,  wenn  x  weiter  über  ^a  hinaus  wächst.  Demnach 
hat  f\x)  für  x  =  -Ja  ein  Maximum,  aber  auch  nur  für  x  =  l-a. 
Der  Maximalwert  ist  ^a^. 

2.  Beispiel:  Auch  bei  der  Funktion  f(x)  ==  (a  —  xy  ist 
die  Ableitung  f{x)  =  —  3(a  —  xy  überall  stetig  und  insbeson- 
dere gleich  Null  für  x  =  a.  Vorher  ist  f\x)  negativ  und  auch 
nachher,  d.  h.  f(x)  nimmt  ab,  wenn  x  bis  a  wächst,  und  nimmt 
immer  weiter  ab,  wenn  x  über  a  hinaus  wächst.  Die  Funk- 
tion hat  also  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  (für 
endliche  Werte  von  x). 

3.  Beispiel:  Die  Funktion  f{x)  =  \^{x  —  af  hat  die  Ab- 
leitung f"{x)  =  2  :  2>yx  —  a,  die  für  x  <^a  stetig  und  negativ, 
für  a;  >  a  stetig  und  positiv  ist,  so  daß  f{x)  bis  x  =  a  ab- 
nimmt und  von  da  an  wächst,  also  für  x  =  a  ein  Minimum, 
140,  141] 
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nämlich  Null,  hat.  An  dieser  Stelle  x  =  a  wird  aber  f(x) 
nicht  gleich  ISTull;  der  Zeichenwechsel  von  fix)  kommt  viel- 
mehr dadurch  zustande,  daß  fix)  für  x  =  a  unstetig  ist  und 
zwar  für  bis  a  zunehmendes  x  den  Grenzwert  —  cx),  dagegen 
für  bis  a  abnehmendes  x  den  Grenzwert  +  oo  hat. 

142.  Notwendige  und  hinreichende  Bedingungen 
für  Extremwerte.  Für  den  Fall,  daß  eine  Funktion  f(x)  in 
der  Umgebung  einer  Stelle  Xq  stetig  ist  und  bestimmte  endliche 
Ableitungen  bis  zu  derjenigen  Ordnung  hat,  die  im  folgenden 
noch  gebraucht  wird,  können  wir  zu  der  in  Nr.  140  gewonnenen 
notivendigen  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  an  der 
Stelle  Xqj  nämlich  zu  der  Bedingung  fix^}  =  0,  leicht  Mn- 
reichende  Bedino-ungen  hinzufücren. 

Um  sofort  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  wollen 
wir  annehmen,  es  sei  Xq  ein  solcher  Wert,  für  den  nicht  nur 
f{XQ)  =  0  ist,  sondern  überdies  die  zweite,  dritte  usw.  Ab- 
leitung von  f(x)  gleich  NuU  wird  bis  zu  einschließlich  der 
(n  —  1)**''',  dagegen  sei  f"^  (Xq)  +  0.  Übrigens  stellt  n  =  2  die- 
jenige Annahme  vor,  die  zumeist  eintreten  wird,  weil  ja  im 
allgemeinen,  wenn  f{x)  für  x  =  Xq  verschwindet,  nicht  auch 
f\x)  für  X  =  Xq  zu  verschwinden  braucht. 

Bei  unseren  Voraussetzungen  gilt  nun  nach  Satz  19  in 
Nr.  112  in  der  Umgebung  der  Stelle  Xq  von  Xq  —  ö  bis  Xq  -{-  ö 
für  jeden  Wert  von  h  zwischen  —  ö  und  +  a  eine  Formel: 

fix,  +  h)  =  fix,)  +  fi-Kx,)  ■  ^,  +  B„^„ 

worin  der  Rest  -R„  +  i  nach  Satz  22  in  Nr.  115  dadurch,  daß 
man  ö  genügend  klein  wählt,  absolut  genommen  kleiner  als 
das  vorhergehende  Glied  gemacht  werden  kann.  Dies  bedeutet, 
daß  die  Differenz: 

fix,  +  70  -  fix,)  =  /■(")  ix,)  ■~  +  Ii„^,, 

wenn  das  Intervall  von  Xq  —  6  bis  Xq  -{-  6  genügend  eng  ge- 
wählt wird,  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied  rechts 
für  jedes  li  zwischen  —  6  und  -f-  a  hat. 

Ist  nun  der  Index  n  gerade,  so  wird  7i"  für  negatives 
und  positives  h  stets  positiv,  d.  h.  dann  hat  f(xQ  +  h)  —  fXxo) 
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dasselbe  Vorzeichen  wie  f^''\x^.    Ist  f^"\x^  insbesondere  nega- 
tiv, so  wird  also  überall  im  Intervalle  f(xQ-\-h)  </'(^o)?  ^^  ^^^' 
für  X  =  Xq  ein  Maximum  eintritt.    Ist  dagegen  /"(")  {xq)  positiv, 
so   wird   überall   im   Intervalle   f  {Xq -\- h)  ^  f  (xq)  ,    so    daß   für 
X  =  Xq  ein  Minimum  eintritt. 

Wenn  jedoch  der  Index  n  ungerade  ist,  so  wird  /^"  in  der 
ersten  Hälfte  des  Intervalles  negativ  und  in  der  zweiten  po- 
sitiv, d.  h.  dann  wechselt  f(x^)  +  Ji)  — /"(^o)  ^^^  Zeichen,  wenn 
h  den  Wert  Null  passiert,  so  daß  weder  ein  Maximum  noch 
ein  Minimum  für  x  =  Xq  eintritt.     Folglich: 

Satz  1:  Die  FunJdion  f(x)  kann  für  x  =  Xq  nur  dann  einen 
Extremwert  hahen,  wenn  f  (x)  für  x  =  Xq  gleich  Null  und  außer- 
dem diejenige  erste  unter  den  Ableitungen  f\x)j  f"'(x),  .  .  ., 
die  für  x  =  Xq  nicht  verschwindet,  von  gerader  Ordnung  ist 
Wenn  es  die  n^^  Ableitung  ist,  so  tritt  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum ein,  je  nachdem  f^"^  (Xq)  negativ  bzw.  positiv  wird.  Hierbei 
ist  vorausgesetzt,  daß  die  FunMion  nebst  ihren  Ableitungen  bis 
zur  (n  -\-  l)^^'*  Ordnung  bestimmte  endliche  Werte  in  der  Um- 
gebung von  Xq  habe. 

§  2.    Anwendungen. 

143.  Beispiele.  Der  aufgestellte  Satz  gestattet,  in  vielen 
Fällen  die  Extremwerte  einer  Funktion  rein  rechnerisch  ohne 
weiteres  zu  bestimmen.     Hierzu  einige  Beispiele: 

1.  Beispiel:  Die  Funktion  f{x)  =  x{a  —  x)  hat  die  Ab- 
leitungen f"{x)  ^  a  —  2x  und  f"{x)  =  —  2,  so  daß  der  Satz  l 
in  Nr.  142  zeigt,  daß  sie  für  x  =  \-a  ein  Maximum  hat.  Vgl. 
das  1.  Beispiel  in  Nr.  141. 

2.  Beispiel:  Bei  der  Funktion  f{x)  =  {a  —  xy  ist  f  (x) 
=  -  3  (a  -  x)\  fix)  =  6  (a  -  x),  f"\x)  =  -  6.  Da  f\x)  =  0 
für  X  =  a  ist  und  dort  auch  f\x)  =  0,  aber  f"\x)  =j=  0  ist, 
so  hat  diese  Funktion  kein  Maximum  oder  Minimum.  Vgl. 
das  2.  Beispiel  in  Nr.  141. 

3.  Beispiel:  Die  Funktion  y  =  x^  ist  nach  Nr.  5  nur  für 
positive  Werte   von  x  definiert   und  positiv.     Hier  haben  wir: 

/==  (In^  +  1)  •  ^%     2/"=  [-^  +  (In^  +  1)']  •  ^. 
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Es  ist  y  =  0  für  x  =  1  :  e.  Hier  wird  y"  >  0,  ßo  daß  ein 
Minimum  eintritt. 

144.  Ein  andersartiges  Beispiel.  Es  gibt  Funk- 
tionen, bei  denen  die  Anwendung  des  Satzes  1  in  Nr.  142  un- 
bequem ist,  weil  die  höheren  Ableitungen  umständlich  werden. 
In  solchen  Fällen  ist  es  oft  bequemer,  direkt  zu  untersuchen, 
ob  die  Ableitung  beim  Durchoranore  des  x  durch  einen  Wert  Xn, 
für  den  sie  gleich  Null  ist,  das  Zeichen  wechselt. 

Liegt  z.  B.  die  Funktion  y  ==  rc"*  (a  —  xY  vor,  wo  a,  m,  n 
positive  Konstanten  seien  und  insbesondere  m  und  n  ganze 
Zahlen  größer  als  Eins  bedeuten  mögen,  so  ist 

y  =  a;'"~  ^  (a  —  a;)"~  ^  \jna  —  (w  -f  ii)  ^] , 

während  y"  recht  umständlich  wird.  Wir  schließen  daher  so: 
Es  sind  y  und  y  für  jedes  x  stetig.  Insbesondere  wird  y  =  0 
für  X  =  0,  für  X  =  a  und  für  x  =  ma  :  {in  +  n)j  das  kleiner 
als  a,  aber  positiv  ist.  Passiert  x  wachsend  den  W^ert  NuU, 
so  wechselt  y'  nur  dann  das  Zeichen,  und  zwar  —  in  -f,  wenn 
m  gerade  ist,  so  daß  y  nach  Satz  9  in  Nr.  30  vorher  abnimmt 
und  nachher  wächst,  also  für  o;  =  0  ein  Minimum  eintritt. 
Passiert  x  wachsend  den  Wert  a,  so  gilt  dasselbe,  wenn  n 
gerade  ist.  Passiert  x  wachsend  den  Wert  ma  :  (m  -f  w),  so 
hat  y'  kurz  vorher  positive  und  kui'z  nachher  negative  Werte, 
so  daß  y  vorher  wächst  und  nachher  abnimmt,  also  ein  Maximum 
für  X  =  ma  :  (m  +  n)  eintritt. 

145.  Das  Fermatsche  Problem.  Zwei  Räume  seien 
wie  in  Fig.  23  durch  eine  Ebene  E  getrennt.  Ein  Punkt  lege 
in  der  Zeiteinheit  im  ersten  Räume 

a  und  im  zweiten  Räume  ß  Längen- 
einheiten zurück,  wobei  a  und  ß 
Konstanten  seien,  so  daß  in  jedem 
Räume  die  von  dem  Punkte  zu- 
rückgelegten Wege  der  dazu  ge- 
brauchten Zeit  proportional  sind. 
Das  Fermatsche  Problem  besteht 
nun  darin,  daß  der  Weg  bestimmt 
werden  soll,  auf  dem  der  Punkt 
in   kürzester    Zeit    von    einer    ge- 
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gebenen  Stelle  Ä  des  ersten  Raumes  nacli  einer  gegebenen 
Stelle  B  des  zweiten  Raumes  gelangt.  Die  Wege  sind  in- 
jedem  der  beiden  Räume  augenscheinlich  geradlinig.  Daher 
wird  ein  Punkt  G  auf  der  Ebene  E  so  gesucht,  daß  die 
Strecke  ÄCr,  dividiert  durch  a,  und  die  Strecke  GB,  dividiert 
durch  ß,  die  kleinste  Summe  geben.  Legen  wir  durch  Ä  und 
B  die  Ebene  senkrecht  zu  E,  so  wird  sie  E  in  einer  Geraden 
CD  schneiden.  Bedeutet  L  den  Fußpunkt  des  Lotes  von  G 
auf  CD,  so  ist  die  Hypotenuse  ÄG  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ÄLG  länger  als  die  Kathete  ÄL  und  die  Hypotenuse 
GB  des  rechtwinkligen  Dreiecks  GLB  länger  als  die  Ka- 
thete LB.  Daher  muß  der  gesuchte  Weg  notwendig  in  jener 
Vertikalebene  ACBB  liegen. 

Es  handelt  sich  mithin  darum,  einen  Punkt  H  auf  CD 
so  zu  finden,  daß  AH :  a -\- HB '.  ß  ein  Minimum  wird.  Es 
sei  AC=a,  DB=h,  CD  =  c.  Ferner  sei  H  zunächst  be- 
liebig auf  CD  gewählt,  so  daß  CH=  x  zu  setzen  ist,  positiv 
genommen  etwa  im  Sinne  von  C  nach  Z),  während  a,  &,  c  ab- 
solut genommen  seien.  Alsdann  ist  AH  =  Yx^  -f  (^^  und  HB 
=  y(c  —  xy  +  h^,  so  daß  also  das  Minimum  der  Funktion 

gesucht  wird.  Dabei  sind  die  Wurzeln  ebenso  wie  a  und  ß 
positiv.  Diese  Funktion  y  von  x  ist  überall  stetig.  Es  kommt 
ferner : 

so  daß  auch  2/'  überall  stetig  ist.  Nach  Satz  1  in  Nr.  142 
muß  X  so  gewählt  werden,  daß  2/'=C)  wird.  Wenn  wir  die 
Wurzeln  durch  Quadrieren  entfernen,  ergibt  sich  demnach  für 
das  gesuchte  x  die  Gleichung  vierten  Grades: 

ß^x^  {c  -  xy  +  ß^h^x^  -  a^x^  {c  -  xy  -  a^a^  {c-xy  =  0. 
Da  sie  durch  Beseitigung  der  Wurzelzeichen  hervorgegangen 
ist,  gehören  jedoch  zu  ihren  Lösungen  x  auch  diejenigen 
Werte,  für  die  der  Ausdruck  (1)  gleich  Null  ist,  sobald  die 
darin  auftretenden  Wurzeln  irgendwelche  Vorzeichen  haben. 
Demnach  sind  nicht-  alle  Lösungen  der  Gleichung  vierten 
Grades  brauchbar, 
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Wir  körrneu  auf  geometrischem  Wege  sehen,  daß  eine  und 
nur  eine  Lösung  dieser  Gleichung  in  Betracht  kommt,  und  finden 
dabei  zugleich  eine  charakteristische  Eigenschaft  des  gesuchten 
Punktes  H.  Es  sei  nämlich  KI  das  Lot  zur  Ebene  E  in  H, 
wobei  HK  im  ersten  und  HI  im  zweiten  Räume  liege.  Dann 
ist  ^mKHA  =  sin  CAH  und  sinlHB  =  sinDBH,  also: 

— -^ =  sin  KHA ,       ^     "^""^  __  =  sin  IHB. 

Dabei  ist  <^  KHA  positiv  für  positives  Xj  wenn  also  H  auf 
derselben  Seite  von  C  liegt  wie  D,  und  -^  IHB  ist  positiv 
für  X  <Cc,  wenn  also  H  auf  derselben  Seite  von  D  liegt  wie  C. 
Die  Forderung  y'  =  0  lautet  nun  nach  (1): 

/f)N  sin  KHA a 

Nennen  wir  <^  KHA  den  Einfallswinkel  und  <^  IHB  den 
Brechungswinkel,  so  folgt,  daß  das  Verhältnis  der  Sinus  des 
Hinfalls-  und  des  Brechungsivinliels  gleich  dem  Verhältnisse  a  :  ß 
de7'  GeschwindigJceifen  sein  muß,  mit  denen  sich  der  Punkt  im 
ersten  hzw.  ziveiten  Ba/ume  bewegt.  Da  a  und  ß  positiv  sind, 
muß  H  zwischen  C  und  D  liegen.  Wenn  x  von  0  bis  c  wächst, 
d.  h.  wenn  H  von  C  nach  D  geht,  so  nimmt  sin  KHA  von 
Null  bis  zu  einem  gewissen  Werte  <  1  zu,  während  sin  IHB 
von  einem  gewissen  positiven  Werte  <  1  bis  Xull  abnimmt. 
Das  Verhältnis  der  beiden  Sinus  wächst  dabei  folglich  von 
Null  bis  +  oü,  so  daß  es  einen  und  nur  einen  Punkt  H  gibt, 
für  den  die  Bedingung  (2)  erfüllt  ist,  und  zwar  liegt  er 
zwischen  C  und  B.  Wird  statt  dieses  Punktes  H  ein  Punkt 
näher  bei  C  gewählt,  so  wird  der  Minuend  in  (1)  kleiner  und 
der  Subtrahend  größer;  wird  dagegen  ein  Punkt  näher  bei  D 
gewählt,  so  ist  es  umgekehrt.  Daher  hat  y'  vor  dem  Passieren 
jenes  Punktes  H  negative,  nachher  positive  W^erte,  so  daß  y 
vorher  ab-  und  nachher  zunimmt,  also  für  H  wirklich  das 
Minimum  eintritt. 

146.  Größte  und  kleinste  Entfernungfeu  eines 
Punktes  von  den  Punkten  einer  Kurve  in  der  Ebene. 
Gegeben  sei  in  der  Ebene  eine  Kurve  und  ein  Punkt  P.  Ge- 
sucht   werden    die    gi'ößten    und   kleinsten    Entfernungen    des 
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Punktes  P  von  den  Punkten  M  der  Kurve.  —  Es  möffen  a 
und  6  die  Koordinaten  von  P  sein,  während  der  laufende 
Punkt  M  der  Kurve  die  Koordinaten  x  und  y  habe.  Dabei 
bedeutet  also  y  eine  gegebene  Funktion  von  x,  da  die  Kurve 
gegeben  ist.  Alsdann  wird  gefragt,  wann  die  Größe  F3Pj 
nämlich 

(1)  v  =  {x-ay^{y-h)\ 

ein  Maximum  oder  Minimum  hat.  Dabei  muß  beachtet  werden, 
daß  V  eine  zusammengesetzte  Funktion  von  x  allein  ist,  da  y 
eine  gegebene  Funktion  von  x  bedeutet.  Deshalb  ergeben  sich 
die  Differentialquotienten : 

(2)  g  =  2[l  +  /^+(y-%"].        . 

Wir  fordern  also  zunächst  nach  Satz   1  in  Nr.  142: 

x  —  a  +  (y  —  h)i/  =  0. 

Da  (y  —  h)  :{x  —  d)  der  Tangens  des  Winkels  ist,  den  die  Ge- 
rade FM  mit  der  a;- Achse  bildet,  und  y  der  Tangens  des 
Winkels,  den  die  Tangente  des  Kurvenpunktes  M  mit  der 
^- Achse  bildet,  so  besagt  die  Forderung:  Der  gesuchte  Kurven- 
punkt  M  muß  so  liegen^  daß  PM  die  Normale  des  Punktes  M 
ist.  Wird  nun  If  so  gewählt,  daß  Pili"  die  Normale  von  M 
ist,  so  fragt  es  sich  aber  noch,  ob  wirklich  ein  Maximum  oder 
Minimum  des  Abstandes  vorliegt. 

Ist  zunächst  an  dieser  Stelle  M  der  Kurve  y''  =  0,  so 
wird  d^v  :  dx^  nach  (2)  positiv,  so  daß  PM  ein  Minimum  des 
Abstandes  des  Punktes  P  von  den  Punkten  der  Kurve  ist. 
Ist  jedoch  ?/"=j=0;  so  können  wir  immer  eine  Größe  t)  so  be- 
stimmen, daß 

(3)  l+y''  +  (y-V,)y"  =  0 

ist.  Zu  diesem  Werte  t),  aufgefaßt  als  eine  Ordinate,  gehört 
ein  gewisser  Punkt  K  oder  (j,  l})  der  Normale  P3I.  Wenn 
nun  /'  =  — (1  +/^)  :  (y  —  t))  in  (2)  eingesetzt  wird,  so  kommt: 
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Dieser  Wert  ist  positiv  oder  negativ,  je  naclidem  h  —  l)  und 
y  —  t)  dasselbe  oder  verschiedene  Vorzeichen  haben,  d.  h.  PM 
ist  ein  Maximum  des  Abstandes,  wenn  K  zwischen  M  und  P 
liegt,  ein  Minimum  dagegen,  wenn  K  nicht  zwischen  31  und 
P  liegt. 

Liegt  P  in  K  selbst,  so  zeigen  (3)  und  (2),  daß  d'vidx^ 
verschwindet.     Aus  (2)  berechnen  wir  dann: 

(4)  g  =  2[32/Y'  +  (2/-6)n- 
Sobald  also 

(5)  x-a  +  {y  -h)y=0,     1  +  y"' +  (y -},)</'=  0 

ist,  tritt  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  wenn 
nicht  auch  der  Wert  (4)  gleich  Null  ist.    Ist  jedoch  außerdem 

(6)  3y'y"+iy-b)y"'=0, 

so  hängt  die  Entscheidung  davon  ab,  welches  Vorzeichen 
d^v  :  dx^  hat,  worauf  wir  nicht  näher  eingehen.-^) 

Beispielsweise    werde    angenommen,    die    gegebene    Kurve 
sei  der  Kreis  um  den  Anfangspunkt   0: 

X-  +  y-  =  P-; 

dann  muß  M  so  auf  dem  Kreise  gewählt  werden,  daß  PM 
Normale  wird,  d.  h.  als  einer  der  beiden  Schnittpunkte  M^ 
und  M^  der  Geraden   OP  mit  dem  Kreise.     Da  jetzt   kommt: 

X  +  yy  =  0,      1  +  y-  +  yif=0, 

so  lehrt  (3),  daß  t)  =  0,  d.  h.  daß  der  Punkt  K  der  Punkt  0 
auf  der  Geraden  PM  ist.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist 
P3Ij^  das  Minimum  und  P^I^  das  Maximum  des  Abstandes 
des  Punktes  P  von  den  Punkten  des  Kreises,  sobald  31^  auf 
derselben  Seite  von  0  wie  P  liegt.  Dies  ist  ja  auch  elementar 
einzusehen.  Liegt  dagegen  P  in  0,  dem  Kreismittelpunkte, 
so  sind  alle  Abstände  gleich  groß. 


1)  Es  wird  sich  später  zeigen,  daß  K  der  zu  dem  Kurvenpunkte  M 
gehörige  sogenannte  Krümmuyigsmittelpioikt  ist  (in  Nr.  198)  und  daß  die 
drei  Bedingungen  (5)  und  (6)  erfüllt  sind,  wenn  der  Kurvenpunkt  M  ein 
Scheitel  der  Kurve  ist  und  P  in  der  zugehörigen  Spitze  der  Evolute  der 
Kurve  liegt,  vgl.  Xr.  218. 
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147.     Größte    und    kleinste    Entfernungen    eines 
Punktes  von  den  Funkten  einer  Raumkurve.     Ist  die 

gegebene  Kurve  nicht  eben  oder  liegt  der  gegebene  Punkt  P 
nicht  in  ihrer  Ebene,  so  müssen  wir  zur  Lösung  des  Problems 
ein  Koordinatensystem  im  Räume  benutzen.  Der  gegebene 
Punkt  P  habe  die  Koordinaten  a,  h,  c,  und  es  sei  M  ein 
laufender  Punkt  der  gegebenen  Kurve  mit  den  Koordinaten  x, 
yy  2,  so  daß  also  y  und  z  als  gegebene  Funktionen  von  x  auf- 
zufassen sind.^)  Es  handelt  sich  dann  um  die  Maxima  und 
Minima  der  Größe: 

(1)  v  =  {x-  af  +  (y  -  by  +{,-  cy, 

die,  weil  y  und  z  gegebene  Funktionen  von  x  bedeuten,  eine 
zusammengesetzte  Funktion  von  x  ist,  für  die 

||  =  2[(^-«)  +  (2/-6)y'+(^-c)/], 

(2)  g  =  2  [1  +  2/' 2  +  /^  +  (y  -  6)2/"  +{,-  c),"] 

wird.  Nach  Satz  1  in  Nr.  142  muß  zunächst  für  den  ge- 
suchten Punkt  M  der  Kurve  dv  :  dx  =  0  sein,  also: 

(3)  (sc-a)  +  iy-  V)y'  +  (^  -  c)/=  0. 

Hiermit  liegt,  da  y  und  z  gegebene  Funktionen  von  x  sind, 
eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  x  vor.^)  Wir 
denken  uns  x  aus  ihr  berechnet  und  haben  dann  die  :r-Koor- 
dinate  eines  gewissen  Kurvenpunktes  M  gefunden.  Es  fragt 
sich,  ob  nun  PM  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  Punkten  der  Kurve  ist. 
Wenn  zunächst  für  den  berechneten  Wert  x  auch  der 
Ausdruck  (y  —  h)y'-\-  {z  —  c)z"  verschwindet^),  so  lehrt  (2), 
daß  dann  d'^v  :  dx^  positiv  ist,  also  nach  Satz  1  in  Nr.  142 
ein  Minimum  vorliegt.    Verschwindet  dagegen  dieser  Ausdruck 


1)  Wir  sprechen  im  9.  Kapitel  ausführlich  von  Raumkurven. 

2)  Wir  werden  in  Nr.  252  sehen:  die  Bedingung  (3)  besagt,  daß  P 
in  der  sogenannten  Normalebene  des  Kurvenpunktes  M  liegen  muß. 

3)  Wir  werden  später  sehen,  daß  dieser  Ausdruck  nur  dann  gleich 
Null  ist  und  zugleich  (3)  besteht,  wenn  der  Punkt  P  auf  der  sogenannten 
Binormale  (vgl.  Nr.  264)  des  Kurvenpunktes  M  liegt. 
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niclit,  so  lassen  sich  drei  Größen  IC,  t)j  ^   bestimmen,   die   den 
Bedingungen  genügen: 


(4) 


Nach  der  letzten  Proportion  liegt  derjenige  Punkt  K,  dessen 
Koordinaten  i%  l),  5  sind,  auf  der  Geraden  durch  die  beiden 
Punkte  (a,  h,  c)  und  (x,  y,  z),  d.  h.  auf  der  Geraden  FM. 
Außerdem  ist  hiernach 


(2/  -  h)y"+  iß  -  c)  /'  =  [{y  -  t))  y"  +  {z  -  i)z"]  ;-^  , 
so  daß  nach  der  ersten  Gleichung  (4): 

(y-  &)/'+  (^  -  c)/'=  -  (1  +  y''+  s'') 


X  —  a 

ist  und  d?v  :  dx^  nach  (2)  die  Form  bekommt: 


Also  wird  ^^r  :  dx'^  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a  —  j  und 
X  —  i  dasselbe  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben,  was  ein- 
tritt, je  nachdem  die  Punkte  P  und  M  auf  derselben  oder  auf 
verschiedenen  Seiten  des  Punktes  K  liegen.  Im  einen  Falle 
ist  PM  ein  Minimum,  im  anderen  ein  Maximum. 

Liegt  dagegen  P  in  X  selbst,  so  wird  d^v  :  dx^=  0,  so 
daß  alsdann  die  dritte  Ableitung  von  v  berechnet  werden  muß. 
Sie  ist  nach  (2): 

(5)      g;  =  2  [3/2/"  +  3//'  +{y-  b)y"'  +  (,  -  c)/"]. 

Wenn  nun  zwar  P  in  ^  liegt,  d.  h.  wenn  zwar 

xgx  I  (^  -  «•)  +  (y-h)y-\-(z-  c)/  =  0, 

^  ^  \   l  +  y'  +  /'  +  (y-  l)y'^{z  -  c)/'=0 

ist^),   aber  der  Wert  (5)   nicht  verschwindet,    so   tritt    weder 


1)  Die  beiden  Gleichungen  (6)  sind,  wie  wir  in  Nr.  263  sehen  wer- 
den, die  Gleichungen  der  Krümmungsachse  des  Kurvenpunktes  {x,  y,  z), 
geschrieben  in  den  laufenden  Koordinaten  a,  b,  c,  so  daß  also  jetzt  P 
der  Schnittpunkt  einer  Normale  von  M  mit  der  Krümmungsachse  ist. 
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ein   Maximum    noch    ein  Minimum    ein.      Ist    aber   äußer   den 

beiden  Bedingungen  (6)  noch  die  Bedingung 

(7)  3 y'y"  +  3 //'  +(«/-&) ij"  +  (^  -  c) /"  =  0 

erfüllt^),  so  hängt  die  Entscheidung  vom  Vorzeichen  von 
dl^v  :  dx^  ab,  vs^orauf  wir  nicht  näher  eingehen  wollen. 

148.  Nebeubediugungen  in  Gestalt  von  Unglei- 
chungen. Bisweilen  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der 
Maxima  und  Minima,  die  eine  Funktion  f(x)  der  Veränder- 
lichen X  hat,  wenn  x  nur  auf  ein  Intervall  a  -^x  -^h  be- 
schränkt ist.  Alsdann  hat  man  für  Stellen  x  im  Innern  des 
Intervalles  dieselbe  Methode  wie  bisher  anzuwenden.  Jedoch 
können  dann  an  den  Grenzen  des  Intervalles  sogenannte  Grenz- 
maxima  oder  Grenzminima  auftreten.  Denn  die  Umgebung 
der  Stelle  x  =  a  umfaßt  jetzt,  dsi  x^a  sein  soll,  nur  Werte, 
die  größer  als  a  sind,  so  daß  wir  die  Definition  in  Nr.  140 
anders  fassen  müssen: 

Wir  sagen,  daß  die  Funldion  f{x)  an  der  unteren  Grenze 
X  =  a  des  Intervalles  a  ^x  ^h  ein  Grenzmaximum  oder  Grenz- 
minimum hat,  tvenn  es  eine  positive  Zahl  a  derart  gibt,  daß  für 
jeden  Wert  von  h  zivischen  0  und  a  der  Wert  von  f(a-{-  h) 
Meiner  bzw.  größer  als  f(a)  ist.  Ferner  sagen  wir,  daß  f(x) 
an  der  oberen  Grenze  x  =  b  des  Intervalles  ein  Grenzmaximum 
oder  Grenzminimum  hat,  tvenn  es  eine  positive  Zahl  a  derart 
gibt,  daß  für  jeden  Wert  von  h  zivischen  0  und  6  der  Wert 
von  f{b  —  h)  Meiner  bzw.  größer  als  f(b)  ist. 

Setzen  wir  insbesondere  voraus,  daß  f(x)  in  dem  Inter- 
valle a  ^x  ^b  überall  eine  bestimmte  endliche  Ableitung  f\x) 
habe,  so  folgt  aus  Satz  9  in  Nr.  30,  daß  an  der  Stelle  x  =  a 
ein  Grenzmaximum  oder  Grenzminimum  vorliegt,  je  nachdem 
f(a)  kleiner  oder  größer  als  Null  ist,  und  daß  an  der  Stelle 
X  =  b  ein  Grenzmaximum  oder  Grenzminimum  vorliegt,  je 
nachdem  f(b)  größer  oder  kleiner  als  Null  ist.  Ist  dagegen 
f(a)  =  0  oder  f\b)  =  0,  so  versagen  diese  Kennzeichen;  man 
wird  dann  direkt  die  obigen  Definitionen  anwenden. 


1)  Die  drei  Gleichungen  (6)  und  (7)  zusammen  besagen,  wie  das 
Spätere  zeigen  wird,  daß  der  Punkt  P  oder  (a,  6,  c)  der  Mittelpunkt  der 
sogenannten  Schmiegmigskugel  des  Kurvenpunktes  M  ist  (vgl.  Nr.  276). 
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Beispiel:  Die  Funktion  y  =  af ,  die  nur  für  positives  x 
definiert  ist  (vgl.  Nr.  6  und  143)^  hat  für  x  =  0  ein  Grenz- 
maximum. Es  ist  nämlich  lim  0(f  für  lim  x  =  0  nach  Nr.  135 
gleich  Eins,  während  In?/  oder  xhix  für  positive  Werte  von  x, 
die  kleiner  als  Eins  sind,  negativ  wird,  so  daß  y  für  solche 
Werte  von  x  kleiner  als  für  x  -=  0  ist. 

Handelt  es  sich  um  eine  Aufgabe,  bei  der  als  unabhängige 
Veränderliche  verschiedene  veränderliche  Größen  gewählt  werden 
iönnen,  z.  B.  um  geometrisch  gestellte  Aufgaben,  so  kann  es 
Torkommen,  daß  man  eine  solche  unabhängige  Veränderliche 
wählt,  die  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen  variiert,  und  daß 
man,  wenn  diese  Grenzen  nicht  beachtet  werden,  unter  Um- 
ständen Maxima  oder  Minima  übersieht. 

Beispiel:  Soll  die  kleinste  oder  größte  Entfernung  eines 
Punktes  x==a  der  positiven  iC-Achse  von  den  Punkten  des  Kreises 

x^  +  f'  =  R' 
bestimmt  werden  —  wie  am  Schlüsse  von  Nr.  146  — ,  so  wird 
das  Maximum  oder  Minimum  der  Funktion 

V  =.{x  —  a)-  +  II' 
gesucht,   wobei  y-  =  R^  —  x-  ist,   so  daß 

t'  =  i?-  -f  a^  —  2ax 
wird.  Hier  ist  dv  :  dx  =  —  2a^  0,  so  daß  man  also  nach 
Satz  1  in  Nr.  142  gar  kein  Maximum  oder  Minimum  erhält. 
Aber  die  Gleichung  y  =  YR^  —  x^  des  Kreises  lehrt,  daß  x  nur 
in  dem  Intervalle  von  —  i?  bis  -{-  R  variiert,  so  daß  die  Grenz- 
maxima  oder  Grenzminima  in  Betracht  kommen.  Es  ist  dv  :  dx 
=  —  2a  <  0,  d.  h.  für  die  untere  Intervallgrenze  x  =  —  R 
liegt  ein  Grenzmaximum  und  für  die  obere  Intervallgrenze 
X  =  -\-  R  ein  Grenzminimum  vor. 

149.  Extremwerte  einer  unentwickelten  Funktion 
von  einer  Veränderlichen.  Ist  y  als  Funktion  von  x  defi- 
niert durch  eine  Gleichung 

(1)  a^,  y)  =  o 

und  nehmen   wir   an,    daß  y   eine    stetige  Ableitung   habe,    so 
ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  Nr.  54: 

(2)  /;  +  f,y  =  0. 
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Die  erste  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  von  y  in 
Satz  1^  Nr.  142,  verlangt,  daß  y  =  0  werde.     Sie  lautet  also: 

(3)  /;=o. 

Man  hat  daher  ein  Wertepaar  x^  y  zu  bestimmen,  das  den 
beiden  Gleichungen  (1)  und  (3)  genügt.  Wir  sehen  dabei  von 
solchen  Werten  Xj  y  ab,  für  die  sowohl  f^  als  auch  f  und 
überdies  f  selbst  gleich  Null  ist.  Auf  derartige  singulare  Werte- 
paare werden  wir  bei  der  Besprechung  der  Kurven  in  der  Ebene 
zurückkommen  (in  §  3  des  7.  Kap.). 

Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Wertepaar  x,  y,  das  den  beiden 
Gleichungen  (1)  und  (3)  genügt,  wirklich  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  von  y  führt,  müssen  wir  nach  Satz  1  in  Nr.  142 
die  zweite  Ableitung  y"  von  y  nach  x  berechnen.  Vollständige 
Differentiation  von  (2)  nach  x  gibt: 

Da  für  das  zu  betrachtende  Wertepaar  y  =  0  ist,  so  kommt,. 
weil  nach  der  gemachten  Voraussetzung  f  nicht  verschwindet: 

(4)  .  y'=-f  • 

Ist  dieser  Wert  positiv,  so  liegt  ein  Minimum  von  y  vor,  ist 
er  negativ,  so  liegt  ein  Maximum  von  y  vor.  Ist  er  gleich 
Null,  so  hat  man  nach  Satz  1  in  Nr.  142  die  höheren  Ablei- 
tungen von  y  nach  x  zu  berücksichtigen,  um  zu  einer  Ent- 
scheidung zu  kommen. 

150.  Beispiel.  Wir  suchen  die  Maxima  und  Minima 
der  durch 

y^  —  Saxy  -\-  x^=  0 

bestimmten  Funktion  y  von  x.  Dabei  soll  a  eine  positive 
Konstante  bedeuten.     Es  ist  hier 

/"=  y^—  3axy  -{-  x^^ 
also: 

fx=  3(^2-  ay),      f^=3(y^-  ax). 

Die  Bedingungen  (1)  und  (3)  der  vorigen  Nummer  lauten  also: 
y^—  ^axy  -\-  x^=  Oj      x^—ay  =  0. 

Wird  y  =  x^:  a  aus    der   zweiten   Gleichung   in   die   erste   ein- 
gesetzt, so  kommt  x^  (x^  —  2  a^)  =  0,  so  daß 
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entweder     x  =  0     oder     x  =  aY^ 
sein  muß.     Die  zugehörigen  Werte  Ton  y  sind 

entweder     y  =  0     oder     y  =  ay  A. 
Für   X  =  y  =  0    ist    auch   /^  =  0.     Diesen   Fall    schließen    wir 
nach  einer  Bemerkung  in  voriger  Nummer  aus.    Für  x  =  ay2 

3  ,~- 

und  y  =  ay  4   wird 

sojdaß  nach  (4)  in  voriger  Nummer  y"  =  ~  2  :  a,  also  negativ 
wird.     Demnach  hat  y  für  x  =  a  Y2  das  Maximum  a  y  4. 

151.  Extremwerte  einer  durch  mehrere  G-leichuugeu 
gegebenen  unentwickelten  Funktion  von  einer  Verän- 
derlichen. Wie  in  Nr.  58  sei  ein  System  von  etwa  n  Glei- 
chungen zwischen  n  +  i  Veränderlichen  x,  y^,  y<iy  •  •  -Vn  o^" 
geben: 

(1)  }fi{^y  Vu  y2,-'-yn)  =  ^y 


fni^^yi,  y2,-"yJ  =  o. 


Wir  wollen  voraussetzen,  daß  die  Funktionen  fi,  f^,  ■  -  -  fn  ^'^^' 
einander  unabhängig  hinsichtlich  y^,  y^y  -  -  -yn  seien,  d.  h.  daß 
nach  Satz  4  in  Nr.  80  die  Funktionaldeterminante: 


^^n\  ^•••/■»i^o 


sei.  Setzen  wir  ferner  voraus^  daß  die  Forderung  S  in  Nr.  77 
erfüllt  sei^  so  definieren  die  Gleichungen  (1)  nach  Satz  3  in 
Nr.  79  die  Größen  y^,  y2J  •  •  -yn  ^^^  stetige  Funktionen  von  x 
mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  innerhalb  eines  ge- 
wissen Yariabilitätsbereiches  für  die  Veränderliche  x. 

Nunmehr  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Maxima  und 
Minima  einer  dieser  n  Funktionen,  allgemein  die  von  ^^.,  zu 
bestimmen.  Nach  Satz  1,  Nr.  142,  muß  zunächst  dy^. :  dx  =  0 
gefordert  werden.     Es  ist  aber  nach  Nr.  58: 

/9\  ^Vk  _       ^k 
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wenn  A;;,  diejenige  Determinante  bedeutet,  die  aus  A  hervor- 
geht, sobald  darin 

M      ^A    .,JA     durch     ^^       -^Ä    ...^^" 

cy^^    ^2/^'         cy^^  dx'     dx^         dx 

ersetzt  werden.     Wir  fordern  daher 
(3)  A,  =  0, 

d.  h.  solche  Werte  von  x,  für  die  ^/^  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum erreichen  kann,  müssen  den  n  -{■  1  Gleichungen  (1)  und 
(3)  in  den  n  -\-  1  Veränderlichen  oc,  y^,  ij^^  .  .  .  y^  genügen. 
Wie  nehmen  an,  es  gebe  ein  System  von  Lösungen  x,  y^,  y^y  ■  •  Vn 
dieser  n  +  1  Gleichungen,  und  es  sei  für  dies  System  A  4=  0. 
Fälle,  in  denen  auch  A  =  0  wird,  sind  nicht  nach  der  allge- 
meinen Methode  zu  behandeln,  erfordern  vielmehr  eine  be- 
sondere Untersuchung. 

Um  zu  erkennen,  ob  der  gefundene  Wert  von  ?/^  für  den 
gefundenen  Wert  von  x  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum 
ist,  muß  man  wegen  des  Satzes  1,  Nr.  142,  die  zweite  Ab- 
leitung d^y^idx^  berechnen;  wie  dies  geschieht,  wurde  in  Nr.  83 
und  85  gezeigt.  Ist  die  Ableitung  in  der  Umgebung  des  berech- 
neten Wertsystems  x,y^,y^,  . . .  y^  stetig,  so  tritt  ein  Maximum 
oder  Minimum  ein,  je  nachdem  sie  für  dieses  Wertsystem  negativ 
oder  positiv  wird.  Ist  sie  aber  für  dieses  Wertsystem  gleich 
Null,  so  liegt  die  Entscheidung  nach  Satz  1,  Nr.  142,  bei  den 
höheren  Dififerentialquotienten  von  2/^,  die  wie  in  Nr.  83  oder 
85  zu  bestimmen  sind. 

152.  Nebenbediuguugen.  Die  vorstehende  Betrachtung 
umfaßt  auch  den  Fall,  in  dem  die  Maxima  und  Minima  einer 
entwickelten  Funktion 

F(x^,x^,...x^) 

von  n  Veränderlichen  gesucht  werden,  wenn  dabei  zwischen 
den  n  Veränderlichen  x^y  x^,  .  .  .  x^^  insgesamt  gerade  n  —  1 
voneinander  unabhängige  Bedingungen  vorgeschrieben  sind: 

(Pi{x,,  x^,  ...xj  =  0        (^  =  1,  2,  .  .  .  n  -  1), 

so  daß  also  etwa  X2,  x^,  .  .  .  x^  als  Funktionen  von  x^^   aufzu- 
fassen sind  und   demnach  F  eine  zusammengesetzte  Funktion 
von  nur  einer  unabhängigen  Veränderlichen  x^  ist. 
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In  der  Tat,  wenn  wir  F  mit  x^^^^  bezeichnen,  so  liegen  in: 

(p,(x^,  x,^ x^)  =  0         (^■  =  1,  2, .  .  .  n  -  1) 

insgesamt  n  voneinander  unabhängige  Gleichungen  in  n  +  1 
Veränderlichen  x^,  rr,,  .  .  .  :r^  +  i  vor,  wobei  ^Tg,  ^Tg  ...  :r„^j  als 
Funktionen  von  x^  aufzufassen  sind.  Es  handelt  sich  um  die 
Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  von  x^^^,  aufgefaßt  als 
Funktion  von  x^.  Diese  Aufgabe  ordnet  sich  der  in  voriger 
Nummer  betrachteten  unter.  Die  dort  mit  x,  y^,  1/2)  -  •  •  Vn 
bezeichneten  Größen  sind  hier  x^j  X2,  x^y  .  .  .  x^^_^^. 

§  3.    Funktionen  yon  mehreren  Teränderliclien. 

153.    Notwendige    Bedingung    für    Extremwerte. 

Wie  in  Nr.  140  geben  wir  die  Definition:  Die  Funldioyi 
fix,  y,  2, .  . .)  von  mehreren  Veränderlichen  x,  y,  z,  .  .  .  hat 
an  einer  Stelle  x  =  x^,  y  =  y^,  z  =  2^, .  .  .  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum,  tvenn  es  eine  positive  Zahl  ö  derart  gilt,  daß 
die  Funktion  erstens  für  alle  Werte  von  x^  y,  Zy .  .  .  in  den 
Intervallen 


Xr 


6<x<Xq  +  ö,     y^  —  a<y<y^^(5,... 


definiert  ist  und  zweitens  für  alle  Werte  x,  y,  z, .  .  .  in  diesen 
Intervallen  Meiner  hzic.  größer  als  für  x  =  Xq,  y  =  yQ^  z  =  Zq,  ...ist. 
Hieraus  lassen  sich  leicht  notwendige,  wenn  auch  nicht 
hinreichende  Bedingungen  für  die  Extremwerte  ableiten.  Wenn 
wir  nämlich  annehmen,  daß  die  vorstehenden  Bedingungen  er- 
füllt sind,  und  wenn  wir  in  fix,  y,  z,  .  .  .)  für  y,  z,  .  .  .  die  be- 
stimmten Werte  y^,  Zq,  .  .  .  setzen,  während  wir  x  veränderlich 
lassen,  so  hat  die  entstehende  Funktion  von  x  allein,  nämlich 
f(Xj  y^y  ZQy  .  .  .),  die  Eigenschaft,  daß  ihr  Wert  für  alle  x  im 
Intervalle  XQ  —  ö<ix<,XQ-{-6  im  Falle  eines  Maximums  kleiner 
und  im  Falle  eines  Minimums  größer  als  für  x  =  Xq  ist.  Nach 
der  Definition  in  Nr.  140  hat  folglich  diese  Funktion  von  x 
für  x  =  Xq  ein  Maximum  bzw.  Minimum.  Wenn  nun  auch 
ihre  Ableitung  in  der  Umgebung  der  Stelle  Xq  stetig  ist,  so 
muß,  wie  in  Nr.  140  gezeigt  wurde,  die  Ableitung  gleich  Null 
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für  X  =  Xq  sein.    Dieselbe  Schlußfolgerung  können  wir  in  Hin- 
siclit  auf  y,  z  usw.  machen.     Also  haben  wir  gefunden: 

Satz  2:  Die  Funktion  f(x,  y,  z,  .  .  .)  von  mehreren  Ver- 
änderlichen X,  y,  z,  ...  kann  an  einer  solchen  Stelle  x  =  x^y 
y  =  Voi  ^  =  ^0}  •  •  '  y  ^^  deren  Umgehung  sie  stetig  ist  und  stetige 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnimg  nach  x,  y,  z, .  .  .  hat,  nur 
dann  ein  Maximum  oder  Minimum  haben,  ivenn  die  Gleichungen: 

^1  =  0    ^^  =  0    ^^  =  0  ... 

dx         ^     dy         ^      dz         ' 
für  X  =  x^,  y  "=  IJQy  2  =  Zq,  .  .  .  bestehen,  oder,  was  dasselbe  be- 
sagt, wenn  das  vollständige  Differential 

df=fJx-\-fydy-\-f,dz  +  --- 
für  X  =  Xq,  y  =  y^j  z  =  Zq,  .  .  .  gleich  Null  ist. 

Dies  ist  jedoch  eine  noch  keineswegs  hinreichende  Be- 
dingung für  das  wirkliche  Auftreten  eines  Maximums  oder 
Minimums. 

154.  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen.  Die 
Aufgabe,  entsprechend  dem  Satze  1  in  Nr.  142  nicht  nur  not- 
wendige, sondern  zugleich  hinreichende  Merkmale  für  die  Ex- 
tremwerte Yon  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen  abzu- 
leiten, bietet  ganz  bedeutende  Schwierigkeiten.  Sie  liegen  nicht 
nur  darin,  daß  naturgemäß  die  größere  Zahl  der  Veränderlichen 
zu  yerwickelteren  Formeln  führt,  sondern  namentlich  auch 
darin,  daß  für  die  Taylorsche  Entwicklung  bei  Funktionen  von 
mehreren  Veränderlichen  kein  solcher  allgemeiner  Satz  über 
die  Größe  des  Restgliedes  gilt  wie  der  Satz  22,  Nr.  115,  bei 
Funktionen  von  einer  Veränderlichen,  der  ja  die  Grundlage  für 
die  Schlüsse  in  Nr.  142  war.  Wir  werden  deshalb  hier  zu- 
nächst nur  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen  in  bezug  auf 
ihre  Extremwerte  genauer  untersuchen. 

Es  sei  f(x,  y)  eine  solche  Funktion  von  x  und  y,  die  in 
der  Umgebung  der  Stelle  x  =  Xq,  y  ^  y^  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  stetig  ist.  Alsdann 
ist  nach  Satz  28,  Nr.  137: 

f{^o  +  ^h  yo  +  ^)-  f(^o>   Vo)  =  ifx^^  +  fp^)x,,  vo  +  ^^2 ; 

wo 

(1)  B,  =  -i-  {U^'  +  2f^^hh  +  f„V\^,,,y,^e, 
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ist.  Die  Indizes  x^j  y^  und  Xq  ■\-  Ohj  y^  -\-  BT:  sollen  dabei  an- 
deuten^ daß  X  und  y  durch  diese  Werte  zu  ersetzen  sind.  Die 
Formeln  gelten  für  alle  Werte  x^  -{- h  und  7/0  +  Tt  in  der  Um- 
gebung von  Xq  und  i/q,  also  für  alle  W^erte  von  h  und  Ic  in  der 
Umgebung  von  /z  =  0,  Z:  =  0.  Ferner  ist  6  ein  gewisser,  uns 
freilich  unbekannter  positiver  echter  Bruch. 

Damit  nun  an  der  Stelle  x  =  Xq,  y  =  y^  ein  Extremwert 
von  /'  eintreten  kann,  ist  nach  Satz  2  der  vorigen  Nummer 
zunächst  notwendig,  daß  f^  und  f^  dort  gleich  Null  sind.  Dann 
ist  aber: 

/■(^o  +  ^h  Vo  +  ^)  -  fi^oy  2/0)  =  J^2  • 
Nach  der  Definition  ist  jetzt  zu  fordern,  daß  dieser  Wert  B^ 
für  alle  Werte  von  li  und  Tz  in  der  Umgebunor  yon  li  ==  0, 
Ä;  =  0  im  Falle  des  Maximums  negativ  und  im  Falle  des  Mini- 
mums positiv  sei  —  abgesehen  natürlich  von  dem  Wertepaare 
^  =  0,  A-  =  0  selbst. 

Wir  wollen  zunächst  voraussetzen,  daß 

sei.  Da  f\^  und  f^^fyy  —  f!y  stetig  in  der  Umgebung  von 
X  =  Xq,  y  =  yo  sind  und  nach  (2)  für  x  =  Xq,  y  =  yQ  von  Null 
verschiedene  Werte  haben,  so  können  wir  die  Umgebung  der 
Stelle  X  =  Xq^  2/  ==  !/o  so  eng  begrenzen,  daß  diese  beiden  Funk- 
tionen innerhalb  der  Umgebung  dieselben  Vorzeichen  wie  die 
Werte  (2 )  haben.  Dies  ergibt  sich  gerade  so  wie  der  Satz  4 
in  Nr  21,  der  sich  auf  eine  Funktion  von  nur  einer  Veränder- 
lichen bezieht,  sofort  aus  der  vorausgesetzten  Stetigkeit. 

Den  Wert  (1)  des  Restes  B^  können  wir  nun  so  schreiben: 

(3)         R,=^  i(u^ + f.y^r  +  (f.J„-L%ß']- 

I  XX 

Dabei  haben  wir  die  schwerfälligen  Indizes  Xq-\- 6h,  yQ-{- 6k 
fortgelassen.  Man  hat  sich  also  immer  unter  x  und  y  Werte 
in  der  Umgebung  der  Stelle  [Xq,  y^  vorzustellen.  Der  zweite 
Summand  in  der  Klammer  ist  stets,  so  lange  Ä  =4=  0  ist,  von 
demselben  Vorzeichen  wie  der  zweite  Ausdruck  (2). 

Ist  dieser  ztveite  Ausdruck  (2)  positiv,  so  ist  der  Inhalt  der 
eckigen  IQammer  positiv  für  Je  ^  0,  während  er  für  k  =  0  den 
Wert  h^fxx  hat,    der  wegen   der  ersten   Forderung  (2)   positiv 
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ist,  weil  mit  A'  =  0  nicht  aucli  h  =  0  werden  darf.  Mithin  ist 
i?2  alsdann  von  demselben  Vorzeichen  wie  f^^  an  der  Stelle 
(^0?  2/o)?  s^  ^^ß  ^^^  Maximum  oder  Minimum  vorliegt,  je  nach- 
dem f^^  für  x  =  Xq,  ^  =  2/o  negativ  oder  positiv  ist. 

Ist  dagegen  der  zweite  Äusdriiclv  (2)  negativ  ^  so  steht  in 
(3)  in  der  eckigen  Klammer  eine  Differenz  von  zwei  positiven 
Ausdrücken,  die  z.  B.  für  h  =  0  positiv  und  für 

h Ixj 

negativ  ist.  Wir  können  offenbar  h  und  Je  stets  in  dieser 
Weise  wählen,  wie  klein  auch  die  Umgebung  der  Stelle  {xq,  y^) 
ist,  da  wir  hierdurch  nur  über  ihr  Verhältnis  verfügen,  nicht 
über  ihre  einzelnen  Werte.  Also  wird  jetzt  der  Rest  i?2  in 
der  Umgebung  von  li  =  0,  Je  =  0  teils  positiv,  teils  negativ, 
so  daß  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  eintritt. 

Ganz  entsprechende  Schlüsse  lassen  sich  machen,  wenn 
statt  der  Voraussetzungen  (2)  die  Voraussetzungen 

vorliegen,  da  wir  dann  nur  x  und  y  ihre  Rolle  vertauschen 
zu  lassen  brauchen. 

Ist  immer  noch  die  Voraussetzung 

(0 )  \txxlyy         Ixyjxo.llo'^ 

erfüllt,  so  ist  es  ferner  möglich,  daß  jT.^  und  fyy  beide  an  der 
Stelle  {Xq,  yo)  gleich  Null  sind.  Dann  ist  der  Ausdruck  (5) 
offenbar  negativ.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  in  diesem  Falle 
weder  ein  Maximum  noch   ein  Minimum   eintritt.     Denn   nach 

(1)  ist  dann  im  Falle  ]c  =  Ji: 

(6)  j?,  =  ^J(/;,4-2/;^  +  /'j, 

dagegen  im  Falle  k  =  —  h: 

m  ^,=  ^(fxx-^fxy-^U)' 

An  der  Stelle  {x^,  y^)  selbst  haben  diese  Funktionen  bei  den 
jetzt  geltenden  Voraussetzungen  die  Werte 

(8)  *V..,.     "nd     -7.Y..,,, 

l.'>4] 
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die  von  Null  Yerschieclen  siad,  denn  f\  „  muß  nach  (5)  von  Null 
verschieden  sein.  Wird  also  die  Stelle  {Xy  y)  hinreichend  nahe 
bei  der  Stelle  (ic,  y)  gewählt^  so  haben  die  Werte  (6)  und  (7) 
die  gleichen  Vorzeichen  wie  die  beiden  Werte  (8),  demnach 
voneinander  verschiedene  Vorzeichen.  Mithin  kann  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  eintreten. 
Endlich  kann  es  vorkommen,  daß 

\lxxiyy         ixyJxollo 

wird.  In  diesem  Falle  verzichten  wir  jedoch  auf  die  Ent- 
wicklung hinreichender  Merkmale  für  das  Maximum  oder 
Minimum. 

Hiernach  gilt  der 

Satz  3:  Ist  die  Funktion  f(x,  y)  von  x  und  y  in  der  Um- 
gehung der  Stelle  {xq,  y^  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  stetig,  so  kann  sie  an  der  Stelle  {xq,  y^) 
nur  dann  einen  Extre^nivert  haben,  ivenn  daselbst  f^  und  f^ 
beide  verschivinden.  Ist  überdies  an  eben  dieser  Stelle  der  Aus- 
druck fxxfvy~  fly  ^^^  ^^^  verschieden,  so  hat  sie  dort  tveder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  y  sobald  der  Ausdruck  dort 
negativ  ist.  Ist  er  jedoch  an  der  Stelle  {x^,  y^)  positiv,  so  hat  die 
Funktion  daselbst  ein  Maximum,  icenn  doH  f^^  oder  f  negativ 
ist,  und  ein  Minimum,  wenn  dort  f^^  oder  fy    positiv  ist. 

Zur  Erläuterung  bemerken  wir  dabei,  daß  in  dem  Falle, 
^o  fxxfyy  —  fxy  ^^^1*  ^  =  ^'o^  U  =  Vo  positiv  ist,  niemals  f^^  und 
f     an  dieser  Stelle  verschiedenes  Vorzeichen  haben  können. 

155.  Unzureichende  Bedingungen  für  Extremwerte. 

Liegt  eine  Funktion  f(x,  y,  z,  . . .)  von  mehreren  Veränderlichen 
X,  y,  z,  .  .  .  vor,  so  kann  man  in  folgender  .Weise  die  schon  in 
Satz  2,  Nr.  153,  gefundenen  Bedingungen  für  Extremwerte  ver- 
schärfen. 

Setzen  wir: 

{!)  x  =  XQ-\-ht,    y  =  y^-\-kty    z^z^  +  lt,  ..  ., 

indem  wir  unter  h,  k,  l,  .  .  .  beliebige  Konstanten  und  unter  t 
eine  Veränderliche  verstehen,  so  wird  f  eine  Funktion  von  t 
allein,  nämlich: 

F{t)  =  fix,  +  ht,  y,  +  l^t,  .-0  +  U,..  j. 

1'*      [154,  155 
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die  für  ^  =  0  den  Wert  fix^,  y^,  0q,  .  .  .)  hat.  Wird  |^|  hin- 
reichend  klein  gewählt,  so  wird  durch  (1)  eine  Stelle  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x  =  Xq,  y  =  Vq,  ^  =  0q,  .  .  .  definiert  und 
zwar  eine  heliehige,  da  h,  h,lj  .  .  .  beliebige  Konstanten  sein 
sollen.  Hat  nun  die  Funktion  /'  an  der  Stelle  (x^,  yQ,  Zq,  .  .  ) 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  so  muß  daher  nach  Nr.  153 
die  Funktion  F{t)  für  alle  Werte  von  t  in  der  Umgebung  des 
Wertes  ^  =  0  stets  kleiner  oder  aber  stets  größer  als  i^(0) 
sein,  und  zwar  &ei  heliebiger  Wahl  von  h,  Jcy  l,  .  .  .,  d.  h.  die 
Funktion  F(t)  von  einer  Veränderlichen  t  muß  für  ^  =  0  eben- 
falls ein  Maximum  oder  aber  ein  Minimum  haben,  wie  auch 
Ji,  h,  l,  .  .  .  gewählt  sein  mögen. 

Bedingungen  hierfür  aber  können  wir  nach  Satz  1,  Nr.  142, 
leicht  aufstellen,  wenn  wir  voraussetzen,  daß  die  Funktion 
f(Xy  y,Zy  .. .)  in  der  Umgebung  von  x  =  x^j  y  =  y^,  s  =  z^,  . . . 
nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung 
stetig  sei,  denn  dann  ist  auch  die  Funktion  F(t)  in  der  Um- 
gebung von  ^  =  0  nebst  ihren  Ableitungen  F' (t)  und  F'\t) 
stetig.  Nach  Satz  1  in  Nr.  142  haben  wir  zunächst  zu  ver- 
langen, daß  F'{t)  =  0  für  ^  =  0  sei.     Es  ist  aber 

(2)  F'{t)=fJ,  +  f^Tc  +  fJ  +  ---. 

Da  F' (t)  =  0  für  t  =  0  und  für  alle  Werte  von  h,'k,l,  ...  sein 
soll,  so  müssen  einzeln  fxjfy,f,,-"  füi*  x  =  Xq,  y^^y^,  z  =  Zq,... 
gleich  Null  sein.  So  ergeben  sich  wieder  die  Bedingungen  in 
Satz  2,  Nr.  153.  Weiterhin  kann  nach  Satz  1,  Nr.  142,  im 
Falle  eines  Maximums  nur  zweierlei  eintreten:  Es  muß  F" (f) 
negativ  oder  gleich  Null  sein  für  t  =  0.  Im  Falle  des  Mini- 
mums ferner  muß  F"  {t)  positiv  oder  gleich  Null  sein  für  ^  =  0. 
Im  Falle  eines  Maximums  darf  also  F'\t)  für  beliebige  Werte 
von  h,]c,l,...  und  für  ^  ==  0  nicht  positiv  und  im  Falle  eines 
Minimums  nicht  negativ  sein.    Es  ist  aber  nach  Satz  5,  Nr.  70: 

(3)  F"it)=fji'  +  ^f^,hh  +  f„l<?  +  2/;,AZ  +  2f^,U+fJ'  +  -- 
Wir  weisen,  ehe  wir  das  Ergebnis  formulieren,  noch  darauf 
hin,  daß  in  (2)  und  (3)  rechts  die  vollständigen  Differentiale 
erster  und  zweiter  Ordnung  von  f  stehen,  wenn  wir  hj]c,ly... 
als  die  Differentiale  dx,  dy,  dz,  .  .  .  auffassen,  die  ja  ebenso 
willkürlich  sind  wie  /<,  k,l,  .  .  ..  Also  hat  sich  ergeben: 
155] 
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Satz  4:  Ist  die  Funliion  f(x,y,  Zy ...)  in  der  Umgehung 
der  Stelle  x  ==  Xq,  y  =  yQ,  z  =  Zq,  . ..  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  stetig  und  hat  sie  an  dieser 
Stelle  ein  Maximum  oder  ein  Minimiimj  so  ist  dort  erstens  das 
vollständige  Differential  erster  Ordnung  df  gleich  Null  und  zwei- 
tens das  vollständige  Differential  ziveiter  Ordnung  d^f  für  kein 
Wertsystem  der  Differentiale  dx,  dy,  dZy...  im  Falle  des  Ma- 
ximtims positiv  oder  im  Falle  des  Minimums  negativ. 

Man  muß  sich  aber  vor  einem  falschen  Schlüsse  hüten: 
Wenn  die  Funktion  F(t)  von  t  für  ^  =  0  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  hat  —  und  zwar  wohlbemerkt  für  alle  beliebigen 
Wertsjsteme  h,  Jc,l,...  — ,  so  steht  es  doch  nicht  fest,  daß 
auch  die  Funktion  f(x,  y^  z,  . . .)  für  x  =  Xqj  y  =  y^,  z  =  Zq^  . . . 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  hat. 

Daß  diese  Umkehrung  unstatthaft  ist,  liegt  daran,  daß 
wir  bei  den  Annahmen  (1),  wenn  sich  t  der  Xull  nähert,  auf 
ganz  bestimmtem  Wege  eine  allgemeine  Stelle  (x,  y,  z,  .  .  .) 
an  die  kritische  Stelle  (Xq,  y^,  z^,  .  .  .)  heranbringen,  nämlich 
so,  daß  X  —  Xqj  y  —  yo,  z  —  Zqj  .  .  .,  die  ja  nach  (1)  gleich 
htf  Jet,  Itj  .  .  .  sind,  einander  beständig  proportional  bleiben. 
Statthaft  wäre  jene  Ümkehrung,  wenn  wir  nicht  die  spezielle 
Substitution  (1)  gemacht  hätten,  sondern  eine  ganz  allgemeine 
Substitution: 

x  =  x^-\-(p (t),    y  =  yo  +  x{t),    z^z^  +  t  (0.  -  •  -y 

^^  9(f))  x{^)y  ^(0?  •  •  •  if'getidwelche  solche  Funktionen  von  t 
bedeuten,  die  für  ^  =  Ö  sämtlich  verschwinden  und  in  der  Um- 
gebung von  ^  =  0  stetig  sind. 

Das  Unstatthafte  jener  Umkehrung  soll  noch  an  einem 
einfachen  von  Peano  gegebenen  Beispiele  gezeigt  werden:  Wir 
betrachten  die  Funktion  von  zwei  Veränderlichen  x  und  y: 

(4)  f(x,  y)  =  (y-  a'x')  (y  -  Wx'), 

worin  a  und  b  von  Null  verschiedene  Konstanten  bedeuten 
sollen.  Wir  wollen  untersuchen,  ob  sie  an  der  Stelle  (0,  0)  ein 
Maximum  oder  Minimum  hat,  also  Xq  =  0,  yo  =  0  annehmen. 
Die  Substitution  (1)  lautet  hier: 

X  =  ht,     y  =  Jet 

[155 
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und  gibt 

F{t)  =  f(k  -  a'hH)  Qc  -  hViH). 

Für  ^  =  0  ist  F'{t)  auch  gleich  Null.  Für  ^^  =  0  wird  ferner 
F"{f)^2l^,  also  positiv,  wenn  /b  +  0  ist,  so  daß  F{t)  für 
7o  =[=  0  sicher  an  der  Stelle  ^  =  0  nach  Satz  1,  Nr.  142,  ein 
Minimum  hat.  Ist  1^  =  0,  so  muß  h  =|=  0  genommen  werden. 
Dann  kommt  F(t)  =  a^h^Jt^t^,  und  diese  Funktion  hat  für  f  =  0 
ebenfalls  ein  Minimum,  da  für  t  =  0  zwar  F'(t),  F'\t),  F"\t) 
alle  drei  gleich  Null  sind,  aber  F^^(t)  =  1  •  2  •  3  •  4a'hVi'  >  0  ist. 

In  unserem  Beispiele  hat  also  F(t)  geiviß  ein  Minimum 
für  ^  =  0.  Dennoch  hat  die  FunJction  (4)  an  der  Stelle  (0,  0) 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum.  Setzen  wir  nämlich 
x  =  hj  y  =  c^h^,  so  liegt  die  Stelle  {x,y),  wenn  |/^|  hinreichend 
klein  gewählt  wird,  in  der  Umgebung  jener  Stelle,  und  es  ist 
dann  ({x,  y)  =  h^  (c"  —  a^)  (c^  —  h^).  Nehmen  Avir  c^  zwischen 
a^  und  W  an,  so  wird  also  /'<0,  andernfalls  /*>  0.  Daher 
gibt  es  in  der  Umgebung  der  Stelle  (0,  0)  sowohl  Stellen,  an 
denen  f  kleiner,  als  auch  Stellen,  an  denen  /'  größer  als  für 
X  =  0,  2/  =  0  ist.  — 

Wenn  eine  Funktion  fix,  y,  ^,  . . .)  vorliegt  und  untersucht 
werden  soll,  ob  sie  für  x  =  Xq,  y  =  yQj  0  =  ^q,...  einen  Extrem- 
wert hat,  so  ersetzt  der  Satz  4  den  früheren  Satz  2  in  Nr.  153 
insofern,  als  er  zwar  auch  nur  notwendige  und  nicht  hin- 
reichende Bedingungen  liefert,  aber  schärfere  Bedingungen  als 
der  Satz  2. 

156.  Bedingungen  dafür,  daß  das  vollständige 
Differential  zweiter  Ordnung  nie  negativ  oder  nie 
positiv  ist.  Um  den  Satz  4  in  Nr.  155  anwenden  zu  können, 
müssen  wir  eine  Methode  haben,  die  uns  gestattet,  zu  ent- 
scheiden, ob  das  vollständige  Differential  zweiter  Ordnung 
von  f  nämlich: 

d'f  =  f.Jx'  +  2f^^dxdy  +  f^^/y'  +  2f^^dxdz  4- 
-\-2f^^^dydz^-f^,dz' -{-■-■, 

bei  bestimmt  gewählten  Werten  von  x,  y,  z, . . .  für  kein  Wert- 
system der  willkürlichen  Differentiale  dx,  dy,  dz,  .  .  .  positiv 
bzw.  negativ  wird.  Soll  etwa  d^f  nie  positiv,  d.h.  d^f^O 
&ein,  so  bedeutet  dies,  daß  das  Differential  zweiter  Ordnung 
155,  1561 
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von  —  f  stets  positiv  oder  mindestens  gleich  Xull  sein  soll. 
Wir  können  uns  also  auf  die  Aufgabe  beschränken,  011  enf- 
scJieiden,  unter  Kelchen  Bedingungen  stets  f/Y>0  ist. 

Das  vollständigre  Differential  zweiter  Ordnuno^  stellt  eine 
ganze  rationale  Funktion  von  clx,  dy,  dz,...  vor,  die  homogen 
vom  zweiten  Grade  ist.  Eine  solche  Funktion  nennt  mau  eine 
quadratische  Form.  Die  Aufgabe  ist  also,  zu  erkennen,  unter 
welchen  Bedingungen  eine  quadratische  Form  nie  negativ  wird. 
Für  eine  quadratische  Form  mit  nur  zwei  Veränderlichen  ist 
die  Aufgabe  schon  in  Xr.  154  gelöst,  und  für  das  folgende 
Verfahren  ist  die  damalige  Lösung  ein  spezieller  Fall.  Vor- 
weg erinnern  wir  daran,  daß  die  Koeffizienten  /*^^,  f^,^,  f^^^^  usw. 
jetzt  bestimmte  Werte  haben,  da  für  x,  y^  z,  .  .  .  bestimmte 
Werte  eingesetzt  sind.  Zur  Bequemlichkeit  wollen  wir  die 
Differentiale  dx,  dy,  dz,  .  .  .  wie  in  voriger  Nummer  mit 
hj  A*,  /,  .  .  .  bezeichnen,  so  daß  wir  haben:  • 

(1)   rf v= Ur  +  2/;,ÄA- +/-„7,-^  +  2/;,/* J  +  2/;,H +fj'  +  --. 

Sind  zunächst  die  Koeffizienten  von  /r,  k^,  Z-,  ...  sämtlich 
gleich  Null,  so  kann  d'^f  sowohl  positiv  als  auch  negativ  ge- 
macht werden.  Denn  dann  wird  ja  eine  der  Größen  f^^,  f\^, 
/\,  .  .  .  nicht  gleich  Null  sein,  z.  B.  f^y  nicht.  Setzen  wir 
nun  alle  Differentiale  gleich  Null  außer  h  und  ä;,  so  wird 
d-f  =  2f^^Jik,  und  dies  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  f^^,  wenn 
Ji  und  k  gleiches  Vorzeichen  haben,  und  hat  ento^eo-enoresetztes 
Vorzeichen  wie  f^^^,  wenn  li  und  A-  verschiedenes  Vorzeichen 
haben. 

Es  ist  also  zunächst  für  d-f^O  zu  fordern:  Nicht  alle 
fxxj  fyip  f'-y--   dürfen   gleich   Null   sein.     Es   sei   daher  z.  B. 

Die  Summe  aller  Glieder,  die  Ji  in  der  ersten  Potenz  ent- 
halten, sei  mit  2Ph  und  die  Summe  aller  von  /,'  freien  Glieder 
mit   Q  bezeichnet:    es  sei  also: 

(2)  p = /;„A-  +  u  +  ■■;   Q- f,,r-  +  2/;,A7  +  fj'-  +  --: 

Alsdann  kommt: 

d'f=f,Ji'  +  2Ph  +  Q. 
Da    d'-f  =  fj.Jr   ist,    wenn    /.■  =  /  =  •••  =  0   gesetzt    wird,    so 
wird  zu  fordern  sein: 
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/;x>o. 

Nun  läßt  sich  d^f  so  schreiben: 

(3)  d^'f=-^[{L,}i  +  Py  +  f..Q-P'-]. 

I  XX 

Da  f^Ji  +  P  =  0  für  /i  =  -  P  :  /;,  ist,  welche  Werte 
auch  Ä,  Ij  m,  .  .  .  haben  mögen,  so  haben  wir  zu  verlangen: 

Ist  auch  diese  Bedingung  erfüllt,  so  wird  cPf  stets  größer  als 
Null  oder  mindestens  gleich  Null. 

Nach  (2)  bedeutet  aber  f^^^Q  —  P^  eine  quadratische  Form 
mit  den  Veränderlichen  k,  ?,...,  frei  von  h.  Die  Aufgabe,  zu 
entscheiden j  oh  die  quadratische  Form  d^f  mit  den  Veränder- 
lichen h,  Je,  Ij .  .  .  stets  größer  als  Null  oder  mindestens  gleich 
Null  ist,  tvird  somit  auf  die  Aufgabe  zurücJcgeftihrt ,  zu  ent- 
scheiden, oh  dasselbe  für  eine  gewisse  quadratische  Form  gilt, 
in  der  die  Zahl  der  Veränderlichen  um  Eins  Meiner  ist. 

Indem  wir  die  neue  quadratische  Form  nach  derselben 
Methode  behandeln,  erniedrigen  wir  die  Zahl  der  Veränder- 
lichen abermals  um  Eins  usw.,  so  daß  wir  schließlich  zu  einer 
quadratischen  Form  mit  nur  einer  Veränderlichen  gelangen, 
die  nur  dann  nie  negativ  wird,  wenn  ihr  Koeffizient  nicht 
negativ  ist.  Wir  finden  also  auf  diesem  Wege  stets  alle  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingungen  für  d^f^O. 

157.  Weitere  Hilfsmittel  zur  Entscheidung  über 
Extremwerte.  Wir  hoben  in  Nr.  155  hervor,  daß  der  dort 
aufgestellte  Satz  4  keineswegs  hinreichende  Bedingungen  für 
das  Maximum  oder  Minimum  liefert.  Gelten  die  Voraussetzungen 
jenes  Satzes,  so  kann  man  aus  den  Bedingungen  f^  =  0,  /^  =  0, 
y^^  =  0, . . .  zunächst  diejenigen  Wertsysteme  Xq,  y^,  Zq,  . . .  finden, 
für  die  überhaupt  Extremwerte  von  f  denkbar  sind.  Mit  Hilfe 
der  Methode  in  Nr.  156  kann  man  alsdann  finden,  ob  für  ein 
solches  Wertsystem  d^f  auch  wirklich  nie  negativ  oder  nie 
positiv  wird.  Wird  es  sowohl  positiv  wie  auch  negativ,  so 
ist  ein  Extremwert  mit  Sicherheit  ausgeschlossen,  andernfalls 
jedoch  steht  die  endgültige  Entscheidung  noch  dahin.  Es  ist 
aber  jetzt  nach  Satz  28  in  Nr.  137: 

(1)    f{xQ  +  h,  yo  +  k,  z^  +  l,-")-  f(xQ,  y^,  z^,  •  •  •)  =  B„ 
156,  157] 


§  3.     Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen.  265 

wo  JRg  ^®^  Rest  vorstellt: 

Dabei  bedeutet  B  einen  unbekannten  positiven  echten  Bruch. 
Die  Indizes  besagen,  daß  Xy  y^  z,  .  .  .  durch  x^  -\-  dh,  y^  -\-  Okf 
Zq  -\-  Ol,  .  .  .  ersetzt  werden  sollen.  Wie  man  sieht,  ist,  wenn 
hy  hj  l, ...  als  die  Differentiale  dx,  dy,  dz,  .. .  aufgefaßt  werden. 

Nehmen  wir  nun  an,  wir  hätten  bewiesen,  daß  d^f  an  der 
Stelle  (Xq,  yo,  Zq,  .  .  .)  stets  positiv  und  für  Icein  Wertsystem 
der  Differentiale  h,  Ic,  l,  .  .  .  (außer  für  das  ausgeschlossene 
]i  =  Jc  =  l  =  ---  =  0)  gleich  NuU  ist,  so  muß  d^f  als  stetige 
Funktion  von  x,  y,  z, .  .  .  auch  in  der  Umgebung  der  Stelle 
^  =  ^0?  y  ==  Vo)  z  =  0Q,  .. .  überall  positiv  sein,  denn  der  Satz  4 
in  Kr.  21,  der  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Stetigkeit 
folgte,  gilt,  wie  schon  in  Kr.  154  erwähnt  wurde,  auch  für 
Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen.  In  dem  angenom- 
menen Falle  ist  also  i?2  >  0,  d.  h.  es  tritt  ein  Minimum  ein. 
Ebenso  ergibt  sich  ein  Maximum,  wenn  d^f  an  der  Stelle 
{Xq,  y^,  Zq,  . . .)  stets  negativ  und  nie  gleich  Kuli  ist. 

Demnach  läßt  sich  Satz  4  in  Kr.  155  so  ergänzen: 

Satz  5:  Unter  den  Anahmen  des  Satzes  4  in  Nr.  155  hat 
die  Funktion  f  an  der  Stelle  {xq,  y^,  Zq,  .. .)  sicher  ein  Maximum 
hzw.  Minimum,  wenn  das  vollständige  Differential  ziveiter  Ord- 
nung d^f  an  dieser  Stelle  für  alle  Werte  der  Differentiale  dx, 
dy,  dz,..,  negativ  und  nie  gleich  Null  hzw.  positiv  und  nie 
gleich  Null  wird.  Dabei  ist  von  dem  einen  Wertsystem  dx  =  0, 
dy  =  0,  dz  =  0, ...  anzusehen. 

Wenn  eine  Form  wie  die  quadratische  Form  d^f  der  Dif- 
ferentiale dx,  dy,  dz,  .  .  .  für  alle  Werte  der  Veränderlichen 
positiv  und  für  kein  Wertsystem  gleich  Null  wird,  abgesehen 
von  dem  auszuschließenden  Falle,  wo  alle  Veränderlichen 
gleich  Kuli  gesetzt  werden,  so  heißt  sie  eine  definite  positive 
Form.  Entsprechende  Bedeutung  hat  eine  definite  negative  Form. 
Wenn  eine  Form  zwar  nie  negativ  (bzw.  positiv),  aber  für  ge- 
wisse W^ertsysteme  der  Veränderlichen  gleich  Nidl  wird,  so  heißt 
sie  eine  semidefinite  positive  (hzw.  negative)  Form.  In  allen 
anderen  Fällen  spricht  man  von  indefiniten  Formen. 
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Die  Sätze  4  und  ö  lassen  sich  also  so  zusammenfassen: 
Satz  6:  Ist  die  Funktion  ({x^yjZ,..)  in  der  Umgebung 
der  Stelle  {x^,  y^,  z^^,  . . .)  nebst  ihren  imrtiellen  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  stetig,  so  kann  sie  daselbst  nur  dann  einen 
Extremwert  haben,  ivenn  dort  erstens  df  =  0  ivird  und  zweitens 
d^f  eine  defmite  oder  scmidefinite  Form  der  Differentiale  dx, 
dy,  dz, . . .  ist.  Ist  d^f  dort  insbesondere  eine  definite  Form,  so 
tritt  sicher  ein  Maximum  oder  Minimum  ein  und  ztvar,  je  nach- 
dem diese  Form  negativ  oder  positiv  ist.  Ist  d^f  dagegen  semi- 
definit,  so  steht  die  Entscheidung  noch  aus,  ob  überhaupt  ein 
Extremwert  eintritt. 

In  dem  Falle ^  wo  d'^f  an  der  Stelle  x^,  y^,  z^,  .  .  .  semi- 
definit  wird,  leiteh  wir  weiter  keine  entscheidenden  Merkmale 
für  das  wirkliche  Auftreten  eines  Extremwertes  ab.  Man  kann 
in  einem  solchen  Falle,  wenn  eine  ganz  bestimmte  Funktion  f 
vorliegt,  versuchen,  die  Entscheidung  dadurch  zu  treffen,  daß 
man  zusieht,  ob  die  Definition  der  Extremwerte  in  Nr.  153 
zutrifft. 

158.  Bedingungen  für  ein  definites  vollständiges 
Differential  zweiter  Ordnung.  Um  den  letzten  Satz  an- 
wenden zu  können,  muß  man  eine  Methode  haben,  mittels 
deren  man  zu  erkennen  imstande  ist,  ob  ein  vollständiges 
Differential  d^f  deflnit  ist.  Nun  haben  wir  in  Nr.  156  ge- 
sehen, wie  man  methodisch  feststellen  kann,  ob  d^f  wenig- 
stens semidefinit  ist.  Verschärfen  wir  die  Forderung,  indem 
wir  verlangen,  daß  d^f  definit  sein  soll,  so  können  wir  zu- 
nächst entsprechend  wie  dort  beweisen,  daß  f^^,  fyy,  f,^,  .  .  . 
sämtlich  von  Null  verschieden  sein  und  zwar  im  Falle  einer 
definiten  positiven  Form  sämtlich  positiv  sein  müssen.  Wenn 
wir  d^f  auf  die  dort  angegebene  Form  (3)  bringen,  so  sehen 
wir:  Weil  f\Ji  +  P  gleich  Null  gemacht  werden  kann,  so 
muß   gefordert    werden,   daß 

/"..<3--P^'>0,     aber     +0 

sei,  d.  h.  diese  neue  quadratische  Form,   die  eine  Veränderliche 
tveniger  enthält,  muß  auch  definit  und  positiv  sein.    Umgekehrt: 
Ist  sie   definit  und  positiv,   so   ist  d^f  nach  (3)   auch  definit 
und  positiv. 
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Das  iü  Xr.  156  angegebene  Verfahren  gilt  also  auch  jetzt, 
nur  muß  man  überall,  wo  dort  die  Zeichen  ^  standen,  jetzt 
das  Zeichen  >  allein  setzen. 


§  4.    Anwendungen. 

159.  Beispiel.     Es  liege  die  Funktion  vor: 

f  =  x"'i/z^^  (a  —  X  —  y  —  /)", 

wo  a,  ß,  y,  n  ganze  positive  Zahlen  seien  und  a   eine  positive 

Konstante  bedeute.     Logarithmische  Differentiation  gibt: 

...  df  dx    ,    ^dy    .       dz  dx-{-dy  -{-  dz 

(1)  -f-  =  « \-  ß—  -{■  ? n — ^-^ 

^  ■  f  X        ^  y        ^    z  a  —  X  —  y  —  z 

Daher  ist  df  =  0  zunächst  für  f=0,  d.h.  für  x  =  0  oder 
2/  =  0  oder  3  ==  0  (wenn  «  >  1  bzw.  /3  >  1  bzw.  y  ^  l  ist). 
Von  diesen  Werten  wollen  wir  absehen,  da  für  sie  die  Ent- 
scheidung, ob  ein  Extremwert  von  f  auftritt,  leicht  ist.  Es 
ist  außerdem  df  =  0  nur  noch  dann,  wenn  x,  ij,  z  die  Werte 
,^.  cca  ßa  ya 

haben.  Auch  ist  /'  nebst  den  partiellen  Ableitungen  erster 
und  zweiter  Ordnung  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  stetig. 
Für  diese  Stelle  wird: 

Aus  (V)  folgt  durch  Differentiation: 

Da  df=0  und  /'>0  für  das  Wertsystem  (2)  ist,  so  wird 
d-f  an  der  Stelle  x  =  Xq,  y  =  t/o,  ^  =  ^o  i^ie  positiv.  Gleich 
Null  kann  d^f  hier  nur  dann  werden,  wenn  alle  vier  Sum- 
manden rechts  in  (3)  einzeln  gleich  XuU  werden,  d.  h.  nur  für 
das  auszuschließende  Werts jstem  dx  =  0,  dy  =  0,  dz  =  0. 
Demnach  ist  d'^f  für  die  Werte  (2)  definit  und  negativ. 
Folglich  gehört  zu  dem  Wertsysteme  (2)  ein  Maximum  der 
Funktion  f. 

160.  Crrößte  und  kleinste  Entfernungen  zwischen 
zwei  Punkten,  die  auf  zwei  gegebenen  Kurven  liegen. 
Es  seien  im  Räume  zwei  Punkte  M  und  M'  mit  den  Koordi- 
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naten  x,  y,  z  und  x\  y,  /  auf  zwei  gegebenen  Kurven  ge- 
legen, so  daß  etwa  y  und  z  gegebene  Funktionen  von  x  sind 
und  ebenso  y  und  z  gegebene  Funktionen  von  x})  Das 
Quadrat  der  Entfernung  MM'  ist: 

(1)  F  =  (^  -  xf  +{y-  yj  +  (5  -  zj, 

also  eine  zusammengesetzte  Funktion  von  x  und  x  allein,  da 
2/,  z  Funktionen  von  x  sind  und  y,  z  Funktionen  von  x.  Wir 
suchen  die  Extremwerte  von  V.     Es  kommt: 


(2) 
ferner 

(3) 


d'^V       .     .    (dyY  ,    (dz\^  .    f  ,.d^y^,  ^  d^z 


1  a^F 

2 

/  ~        \  dx  dx~^  dx  dx)  ' 


2   dxdx 

, Y  a^-  =  1  +  [dx')  +  U^V  -  (^  -  2/  )^2  -  (^  -  ^ )  ^^. ' 

Die  ersten  Bedingungen  für  ein  Maximum  oder  Minimum 
sind  also  nach  (2)-}) 


(4) 


i(x-^')+(2/-2/')'i+(^-/);'^=o, 


Dies  ist  ein  System  von  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  X  und  x\  denn  y  und  <£;  sind  ja  gegebene  Funktionen  von  x 
und  ebenso  y  und  <2f'  gegebene  Funktionen  von  x.  Wird  für 
ein  Wertepaar  x,  x ,  das  diesen  Gleichungen  genügt,  der 
Ausdruck: 

(5)  |ii|!J_(/j:y>o, 

^   ^  cx^  ex  2        \oxox  1  ' 

so  hat  MM'  einen  Extremwert  und  zwar  ein  Maximum,  wenn 

c^V'.cX^K^   ist,   und  ein   Minimum,   wenn  c^y\dx^>^   ist. 


1)  Wir  werden  im  9.  Kapitel  ausführlich  über  Raumkurven  sprechen. 

2)  Wie  Nr.  252  zeigen  wird,  besagen  die  Forderungen  (4),  daß  die 
Gerade  MM'  zur  Tangente  der  ersten  Kurve  in  M  und  zur  Tangente 
der  zweiten  Kurve  in  M'  senkrecht  sein  muß, 
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nach  Satz  3  in  Nr.  154.  Wird  der  Ausdruck  (5)  dagegen 
negativ,  so  entspricht  dem  gefundenen  Wertepaare  x^  x  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum.  Wird  er  gleich  Null,  so 
bleibt  die  Frage  unentschieden. 

161.  Kleinste  Entfernung  zwischen  zwei  Punkten 
auf  zwei  gegebenen  Geraden.  Sind  die  beiden  Kurven, 
die  wir  uns  in  Nr.  160  gegeben  dachten,  zwei  Geraden  im 
Räume,  so  sind  ij  und  z  lineare  ganze  Funktionen  von  x  und 
ebenso  y  und  z  lineare  ganze  Funktionen  von  x.  Es  sei  also: 
y  =  lx  -^  ß,     z  =cx  +r; 


\y  =hx  -^  ß,  z  =cx  +  y 
Alsdann  wird  dy:dx  =  bj  dz'.dx  =  c,  dy  :  dx  =  &',  dz  :  dx  =  c, 
während  die  zweiten  Ableitungen  von  y  und  z  nach  x  und  von 
y  und  z  nach  x  gleich  Null  sind.  Berechnen  wir  die  Werte 
(3)  in  Nr.  160  und  setzen  wir  sie  in  (5)  ein,  so  kommt: 

Die  Bedingung  (5)  wird  daher  erfüllt,  wenn  nicht  h  =  h' 
und  c  =  c  ist,  d.  h.  wenn  die  leiden  gegebenen  Geraden  ein- 
ander nicht  parallel  sind.  Außerdem  wird  dann  c'^V:dx^  = 
2  (1  +  ?)^  +  c^)  >  0 ,  so  daß  ein  3Iinimum  eintritt.  Die  Be- 
dingungen (4)  sind  hier: 

(x  -  x)  Jr{y-y')h  +  {z-  z)c  =  0, 
{x  -  x)  +  {y  -  y')h'^{z  -/)c=0. 
Hiernach  ist 

(2)  x  —  x=}c(hc—c'b'),  y  —  y'  =  li{c  —  c),  z  —  z=  —  'k(h  —  h') 
zu  setzen,  wo  k  noch  zu  bestimmen  ist.  Zunächst  folgt  hieraus 
für  das  Quadrat  der  kürzesten  Entfernung: 

V  =  h^  [{h  -  hj  +  (c  -  cj  +(hc  -  chy] . 
Um    Tc   zu    bestimmen,   setzen   wir    die  Werte  (1)    in  (2)    ein. 
Alsdann  gehen  drei  in  ic,  x\  Je  lineare  Gleichungen  hervor,  aus 
denen  sich  ergibt: 


Also  ist 


i,_(ß-ß^){c-c)-(Y-/)ih-b') 
(5  _  &y  _|_  (^c  —  cy-{-  {bc-ch'Y  ' 

l(ß-ß^)^c-c)-{y-y)ib-b')y 
(6  —  by-{-  (c  —  0'+  {bc—  cb'Y 


[160,  161 


270  Kap.  VI.     Theorie  der  Maxima  und  Minima. 

das  Quadrat  des  kürzesten  Abstaiides  zwischen  zwei  Punkten 
der  beiden  Geraden  (1).  Das  Verschwinden  des  Zählers  von  V 
ist  die  Bedingung  dafür,  daß  die  beiden  Geraden  (1)  einander 
schneiden. 

162.  Größte  und  kleinste  Entfernungen  eines 
Punktes  von  den  Funkten  einer  Fläche.  Es  seien  a,  b,  c 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  gegebenen  Punktes  F 
und  Xy  y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  M  einer  gegebenen 
Fläche.    Das  Quadrat  der  Entfernung  dieser  beiden  Punkte  ist 

V={x-af+(y-h-f+{z-cf. 
Weil  der  Punkt  M  oder  {x,  y,  z)  auf  einer  gegebenen  Fläche 
liegt,  so  ist  z  eine  gegebene  Funktion  von  x  und  y'^),  also  V 
eine  zusammengesetzte  Funktion  von  nur  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y.  Wir  verstehen  wie  in  Nr.  85  unter 
p,  q  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  z  nach  x 
und  y  und  unter  r,  s,  t  die  zweiter  Ordnung,  so  daß 

dz  =  pdx  +  qdy,    dp  =  rdx  -f  sdy,    dq  =-  sdx  +  tdy 
ist.     Nun  kommt 

^.V,=  (x-a)-{-p{z-c), 

i-iV..-^-\-f+r{z-c), 

iV^y-P^   +   s(Z-C), 

Mit  Benutzung  der  Abkürzungen 

B=(l+f)r-  -Ipqs  +  (1  +  f)  t , 
ergibt  sich: 

K^.x  n.-^Ä)  =  Ä(,-  cy+  B{z  -c)  +  c. 

Die  erste  notwendige  Bedingung  dV  =  0  des  Maximums  oder 
Minimums  von   V  gibt  nach  (1): 

(x  —  a)  -\-  p(z  —  c)  =  0  j 


(1) 


(2) 


(3). 


1)  Wir  werden  im   9.  und   10.  Kapitel   ausführlich    über   Flächen 
sprechen. 
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Diese  beiden  Gleicliungen  zusammen  mit  der  Gleichung  der 
Fläche  selbst  bestimmen  die  Koordinaten  Xy  y,  z  derjenigen 
Punkte  M  der  Fläche,  die  von  dem  gegebenen  Punkte  P  größte 
oder  kleinste  Entfernung  haben  können.^)  Ein  Maximum  oder 
Minimum  kann  nach  Satz  3,  Nr.  154,  überhaupt  nur  dann 
vorhanden  sein,  wenn 

(5)  A{z-cf-\-B{z-c)-\-  0>0 

ist.     Wir  bestimmen   nun   zunächst   eine  Größe   Z  derart,   daß 

(6)  A{^z  -  Zf  ^  Biz  -  Z)  -\-  G  =-  ^ 

wird.  Die  Wurzeln  Z  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  reell, 
denn  die  Diskriminante  der  Gleichung  ist  positiv,  nämlich 

=  a  +  f)  (1  +  r)  f<f  g  -  r;^  -  r+y^ 
+  (1  +  ir  +  <i')  (1  +  f)  (1  +  <i)  [,-;-p  -  r+yj- 

Sind  nun  z  und  z"  die  Wurzeln  Z  von  (6),  so  wird  die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  für  alle  Werte  von  Z  gleich 

A{z-Z){z"-Z), 

also  auch  für  Z  =  c,  und  folglich  wird,  wenn  man  für  A 
seinen  Wert  aus  (3)  einsetzt,  die  Bedingung  (5): 

(7)  (r^-6-2)(/-c)(/-c)^0. 

Bezeichnen  wir  mit  K  und  K'  diejenigen  beiden  Punkte^) 
der  Geraden  P3/,  deren  ^-Koordinaten  gleich  z  und  z"  sind, 
so  sagt  die  Bedingung  (7):  Wenn 

rt  -  s^  >  0 
ist,  darf  der  Punkt  P  nicht  zwischen  den  Punkten  X!  und  T^' 
gelegen  sein.     Dagegen  muß,  wenn 

ist,   der   Punkt  P  zwischen  K'  und  K'   liegen.     Fällt   P  mit 

1)  Wir  werden  in  Nr.  253  sehen:  Die  Bedingungen  (4'i  sagen  aus, 
daß  der  gegebene  Punkt  P  auf  der  Normale  liegen  muß,  die  der  ge- 
gebenen Fläche  im  gesuchten  Punkte  M  zukommt. 

2)  Aus  Nr.  317  kann  man  erkennen,  daß  K'  und  K"  die  beiden 
HauptJirümmungsmitielpunMe  des  Flächenpunktes  M  sind. 
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K'  oder  K"  zusammen,  so  bleibe  es  dahingestellt,  ob  ein 
Maximum  oder  Minimum  vorhanden  ist. 

Es  ist  noch  die  Entscheidung  über  das  Maximum  oder 
Minimum  zu  treffen.  Ist  die  Bedingung  (5)  erfüllt  und  der 
Fall  der  Gleichheit  ausgeschlossen,  ist  also  V^^V^y— V^y^- 0, 
so  hat  die  quadratische  Gleichung  für  u: 

Tceine  reelle  Lösung,  d.  h.,  wenn  wir  u  durch  g:^  ersetzen, 
folgt,  daß  die  Größe: 

für  kein  Wertepaar  p,  q  gleich  Null  ist,  außer  für  p  =  q  =  0, 
und  daher    dasselbe   Vorzeichen    wie    K.^  oder    V„„  hat.     Die 

XX  yy 

Summe  aller  drei  Größen  wird  nun: 

(1   +  <f)  K.-  Hpy.y+  (1   +P')yyy 

und  ist  daher  im  Falle  V^^  >  0  bzw.  <  0  ebenfalls  >  0  bzw. 
<  0,  so  daß  nach  Satz  3  in  Nr.  154  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum eintritt,  je  nachdem  diese  Summe  negativ  oder  positiv 
wird.  Wegen  der  Werte  (2)  und  (3)  ist  die  Summe  das  Doppelte 
von  jB(^  —  c)  +  2(7.  Also  tritt  ein  Maximum  oder  Minimum 
ein,  je  nachdem 

B{z-c)^2C<0     oder     >0 

wird.  Die  Gleichung  (6)  aber,  deren  Wurzeln  Z=z  und  Z  =  z" 
sind,  gibt: 

(8)  ^  =  _(^_/)-(^-/'),      §  =  (^-/)(^-/'), 
so  daß 

B(.-c)+2c=(:-=^+^£-i;)c 

wird.  Weil  C  nach  (3)  größer  als  Eins  ist,  so  folgt  also:  Es 
tritt  ein  Maximum  oder  Minimum  ein,  je  nachdem: 

(9)  «^  +  pf;<0     oder     >0 
^  •  z  —  z        z  —  z 

ist.  Die  zweite  Gleichung  (8)  lehrt  ferner  wegen  C  >  1  und 
A  =  rt  —  s^'.  Es  wird 

(10)  {z  -  z)  {z  -  z")  ^  0 ,    je  nachdem     rt-s^'^0     ist. 
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Nehmen  wir  nun  zunächst  )'t  —  s^  ^  0  an,  so  haben  ^  — / 
und  z  —  z"  dasselbe  Zeichen.  Außerdem  haben  dann  nach  i  7) 
auch  z  —c  und  z" — c  dasselbe  Zeichen,  indem  P  nicht  zwischen 
K'  und  K"  liegt.  Die  Punkte  P  und  M  liegen  also  nicht 
auf  der  Strecke  K' K"  selbst,  sondern  auf  ihren  Verlänoreruncren. 
Da  c,  Zj  z',  z"  die  Koordinaten  von  F,  Mj  K,  K"  sind,  so 
lehrt  (9),  daß  ein  Maximum  eintritt,  wenn  P  und  M  auf  den 
heiden  verschiedenen  Verlängerungen  der  Strecl'e  K K"  liegen^ 
dagegen  ein  3Iinimum,  wenn  sie  auf  derselben  Verlängerung 
dieser  StrecJxe  liegen. 

Nehmen  wir  zweitens  rt  —  s^  <iO  an,  so  haben  z  —  z 
und  z  —  z"  verschiedene  Zeichen,  nach  (10).  Außerdem  haben 
nach  (7)  auch  z  —  c  und  /'  —  c  verschiedene  Zeichen.  Soivohl 
P  als  auch  M  liegen  daher  jetzt  zwischen  K'  und  IC\  Die  in 
(9)  stehende  Summe  ist  hier  stets  positiv,  d.  h.  es  tritt  ein 
Minimum  ein. 

Ist  drittens  rt  —  s^=Oy  also  A  =  0,  so  reduziert  sich 
die  Bedingung  (5),  wenn  wir  wieder  vom  Falle  der  Gleichheit 
absehen,  auf 

B{z-c)-\-  C>0. 

Dann  wird  aber  auch,  da  C  >  1  ist,  JB(2  —  c)  +  2C'>0^  d.  h. 
dann  tritt  ein  Minimum  ein.  In  diesem  FaUe  hat  die  quadra- 
tische Gleichung  (6),  da  sie  sich  auf  eine  lineare  Gleichung 
reduziert,  nur  eine  Lösung  /,  so  daß  nur  ein  Punkt  IC  vor- 
handen ist.  (Den  anderen,  K^\  mag  man  sich  unendlich  fern 
auf  der  Geraden  P3I  denken.)  Es  wird  dann  B  (z  —  z)  -\-  C  =  0, 
also  B=  —  C:(z  —  z),  so  daß  die  Bedingung  (5)  hier,  weil 
(7  >  1  ist,  lautet: 

'^>o. 

z — z 
Also  muß  P  auf  derselben  Seite  von  IC  liegen  ivie  M. 

Ist  endlich  für  den  Punkt  21  nicht  nur  J.  =  0,  sondern 
auch  B  =  Oj  so  wird  die  Bedingung  (5): 

C>0. 

Sie  ist  nach  (3)  immer  erfüllt.  Bei  dieser  Annahme  aber  hat 
man: 

rt-s-=0,     (1  Jrq')r-22Jqs+  (1  -^p')t  =  0. 
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Multipliziert  man  die  zweite  Gleichung  mit  r  und  subtrahiert 
Yon  ihr  das  (1  +  2^^)-fache  der  ersten,  so  kommt: 

r^  +  s^  -f  {rq  —  spf  =  0 , 
folglich  ,„0,  s  =  0,   <  =  0. 

Da  jetzt  V^^  nach  (2)  positiv  ist,  so  tritt  ein  Minimum  ein. 
In  dem  jetzigen  Falle  ist  keiner  der  beiden  Punkte  K'  und  K" 
vorhanden. 

163.  Ein  Ausnahmefall.  Bei  der  Untersuchung  der 
Maxima  und  Minima  betrachteten  wir  nur  solche  Stellen,  an 
denen  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  der  Funktionen 
stetig  waren.  Es  kann  sich  aber  auch  in  anderen  Fällen  ein 
Maximum  oder  Minimum  der  Funktion  ergeben,  z.  B.  an  einer 
solchen  Stelle,  an  der  jene  Ableitungen  gänzlich  unbestimmt 
werden.  Hierfür  diene  als  Beleg  die  Lösung  der  folgenden 
einfachen  geometrischen  Aufgabe: 

Es  soll  in  der  Ebene  eines  gegebenen 
Breieclcs  derjenige  PunM  bestimmt  werden, 
für  den  die  Summe  der  Entfernungen 
von  den  EckpunJden  des  DreiecJcs  ein 
Minimum  wird.     Siehe  Fig.  24. 

Die  Seite  AB  des  Dreieckes  ABC 
wählen  wir  zur  rr-Achse  und  die  dazu 
Senkrechte  durch  A  zur  «/-Achse.  Die 
Länge  der  Seite  AB  sei  c,  die  Koordinaten  des  Punktes  G 
seien  Xq,  2/0  ^^^  ^^®  ^^^  gesuchten  Punktes  M  seien  x,  y. 
Die  Funktion  von  x  und  ij,  deren  Minimum  gesucht  wird,  ist 
dann: 


y^^  +  2,2  +  /(a;  _  cf  +y^  +  V{x  -  x,y  +{y-  y,y, ' 
WO   alle  drei  Wurzeln   mit   dem  Pluszeichen  zu  nehmen  sind. 
Es  ist  geometrisch  einleuchtend,  daß  ein  Minimum  vorhanden 
sein  muß. 

Setzt  man  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  gleich 
Null,  so  hat  man  die  zwei  Gleichungen: 


yx' 
lß2,  163] 


^  -          Vx'  +  y'       Vix-cr-^y'       y(^-x,r+{y-y,r 
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die  in  den  laufenden  Koordinaten  x^  y  ^wei  Kurven  darstellen, 
deren  Schnitt  den  gesuchten  Punkt  M  liefert.  An  Stelle  dieser 
Kurven  kann  man  aber  zwei  andere  einfachere  setzen..  Zu  dem 
Zwecke  bezeichnen  wir  mit  cp,  %,  ^  die  Winkel,  die  von  AM, 
BM,  CM  mit  der  positiven  Abszissenachse  gebildet  werden. 
Jeder  dieser  Winkel  ist  zu  betrachten  als  erzeugt  durch  einen 
Strahl,  der  zunächst  parallel  zur  positiven  ^-Achse  durch  den 
Punkt  A  oder  B  oder  C  gelegt  ist  und  sich  dann  um  A  oder 
B  oder  C  nach  der  positiven  Ordinatenachse  hin  soweit  dreht, 
bis  er  durch  M  geht.     Es  kommt: 

cos  (p  =  — ,  sm  qp  —        "^ 


x  —  c  .  y 

cos  X  =  ,  sm  ;^  — 


y  —  yo 


cos  ip  =  —  ,    sm  ib  =    , 

y(x-x,r-\-{y-y,r  YJco-a-.y^iy-y.y 

Die  Wurzeln  sind  sämtlich  positiv.  Wenn  nun  ein  Punkt 
(x,  y)  existiert,  der  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  befriedigt, 
so  bestehen  also  für  ihn  die  Gleichungen: 

cos  (p  +  cos  %  +  cos  1^  =  0 , 

sin  ^  +  sin  %-\-  sin  i^  =  0 
oder 

cos  (f  +  cos  %  =  —  cos  il) ,     sin  (p  -\-  sin  ;t  =  —  sin  ^ . 

Quadriert  man  diese  Gleichungen  und  addiert  dann,   so  folgt: 

(cos  (p  -\-  cos  xf  +  (sin  (p  +  sin  %f  =  1 
oder 

cos(;K-^)  =  -i- 
Also  ist  X  —  (p  =  ^  AMB  =  120^.  Ebenso  ergibt  sich 
^BMC=120\  ^CMA  =  12Q''.  Hieraus  folgt,  daß  der 
Punkt  M  der  Durchschnitt  von  drei  Kreissegmenten  ist,  von 
denen  jedes  über  einer  Dreiecksseite,  einen  Winkel  von  120° 
fassend,  beschrieben  ist.  Die  Kreise,  die  zu  zweien  dieser 
Segmente  gehören,  können  also  an  die  Stelle  der  durch  die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  dargestellten  Kurven  treten.  Damit 
sich  aber  diese  drei  Kreise  wirklich  schneiden,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  alle  Winkel  des  Dreieckes  kleiner  als 
120^  sind. 
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Ist  in  dem  Dreiecke  ein  Winkel  größer  als  120^,  so  liefern 
also  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  keine  Bestimmung  des  Mini- 
mums^ obgleich  es  sicher  vorhanden  ist.  Die  linken  Seiten 
dieser  Gleichungen  sind  aber  nicht  mehr  bestimmt/  wenn  man 
X  und  y  durch  die  Koordinaten  einer  Dreiecksecke  ersetzt; 
folglich  kann  dann  der  gesuchte  Punkt  nur  ein  Eckpunkt  sein. 
Dies  wollen  wir  jetzt  auch  analytisch  beweisen,  indem  wir 
andere  Koordinaten  einführen. 

Wir  benutzen  Polarkoordinaten  für  Jf,  nämlich  den  Winkel 
(p  von  AM  mit  der  positiven  ic- Achse  und  den  Radiusvektor 
Q  =  AM.  Ist  AC  =  h  und  ^BAC  =  a,  so  ist  alsdann  die 
Summe   der  Entfernungen   des  Punktes  M  von  A,   B  und  C: 

S  =  Q  -{-  ]/c^+  Q^—  2cQ  cos  (p  +  y6^+  Q^—  2hQ  cos  (a  —cp), 

wo  Q  stets  positiv  ist  und  auch  die  Wurzeln  positiv  zu  nehmen 
sind.  Wie  nahe  auch  31  bei  A  liegen  mag,  der  Winkel  qp 
kann  dabei  noch  ganz  beliebige  Werte  haben.  Liegt  M  in  A, 
so  ist  ^  =  0.  Also  haben  wir  zu  untersuchen,  ob  diese  Funk- 
tion S  für  Q  =  0  in  der  Tat  ein  Minimum  hat  und  zwar  für 
alle  Werte  von  cp.  Es  liegt  also  die  Aufgabe  vor,  zu  unter- 
suchen, ob  eine  Funktion  S  von  einer  einzigen  Veränderlichen  q, 
die  stets  positiv  ist,  für  p  =  0  ein  Grenzminimum  hat  (vgl. 
Nr.  148),  wobei  die  Funktion  noch  eine  willkürlich  wählbare 
Größe  (p  enthält.     Es  kommt: 

dS        -,     ,  Q  —  C  cos  qp  Q  —  &  cos  (a  —  cp) 

TZ  "^^  -'•  T"  _  /-  ^    ■  — X       r  ~r 


dQ  |/c^-f-()^  — 2c(>cos(p        |/62-|_p2_2  6(.cos(a  —  (j))' 

also  für  Q  =  0: 

-r— I        =  1  —  cos  (p  —  cos  (a  —  qp)  =  1  —  2  cos  -\  a  cos  (4-  a  —  g?) . 

Ist  a  kleiner  als   120^,  so  wird  2  cos  \ol  größer  als  Eins.    Der 
Winkel  g?  kann  dann  so  gewählt  werden,  daß  entweder 

cos  {\a  —  op)  < 7—     oder     cos  (.Va  —  op)  >  „  ^^   . 

\L  ^j        2co8^a  ^^  T/  --    2cos-|^a 

wird,  d.  h.  daß  dSidg  für  ^  =  0  entweder  positiv  oder  negativ 
ist,  S  also   von   demjenigen  Werte   an,   den   es   für  q  =  0  hat, 
mit  wachsendem   cp  entweder   zu-   oder  abnimmt,   so   daß  dann 
für  ^  =  0  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  vorliegt. 
163] 
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Ist  jedoch  a  größer  als  120^,  so  wird  2  cos  -|-  a  kleiner 
als  Eins,  also  auch,  da  cos  (^a  —  (p)  Eins  nicht  übersteigt, 
dS :  dQ  für  q  =  0  stets  positiv,  wie  auch  (p  gewählt  sein  mag. 
Dann  liegt  also  für  q  =  0  tatsächlich  ein  Minimum  vor. 

Ist  a  gerade  gleich  120^,  so  gibt  es  zwar  Winkel  (p,  für 
die  dS :  dQ  im  Falle  q  =  0  gerade  gleich  Null  ist,  aber  keine 
Winkel  (p,  für  die  es  negativ  wäre.  Es  gibt  dann  zwar  in 
der  Umgebung  von  A  Stellen  M,  für  die  S  denselben  Wert 
hat,  wie  an  der  Stelle  A  selbst,  dagegen  keine,  für  die  5  dort 
kleiner  wäre  als  an  der  Stelle  A. 

164.  Extremwerte  einer  uueutwickelten  Funktion 
von  mehreren  Veränderlichen.  Es  mögen  m  Gleichungen 
zwischen  m  +  ^  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^^,  y^,  y^,  -  -  -  y^^ 
vorliegen : 

(1)       t\  (^1,  ^2.  •  •  •  ^ny  yu  y^,--  y,n)  =  ö      (/c  =  1,  2,  .  .  .  m). 

Die  Funktionen  f^,  f^,  •  •  -  fm  seien  voneinander  unabhängig 
hinsichtlich  y^,  y^,  ■  ■  ■  ymy  ^-  ^'  ^s  sei  die  Funktionaldeter- 
minante 

/i  /;  •  •  •  /; 


(; 


+  0, 


vgl.  Satz  4,  Nr.  80.  Setzen  wir  ferner  voraus,  daß  die  Forde- 
rung ^  in  Nr.  77  erfüllt  sei,  so  definieren  die  Gleichungen  (1) 
nach  Satz  3  in  Nr.  79  die  Größen  y^,  y^y  -  •  ■  Vm  ^^^  Funktionen 
der  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^^  mit  stetigen 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  innerhalb  eines  gewissen 
Variabilitätsbereiches  von  x^,  x^,  .  .  .  x^.  Wir  stellen  uns  als- 
dann die  Aufgabe,  diejenigen  Werte  von  x^,  x^,  .  .  .  x^^  zu  fin- 
den, für  die  irgend  eine  der  m  Funktionen  y^,  y^,  -  -  •  ymj  z.  B. 
y-j  ein  Maximum  oder  Minimum  haben  kann,  indem  wir  nach 
Satz  2   in   Nr.   153   verlangen,    daß   für   die    gesuchten   Werte 

/VI  /VI  /y» 

*A^i    •         lV  0   •      •       •       •      tX/-, 


P?  =  ö'     ^  =  0,    .-.    ^=-0     oder     dy,  =  0 
werde.     Nach  (1)  ist 

(Ä-  =  1,  2, .  .  .  m). 
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Diese  m  Gleichungen  sind  nach  dy^,  dy^,  •  .  .  dy^^  auflösbar^ 
da  die  Determinante  A  H=  ö  ist.     Insbesondere  ergeben  sie 

WO  A^  diejenige  Determinante  bedeutet,  die  aus  der  Deter- 
minante A  hervorgeht,  wenn  darin  die  m  Glieder 

durch  die  m  Größen 

1^  dx.^-"  +  ^^-  dx„,     ,     ^4^dx,  +  -"-\-^fi^dx^ 

ersetzt  werden.  Es  ist  also  A^  linear  und  homogen  in  dx^y 
dx^,  .  .  .  dx^.  Nun  muß  dy.  für  das  gesuchte  Wertsystem 
x^y  x^,  .  .  .  x^  und  für  alle  Werte  der  unabhängigen  Differentiale 
dx^y  dx^j  • . .  dx^  gleich  Null  sein.  Also  sind  die  n  Koeffizienten 
von  dx^y  dx^j  .  .  .  dx^  in  A^.  einzeln  gleich  Null  zu  setzen.  So 
gehen  n  Bedingungen  hervor,  die  zusammen  mit  den  m  ge- 
gebenen Gleichungen  (1)  gerade  n  -\-  m  Gleichungen  in  x^, 
^2?  •  •  •  ^«7  Viy  y^i  '  •  'Vm  ausmachen,  aus  denen  die  gesuchten 
Werte  von  x^^  x^,  .  .  .  x^  zu  bestimmen  sind. 

Ob  aber  für  ein  solches  Wertsystem  x^,  x<^y  .  .  .  XJ^  wirklich 
ein  Maximum  oder  Minimum  von  y^  eintritt,  steht  noch  dahin. 

165.  Nebenbedingungeu.  Die  letzte  Betrachtung  um- 
faßt auch  folgenden  Fall:  Es  sei  u  =  F{x^y  x^,  .  .  .  x^  eine 
gegebene  entwickelte  Funktion  der  n  Veränderlichen  x^,  x^,-  --X^, 
die  ihrerseits  nicht  voneinander  unabhängig,  sondern  etwa  r 
(<  n)  voneinander  unabhängigen  Bedingungen: 

(1)  (p^ix^,  x^, .  .  .  x^}  ==  0  {h=l,2,...r) 

unterworfen  seien.  Die  Frage  ist,  für  welche  erlaubte  Werte 
von  x^j  x^,,..  x^  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Funktion  F 
möglich  ist.  Es  liegen  insgesamt  r  -f  1  voneinander  unab- 
hängige Gleichungen 

(2)  9i  =  0,    9),  =  0,    ...   9.,=  0,    u-F=0 

in  den  n  -\-  1  Veränderlichen  x^j  x^,  .  .  .x^  und  u  vor,  also 
gerade  so  wie  in  voriger  Nummer  m  Gleichungen  in  m  +  *^ 
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Yeränderliclieii  x^,  x^,  .  .  .  x„y  y^,  V^y  •  •  -Vm-  ^i®  definieren 
r  +  i  der  Veränderlichen  —  darunter  u  —  als  Funktionen  der 
übrigen.  Gefragt  wird  nach,  den  Extremwerten  von  u.  Wir 
können  mithin  das  Verfahren  der  vorigen  Nummer  anwenden, 
wollen  es  aber  hier  in  eine  etwas  andere  Form  bringen. 

Da  du  =  0  sein  soll,  so  geben  die  r  -\-  1  Gleichungen  (2) 
die  r  +  1  Bedingungen: 

dF  j       ,    cF  j      ,  ,    cF  ^  .^ 

^—  dx.-\-  ^~  dx^-\ ho—  dx^  =  0. 

Aus  ihnen  müssen,  weil  nur  n  —  r  Veränderliche  voneinander 
unabhängig  sind,  also  auch  r  der  Differentiale  von  den  übrigen 
abhängen,  insgesamt  r  der  Differentiale  dx^,  .  .  .  dx^  eliminiei-t 
werden.  Die  verbleibende  Gleichung  soll  alsdann  für  alle 
Werte  der  übrig  gebliebenen  n  —  r  Differentiale  bestehen. 
Mithin  müssen  sämtliche  Koeffizienten  der  Differentiale  in 
dieser  einen  Gleichung  gleich  Null  gesetzt  werden,  wodui'ch 
die  n  —  r  Bedingungen  der  Lösung  hervorgehen. 

Um  etwas  Bestimmtes  ins  Auge  zu  fassen,  nehmen  wir 
an,  9i,  g^2;  •  •  •  ^^r  seien  etwa  hinsichtlich  x^,  x^,  .  .  .  x^,  vonein- 
ander unabhängig,  d.  h.  nach  Satz  4,  Nr.  80,  sei  die  Funk- 
tionaldeterminante : 


(jPi     9P2  •  •  •  ^r\ 

x^      X^  .  .  .  X^J 


+  0 


Alsdann  lassen  sich  dx^,  dx^,  .  .  .  dx^  aus  den  r  ersten  Glei- 
chungen (3)  berechnen  und  in  die  letzte  Gleichung  einsetzen, 
wodurch  dx^j  dx^,  ...dXj.  eliminiert  werden.  Das  Eliminations- 
verfahren können  wir  uns  so  ausgeführt  denken:  Wir  multi- 
plizieren die  r  ersten  Gleichungen  (3)  mit  Faktoren  Aj ,  A^ , . . .  A^ 
und  addieren  sie  dann  zur  letzten  Gleichung  (3).  Dabei  können 
wir  uns  die  Größen  A^,  A2,  .  .  .  A^  so  gewählt  denken,  daß  dx^, 
dx^y  .  .  .  dx^  in  der  hervorgehenden  Gleichung  fehlen.  Weil 
nun  aber  die  Koeffizienten  von  <?a.V+i?  ^^r+2?  •  •  •  ^^n  ^^  ^®^ 
hervorgehenden  Gleichung  gleich  Null  gesetzt  werden  sollen, 
so  müssen  nicht  nur  die  Koeffizienten  von  dx^j  dx^,  .  .  .  dx^j 
sondern  die  aller  n  Differentiale  dx^,  dx^y...dxJ^  in  der  durch 
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jene  Addition   aus   (3)   hervorgehenden  Gleichung   gleich   Null 
gesetzt  werden.     Mithin  ergeben  sich  die  n  Bedingungen: 

Wenn  man  aus  ihnen  die  r  unbekannten  Größen  /j, 
Ag,  .  .  .  A^  eliminiert,  so  gehen  die  Bedingungen  hervor,  die 
zwischen  x^,  x^,  .  .  •  x^  bestehen  müssen  für  solche  Stellen, 
wo  die  vorgelegte  Funktion  F  ein  Maximum  oder  Minimum 
haben  hann. 

Durch  die  Anwendung  der  Faktoren  Aj,  Ag,  .  .  .  A^  ist  die 
Elimination  symmetrisch  geworden,  denn  in  den  Gleichungen 
(4)  sind  jetzt  die  r  Veränderlichen  x^,  x^,  .  .  .  x^  nicht  mehr 
gegenüber  den  n  —  r  anderen  bevorzugt.  Dieselben  Gleichungen 
gehen  also  auch  hervor,  wenn  cpi,  (P27  •  •  ffr  nicht  gerade  hin- 
sichtlich x^,  X2,  -.-X^y  sondern  hinsichtlich  irgend  welcher  r  der 
n  Veränderlichen  x^,  x^,  .. .  x^  voneinander  unabhängig  sind. 

166.  Andere  Formulierung  der  Aufgabe  mit  Neben- 
bedingungen.  Die  soeben  gegebene  Behandlung  des  Problems 
hat  noch  ein  anderes  Interesse: 

Stellen  wir  uns  einmal  vor,  es  sei  die  Funktion 

f^F-\-  AjqPi  +  Agg^s  -f  •  •  •  -\-  K^r 
von  n-\-r  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^y-x^,  X^,  ?.2,'--K 
gegeben,  in  der  F,  q)^,  (p2,  ■  -  ■  fpr  "^^n  den  r  Veränderlichen 
Aj,  Ag,  .  .  .  A^  frei  sind.  Alsdann  fragen  wir,  für  welche  Wert- 
systeme der  n  +  r  Veränderlichen  die  Funktion  F  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  haben  kann.  Nach  Satz  2  in  Nr.  153 
ist  einzeln  zu  fordern: 

IL^o,     1^  =  0,  ■  ■  •  ^  =  0, 

dx^  '        dx^  '  cx^  ^ 

dK~^'       dl,       ^'         dl,,      ^' 

Die   ersten  n   Gleichungen    sind    gerade    die    Bedingungen   (4) 
der  vorigen  Nummer  und   die   letzten   r  Gleichungen  sind  die 
in     voriger    Nummer    vorausgesetzten    Bedingungen    cpi  =  0, 
cp^  =  0,  ■  '  •  (pj.  =  0.     Mithin  ergibt  sich: 
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Satz  7:  Liegt  eine  Funktion  F{x^,  x^, .  .  .  x^)  von  n  Ver- 
änderlichen x^y  x^,  .  .  .  Xj^  vor  und  bestehen  zwischen  den  Ver- 
änderlichen r  (<  n)  Bedingungen: 

^1  =  0,    ^2  =  0,  •  •  •  g'r  =  0, 

so  findet  man  diejenigen  Werte  der  Veränderlichen,  für  die  F 
ein  Maximum  oder  Minimum  haben  kann,  genau  so,  als  ob  die 
Aufgabe  vorläge,  diejenigen  Werte  der  n-\-r  voneinander  un- 
abhängigen Veränderlichen  x^,  x^,...x^,  X^,  A^^.-.A^  zu  finden^ 
für  die  die  FunJction 

F  i-  Xj^q)^  +  X,(p^  A h  K9^r 

von  x^,  x^y .  .  .  x^,  X^,  ^2,  .  .  .  X^  ein  Maximum  oder  Minimum 
haben  kann. 

In  manchen  Fällen  ist  es  jedoch  zweckmäßiger^  die  Funk- 
tion F  von  vornherein  als  entwickelte,  aber  zusammengesetzte 
Funktion  von  nur  n  —  r  Veränderlichen  aufzufassen,  indem 
man  die  übrigen  r  Veränderlichen  als  Funktionen  von  jenen 
betrachtet.     So  verfuhren  wir  z.  B.  in  Nr.  160 — 163. 
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Siebentes  Kapitel. 
Theorie  der  ebenen  Kurven. 


§  1.    Kurve,  Tangenten  und  Normalen. 

167.  Über  den  Begriff  der  Kurve.  Unter  einer  ebenen 
Kurve  verstehen  vrir  den  Inbegriff  aller  Bildpunkte  {x,  y)  einer 
Funktion  y  =  f{x)y  die  in  einem  Yariabilitätsbereiche  der  Ver- 
änderlichen X  überall  stetig  ist  und  überall  eine  bestimmte 
endliche  Ableitung  f  (x)  hat.  Gelegentlich  vrerden  wir  diese 
Definition  zweckmäßig  abändern. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gehört  zu  jedem 
Werte  von  x  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  ein  Kurven- 
punkt (Xj  y),  ferner  bilden  aUe  Kurvenpunkte  wegen  der  Stetig- 
keit von  f{x)  eine  lückenlose  Kette,  und  drittens  hat  die  Ge- 
rade, die  durch  einen  bestimmt  gewählten  Kurvenpunkt  Mq 
und  einen  anderen  Kurvenpunkt  M  geht,  eine  Grenzlage,  wenn 
die  Abszisse  x  von  M  in  die  Abszisse  x^  von  M^  übergeht. 
Diese  Grenzlage  ist  die  Tangente  des  Kurvenpunktes  Mq^  vgl. 
Nr.  27  und  32. 

Es  gibt  Funktionen  y  =  f{x),  die  in  einem  Variabilitäts- 
bereiche überall  stetig  sind  und  doch  nirgends  eine  bestimmte 
endliche  Ableitung  haben.  Ihre  Bildpunkte  (x,  y)  bilden  also 
zwar  lückenlose  Ketten,  diese  haben  jedoch  nirgends  Tangenten, 
weshalb  wir  sie  auch  nicht  als  Kurven  bezeichnen. 

Wir  werden  in  der  Folge  öfters  kurz  sagen,  eine  Funktion 
f(x)  sei  in  einem  Bereiche  differensierhar ,  sobald  sie  dort 
überall  eine  bestimmte  endliche  Ableitung  hat.  Benutzen  wir 
diese  Ausdrucksweise,  so  fassen  wir  das  Gesagte  so  zusammen: 
Wir  müssen  von  Funktionen  y  =  f(x)j  die  wirklich  solche 
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Bilder  haben  sollen,  die  man  Kurven  zu  nennen  pflegt^  nicht 
nur  Stetiglceit,  sondern  auch  DifferensierharTceit  verlangen. 

168.  Analytische  Darstellung  einer  ebenen  Kurve. 

Ist  f{x)  eine  innerhalb  des  Intervalles  a  <Cx  <h  stetige  und 
differenzierhare  Funktion,  so  stellt  die  Gleichung 

(1)  y  =  f{^) 

analytisch  eine  Kurve  dar,  besser  gesagt,  einen  Kurvenziceigy 
denn  es  kann  sehr  wohl  sein,  daß  verschiedene  Teile  einer 
geometrisch  definierten  Kurve  durch  verschiedene  Funktionen 
analytisch  ausgedrückt  werden.  Jede  Gerade,  die  zur  y-Achse 
parallel  ist  und  deren  Abszisse  im  Intervalle  von  a  bis  h  liegt, 
hat  mit  diesem  Kurvenzweige  einen  und  nur  einen  Punkt  ge- 
mein.   Liegt  allgemeiner  eine  nicht  nach  y  aufgelöste  Gleichung 

(2)  F{x,  2/)  =  0 

vor,  die  y  als  stetige  und  differenzierbare  Funktion  von  x 
innerhalb  eines  Yariabilitätsbereiches  a  <^  x  <Ch  definiert,  so 
kann  sie  ebenfalls  zur  analytischen  Darstellung  eines  Kurven- 
zweiges benutzt  werden. 

Wir  können  auch,  wie  es  schon  in  Nr.  93  angedeutet 
wurde,  eine  Hilfsveränderliche  oder  einen  Farameter  t  heran- 
ziehen: Es  sei  nämlich  (p{f)  irgend  eine  solche  innerhalb  des 
Intervalles  «  <  ^  <  /3  stetige  und  differenzierbare  Funktion 
von  t,  die,  sobald  t  von  a  bis  ß  wächst,  alle  Werte  von  a 
bis  h  gerade  einmal  annimmt.  Alsdann  können  wir  in  (1) 
für  X  diese  Funktion  (p{f)  setzen;  variiert  nämlich  t  von  a 
bis  /3,  so  geht  x  =  cp{t)  von  a  bis  h,  und  infolge  von  (1)  wird: 
y  =  f((p(t)),  d.h.  eine  Funktion  ^(^),  die  in  dem  Bereiche 
a  <^t  <i  ß  stetig  und  differenzierbar  ist,  indem  ^'  =  f'{(p)  •  cp' 
ihre  Ableitung  ist.  Wir  kommen  so  zu  dieser  Darstellung 
einer  Kurve: 

(3)  x  =  cp{t),      y  =  ^{t), 

wo  (p  und  -4)  stetige  und  differenzierbare  Funktionen  von  t 
innerhalb  eines  Yariabilitätsbereiches  a<,t<^ß  bedeuten  sollen. 
Sind  umgekehrt  cp  und  -tl^  zwei  im  Intervalle  a  <it  <^  ß 
stetige  und  differenzierbare  Funktionen  von  t  und  nimmt  cp(t)j 
wenn  t  von  a  bis  ß  wächst,  alle  Werte  von  a  bis  h  gerade 
einmal  an,   so   ist  t  die  zu  x  =  q)(t)   inverse  Funktion  von  x 
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(vgl.  ISTr.  10)^  etwa  t=  ^(x),  die  alle  Werte  von  a  bis  ß  ge- 
rade einmal  annimmt,  wenn  x  alle  Werte  von  a  bis  h  durch- 
läuft. Sie  ist  stetig  und  differenzierbar,  wenn  wir  t  auf  ein 
solches  Intervall  beschränken,  in  dem  (p\t)  nirgends  ver- 
schwindet, vgl.  Satz  18  in  Nr.  37,  so  daß,  wenn  wir  t=  0(x) 
in  die  zweite  Gleichung  (3)  einsetzen,  eine  Darstellung  der 
Kurve  in  der  Form  y  =  ip{^{x))  hervorgeht,  die  sich  der 
ersten  Form  (1)  unterordnet.  Lassen  wir  auch  Stellen  zu,  an 
denen  cp\t)  =  0  wird,  so  sagen  wir  immer  noch,  daß  die  Glei- 
chungen (3)  eine  Kurve  (oder  einen  Kurvenzweig)  definieren. 
Jedoch  alsdann  kann  eine  Parallele  zur  Abszissenachse  diese 
Kurve  sehr  wohl  in  zwei  oder  noch  mehr  Punkten  treffen. 

169.  Crleichung  der  Tangente  und  Normale.  Ist 
eine  Kurve  in  der  Form  (1)  der  vorigen  Nummer  vorgelegt, 
so  bildet  die  Tangente  desjenigen  Kurvenpunktes  M,  dessen 
Abszisse  x  ist,  mit  der  ^- Achse  einen  gewissen  Winkel  r,  von 

dem  wir  zwar  schon  wissen,  daß  sein 
Tangens  den  Wert  f(x)  hat,  über 
dessen  scharfe  Definition  aber  hier 
noch  etwas  nachgetragen  werden  muß: 
Wir  denken  uns  die  Kurve  im  Sinne 
zunehmender  Abszissen  x  durchlaufen. 
Der  Tangente  geben  wir  dementspre- 
chend diejenige  positive  Richtung,  nach  der  ein  Punkt  auf  der 
Tangente  hinwandert,  wenn  seine  Abszisse  wächst,  siehe  Fig.  25. 
Alsdann  soll  r  der  Winkel  der  positiven  ic- Achse  und  posi- 
tiven Tangente  sein.  In  dem  Drehsinne  von  der  positiven 
ic- Achse  zur  positiven  ?/- Achse  hin  gemessen  ist  er  positiv, 
im  entgegengesetzten  Sinne  negativ,  so  daß  r  bis  auf  ganze 
Vielfache  von  27t  völlig  bestimmt  ist.  Man  kann,  wenn  man 
will,  dem  Tangentenwinkel  t  überhaupt  die  Beschränkung 
^  ^^  ^  t  <,  -\-  -\7C  auferlegen,  braucht  dies  aber  nicht  zu  tun. 
Man  sieht,  daß  cos  r  stets  positiv  ist,  weil  der  zwischen  der 
positiven  Achse  und  der  positiven  Tangente  gelegene  Winkel 
stets  spitz  ist.  Da  igr  =  f{x)  =  y  ist,  so  gelten  die  Formeln; 
y'  1 


Fig.  25. 


(1) 


sm  T  = 


cos  T  = 


yi+7"'  yi+2/' 

in  denen  die  Quadratwurzel  das  Pluszeichen  hat 
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Die  Senkrechte  zur  Tangente  durcli  den  Berührungspunkt 
M  heißt  die  Nonnale  der  Kurve  in  M  (vgl.  Nr.  40).  Ihr  geben 
wir  ebenfalls  einen  positiven  Sinn.  Wir  drehen  nämlich  die 
positive  Tangente  in  positivem  Sinne  (d.  h.  von  der  positiven 
^- Achse  zur  positiven  ^/-Achse  hin)  um  einen  rechten  Winkel 
um  31  herum^  wodurch  die  positive  Normale  hervorgehen  soll. 
Ist  V  der  Winkel,  den  die  positive  :r- Achse  beschreiben  muß, 
um  in  diese  Normale  überzugehen,  der  sogenannte  NormaJen- 
winJcel,  so  kommt  also: 

woraus  nach  (1)  folgt: 


(2)       sin  V  =  -^=z==z=r= ,     cos  v  =  ^^=1^== ,     tg  i/  , , 


,       cos  V  =       ,        ^=  ,        i^V  = ; 

wobei  die  Quadratwurzel  stets  positiv  zu  nehmen  ist. 

In  den  laufenden  Koordinaten  i,  t)  hat  die  Tangente  bzw. 
Normale  des  Punktes  {Xy  y)  der  Kurve 

die  Gleichung: 

(3)  i)  —  y  =  y\l-x)     bzw.     i  —  x^-y\\)  -y)  =  0. 

Hieraus   können  wir   sofort  ihre  Gleichungen  ableiten  für 
den  Fall,  daß  die  Kurve  durch  die  unaufgelöste  Gleichung 

F{x,y)  =  0 
gegeben    wird,    da   ja    dann    y  =  —  F^:  F    nach    Nr.  54    ist. 
Statt  (3)  kommt  also  für  die  Tangente  bzw.  Normale: 

(4)  F,{%-x)^F^{^-y)=^Q    bzw.    F^{i-x)  =  F,{^-y). 

Wenn  die  Kurve  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  in  der 
Form 

^  =  ^(f)y    y  =  t(t) 

gegeben  ist,  so  empfiehlt  es  sich,  auf  ihr  als  Fortschreitungssinn 
nicht  denjenigen  festzusetzen,  in  dem  die  Abszisse  x  wächst,  son- 
dern denjenigen,  in  dem  die  Hilfsveränderliche  t  ivächst.  Über- 
einstimmung zivischen  beiden  Annahmen  herrscht  alsdann,  so 
lange  cp\t)  >  0  ist;  an  einer  Stelle  jedoch,  wo  (p'(t)  <  0  ist, 
ist  die  neue  positive  Richtung  entgegen  der  oben  festgesetzten. 
In  der  Folge  wollen  wir  immer,  sobald  die  Kurve  mittels  einer 
Hilfsveränderlichen  t   dargestellt   wird,   die   auf  die  Kurve   be- 
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zügliclien  Formeln  nacli  dieser  neuen  Bestimmung  schreiben. 
Da  dx  :  dt  =  (p\  dy  :  dt  =-  ip'  ist,  wenn  die  Akzentstriche  die 
Differentiation  nacli  t  andeuten,  so  kommt  dy  :  dx  =  ifj'  :  (p\ 
An  Stelle  von  (1)  und  (2)  haben  wir  jetzt  die  Formeln: 

(o)      sm  t  =    ,—  ,     cos  r  =  —==== ,     ts  t  =  ^v , 

/ß\         •                      ^'                                    —  ''p'  J.  (f' 

(b)      sm  V  =    , - ,     cos  V  =     ^    ,     tffi'  =  —  -^, 

WO  die  Quadratwurzel  stets  positiv  zu  nehmen  ist.  Die  Glei- 
chungen der  Tangente  und  Normale  sind: 

(7)     il^\i-x)  =  (p\x)-y)     bzw.     (p\i-x)-^^'{i)-y)^0. 

170.  Länge  der  Taugeute,  Normale,  Subtaugeute 
uud  Subuormale.  Sind  T  und  N  die  Schnittpunkte  der 
Tangente  und  Normale  des  Kurvenpunktes  M  mit  der  ^^-Achse 
und  ißt  P  der  Fußpunkt  der  Ordinate  von  M  (siehe  Fig.  25 
auf  S.  284),  so  versteht  man  —  vgl.  Nr.  40  —  unter  den 
Längen  der  Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Subnormale 
die  Längen  der  Strecken  von  M  nach  T  und  nach  N  und  der 
Strecken  von  P  nach  T  und  nach  N,  Dabei  sollen  die  Strecken 
positiv  oder  negativ  gerechnet  werden,  je  nachdem  ihre  End- 
punkte auf  ihre  Anfangspunkte  M  bzw.  P  in  dem  positiven 
Sinne   der  Tangente  bzw.  Normale  folgen.     Hiernach  kommt: 

MT  =  ~  ^ ,     MN  =   -^  ,  PT  =  -  2/  ctg  T,  PN  =  y  tg  t. 

sin  r 7  cos  tr '  ^       &     ?  ^    o 

Wird  die  Kurve  im  Sinne  wachsender  x  durchlaufen,  so 
ergibt  sich  also  nach  (1)  in  voriger  Nummer: 

WO  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.    Wird  die  Kurve 

im  Sinne  wachsender  t  durchlaufen,  so  kommt  nach  (5)  in 
voriger  Nummer 


MT-     '^>^y'+^^'    jf^__tEVjt^'  pT=-^  PN 

WO  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist. 
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171.  Asymptoten.  Ist  y  =  f(x)  die  Kurvengleichung 
und  ist  der  Variabilitätsbereich  von  :r  bis  +  oo  oder  bis  —  oo 
erstreckt^  so  gebt  der  Kurvenzweig  ins  Unendlicbe.  Wir  de- 
finieren nun: 

Definition:  Eine  Gerade  heißt  eine  Asymptote  eines  sich 
bis  ins  unendliche  erstreckenden  Kurvenzweiges ,  tvenn  die  Ent- 
fernung eines  KurvenpunMes  M  von  der  Geraden  den  Grenzwert 
Nidl  hat,  sobald  der  Punkt  M  auf  dem  Kurvenztveige  ins  Un- 
endliche rückt. 

Ehe  wir  die  Bedingungen  für  das  Vorbandensein  einer  Asym- 
ptote der  Kurve  y  =  f{x)  für  lim  x  =  -\-  cx)  oder  lim  x  =  —  oo 
ableiten^  bemerken  wir,  daß  eine  solche  Asymptote  nicht  zur 
i/-Achse  parallel  sein  kann,  denn  die  Gerade  J  =  Ä  hat  vom 
Kurvenpunkte  M  oder  (x,  y)  die  Fntfernung  x  —  h,  dfe  nicht 
den  Grenzwert  Null  für  lim  a;  =  +  ^^  oder  =  —  oo  hat.  Aller- 
dings können  auch  zur  ?/-Achse  parallele  Asymptoten  auftreten, 
nämlich  wenn  f{x)  für  einen  endlichen  Wert  von  x  nach  -|-  oo 
oder  —  oo  strebt.  Jedoch  von  derartigen  Asymptoten  wollen 
wir  erst  nachher  sprechen. 

Die  Gleichung  einer  nicht  zur  «/-Achse  parallelen  Geraden 
läßt  sich  stets  in  der  nach  der  laufenden  Ordinate  t)  aufgelösten 
Form  schreiben: 

(1)  \)=gi-\-h. 

Der  Kurvenpunkt  {x,  y)  hat  von  ihr  den  Abstand: 

y  —  gx  —  h 

und  die  Gerade  (1)  wird  also  dann  und  nur  dann  eine  Asym- 
ptote, wenn: 

lim  {y  —  gx  —  h)  =  0 

X  —  'Xi 

ist.  Wir  schreiben  hierin  a;  =  oo,  worunter  x  =  -\-  <x>  oder 
:i;  =  —  oo  zu  verstehen  ist,  je  nachdem  der  Variabilitätsbereich 
von  f{x)  bis  +  oo  oder  —  oo  geht.  Die  Forderung  läßt  sich 
auch  so  schreiben: 

(2)  lim  {y  -  gx)  =  h, 

X=  CC 

Da  lim  x  =  +  oo  ist,  so  folgt  durch  Division  mit  x  um  so 
mehr: 
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Also  muß  zunächst: 

(3)  limf  =  <; 

sein.  Ist  dies  der  Fall,  d.  h.  hat  y  :  x  für  lim  x  =  oq  einen 
bestimmten  endlichen  Grenzwert  g^  so  setzen  wir  diesen  Grenz- 
wert für  g  in  (2)  ein;  dann  ist  also  noch  zu  fordern,  daß 
auch  y  —  gx  für  lim  x=oo  einen  bestimmten  endlichen  Grenz- 
wert h  habe.  Daher  kommt,  wenn  wir  fix)  statt  y  schreiben,  der 
Satz  1:  Erstreckt  sich  der  durch  y  ==  f{x)  definierte  Kurven- 
zweig ins  Unendliche,  indem  x  bis  +  oo  oder  bis  —  oo  gehen 
darf  so  hat  die  Kurve  für  diesen  Grenzivert  von  x  dann  und 
nur  dann  eine  Asymptote 

ij^gi+h, 
wenn  erstens  ein  bestimmter  endlicher  Grenzwert 

und  zweitens  ein  bestimmter  endlicher  Grenzivert 

lim  \f{x)  —  gx]  ==h 
für  diesen  Grenzivert  von  x  vorhanden  ist. 

Betrachten  wir  nun  die  Tangente  des  Kurvenpunktes  {x,  y). 
Sie  hat  nach  (3)  in  Nr.  169  die  Gleichung 

(4)  i)  =  y'ic-\-{y  -xy), 

und  wir  wollen  untersuchen,  was  für  eine  Grenzlage  der  Tan- 
gente zukommt,  wenn  x  bis  oo  geht.  Dabei  nehmen  wir  zu- 
nächst an,  daß  lim  y  oder  also  lim  f(x)  auch  unendlich  groß 
für  lim:r=oo  sei.  Alsdann  hat  der  Quotient  y:x  nach  Satz  27 
in  Nr.  130  notwendig  denselben  Grenzwert  wie  y:l,  falls 
dieser  vorhanden  ist.  Gibt  es  eine  Asymptote,  so  ist  daher 
wegen  (3) 

(5)  lim/  =  ^. 


Ferner  kommt  nach  (2) 


X 


h  =  lim  (y  —  gx)  =  lim  — - 

x=ao  x=  n 

X 
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Da  der  Zähler  des  letzten  Bruches  wegen  (3)  für  lim  x  =  oo 
den  Grenzwert  Null  und  der  Nenner  ebenfalls  diesen  Grenz- 
wert hat,  so  gibt  die  Anwendung  des  Satzes  25  in  Nr.  129, 
indem  man  Zähler  und  Nenner  je  für  sich  differenziert: 

(6)  Ä  =  lim  — ^-— —  =  lim  (y  -  xy) , 

falls  ein  solcher  Grenzwert  existiert.  Ist  es  der  Fall,  so  lehren 
die  Formeln  (5)  und  (6),  daß  die  Grenzlage  der  Tangente  (4) 
für  lim  X  =  oo  die  Gleichung 

hat.  Falls  also  der  Tangente  eine  Grenslage  zukommt^  ist  die 
Grenzlage  die  Asymptote. 

Dies  ist  auch  dann  noch  richtig,  wenn  y  oder  f{x)  nicht, 
wie  wir  soeben  annahmen,  für  lim  x  =  oo  unendlich  groß  wird, 
sondern  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  A  hat.  Denn 
in  diesem  Falle  unterwerfen  wir  zunächst  das  Achsenkreuz 
einer  Drehung  um  den  Nullpunkt  um  irgend  einen  spitzen 
positiven  Winkel  a.  Sind  x^j  y^  die  Koordinaten  des  Kurven- 
punktes (x,  y)  im  neuen  Achsenkreuze,  so  wird 

(7)  Xy^  =  X  cos  a  -\-  y  sin  a,     yi  =  —  ^  sin  a  -{-  y  cos  a. 
Also  kommt: 

lim  x^  ==  cos  a  •  lim x  -\-  sin  a  •  A, 

x  =  X  x—j: 

lim  y^=  —  sin  a  '  lim  x  -{■  cos  a  •  A. 

Da  cos  a  und  sin  cc  von  Null  verschieden  sind,  so  ist  jetzt 
sowohl  lim  a;^  —  (X)  als  auch  limt/j=oo,  so  daß  im  neuen 
Koordinatensysteme  der  zuerst  besprochene  Fall  vorliegt. 

ümgeliehrt,  wenn  die  Tangente  (4)  für  lim  x  =  oo  eine 
bestimmte  Grenzlage  \:^==gi-[-h  hat,  wenn  also  lim/  =  ^  und 
\Ym{y  —  xy)  =  h  für  lim^=  oo  ist,  so  ist  h  gleich  der  Differenz 
lim  y  —  lim  x  •  lim  y',  also  gleich  lim  y  —  g  lim  x  oder  gleich 
lim  {y  —  gx)y  also  die  Forderung  (2)  für  das  Vorhandensein 
einer  Asymptote  erfüllt. 

Wir  haben  demnach  gefunden: 
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Satz  2:  Wenn  sich  der  durch  y  =  f{x)  definierte  Kurven- 
zweig ins  Unendliche  erstrecld,  indem  x  entweder  his  +  oo  oder 
his  —  oo  gehen  darf,  während  y  dabei  entweder  ebenfalls  unend- 
lich wird  oder  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  annimmt, 
und  wenn  die  Tangente  des  Kurvenpunhtes  (Xy  y)  für  lim  x 
=  +  oo  bzw.  —  oo  eine  bestimmte  Grenzlage  hat,  so  ist  die  Grenz- 
lage der  Tangente  zugleich  eine  Asymptote. 

Es  kann  aber  vorkommen,  daß  die  Tangente  keine  be- 
stimmte Grenzlage  hat  und  doch  eine  Asymptote  vorhanden 
ist.  Z.  B.  sind  bei  der  Kurve  y  =  sin  x  :  x  für  lim  ic  =  +  oo 
die  Bedingungen  des  Satzes  1  erfüllt,  weil 

hm  -^^  =  lim       ,    =  0,     also     g  =  0 

a;  =  +  00    -^  X  =  +  cc    -^ 

und  daher 

lim  \f{x)  —  gx]  =  lim  =  0,     also     h  =  0 


ist,  so  daß  Ij  =  0  oder  also  die  Abszissenachse  eine  Asymptote 
ist   (übrigens   auch   für  lim  x  =  —  oo).      Nun   wird   hier  zwar 


aber 


T          ,         1 .        /cos  X       sin  x\        r. 
hm  y  =  hm   (-- -,~\  =  0, 


lim  iy  —  xy')  ==  —  lim  cos  x 


bleibt  unbestimmt,  weil  cos  x,  wie  groß  auch  x  werden  mag, 
immer  noch  alle  Werte  zwischen  —  1  und  +  1  annehmen  kann. 
Also  gibt  es  für  lim  x  =  -\-  <X)  keine  bestimmte  Grenzlage  der 
Tangente  (ebenso  wenig  für  lim  x  =  —  oo). 

Eine  Kurve  y^^fipc)  kann,  wie  wir  schon  vorweg  be- 
merkten, auch  eine  zur  «/-Achse  parallele  Asymptote  haben, 
wenn  nämlich  f{x)  für  einen  endlichen  Wert  x  =  a  den  Grenz- 
wert +  ^^  oder  —  oo  hat.  Wir  können  diesen  Fall  auf  den 
vorher  behandelten  zurückführen,  indem  wir  das  Achsenkreuz 
wie  oben  einer  Drehung  um  einen  spitzen  positiven  Winkel  a 
unterwerfen.     Denn  nach  (7)  ist  dann 

lim  x^  =  a  cos  a  -\-  sin  a  •  lim  ^  =  ±  oo, 

a Ä  a  x  =  a 

lim  2/i  =  —  a  sin  «  +  cos  a  •  lim  ?/  =  ±  oo, 

x—a  x=a 

SO  daß  sich  die  Kurve  für  lim  rr^  =  ±  oo  ins  Unendliche  erstreckt. 
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172.  Art  und  Ordnung^  der  Berührung  zwischen 
Kurve  und  Tangente.  Wir  betrachten  eine  bestimmte 
Stelle  M  oder  {x,  y)  der  Kurve  y  =  fix).  Es  sei  t  die  Tan- 
gente und  P  der  Fußpunkt  der  Ordinate  von  Mj  siehe  Fig.  26. 
Ferner  sei  der  z\x  x  -\-h  crehöriore  Kur- 
venpunkt  mit  M^  und  der  zugehörige 
Fußpunkt  mit  P^  bezeichnet,  so  daß 
FF^  den  Wert  h  hat.  Die  Ordinate 
von  M  ist  y  =  f{x),  die  von  M^  ist 
2/i=/'(^  +  ^)-  ßie  Tangente  t  treffe 
die  Gerade  F^M^  in  .A^  Der  Punkt  N^ 
der  Tangente  hat  dieselbe  Abszisse  x  -\- h  wie  der  Punkt  M^ 
der  Kurve,  seine  Ordinate  iq^  ist  aber  eine  andere.  Aus  der 
Gleichung  (3)  der  Tangente  in  Nr.  1G9,  worin  j:  =  :r  +  //.  und 
t)  =  7^i  zu  setzen  ist,  folgt  Vi  =  y  +  yh=f(x)  +  f\x)h,  so  daß 

(1)  Vi  -  Vi  =  f{^  +  /o  -  /' w  -  r  w  h 

die  Differenz  der  Ordinaten  von  M^  und  iV^  bedeutet.  Wenn 
nun  die  Funktion  /'  nebst  einer  Anzahl  von  Ableitungen  /', 
/*",  . . .  für  alle  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  von  x 
bis  X  +  h  bestimmte  endliche  Werte  hat,  so  können  wir 
f{x  +  h)  nach  Satz  19  in  Nr.  112  in  eine  begrenzte  Reihe 
mit  Restglied  nach  Potenzen  von  h  entwickeln.  Aus  (1)  folgt 
alsdann,  daß  sich  y^  —  i^^  so  darstellt : 

(2)  y, - n. = fi^ i;  +  /■'"(-)  1  +  -  +  f^--^\x) ^  +  B„,„ 

WO 

(3)  JJ,^,  =/•(«+.,  (^.  +  ö/0(^^ 

ist  und  0  einen  gewissen  positiven  echten  Bruch  bedeutet. 
Wir  haben  hierbei  vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  f  nebst 
allen  Ableitungen  bis  zur  {n  +  2)*«^  im  Intervalle  von  x  bis 
x-\-li  bestimmte  endliche  Werte  habe.  Die  Formel  (2)  lehrt, 
daß  lim  [y^  —  t/J  =  0  für  lim  A  =  0  ist,  was  ja  auch  geo- 
metrisch einleuchtet.  Sie  zeigt  aber  noch  mehr:  Um  sogleich 
den  denkbar  allgemeinsten  Fall  zu  besprechen,  wollen  wir  an- 
nehmen, daß  an  der  betrachteten  Stelle  x  unter  allen  Differential- 
(luotienten  von  f{x)  von  der  ziveiten  Ordnung  an  der  erste,  der 

19*  ^ly^g 
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nicht  gleich  Null  ist,  die  (n  +  1)'^  Ordnung  habe.    Es  sei  also 
an  der  betrachteten  Stelle: 

(4)  r{x)  =  0,    f'{x)  =  0,...f'^)(x)  =  0,  aber   f-^^)(x)=^0. 
Dann  gibt  (2): 

(5)  2/i-^i=r^"^^K^)(^  +  ^«^2. 
Hiernacli  und  nach  (3)  kommt: 

(6)  lin.^f  =  ö-)  +  0, 


d.h.  nach  Nr.  127:  Die  Ordinatendifferenz  2/i  ~ '^h  ^^*^  Kurve 
und  Tangente  verschivindet  mit  h  in  der  Ordnung  n  -\-  1. 

Das  Lot  von  M^  auf  die  Tangente  t  habe  den  Fuß- 
punkt Q^.  Ist  t  der  Winkel  der  Tangente  t  mit  der  posi- 
tiven a;- Achse,  gemessen  in  dem  in  Nr.  169  angegebenen 
Sinne,  so  kommt  nach   (1)   in  Nr.  169: 

(7)  Q,M,  =  N,M,cosT  =  ^^^, 

WO  die  Wurzel  positiv  genommen  werden  soll.  Wir  rechnen 
also  Öl -Ml  positiv,  wenn  Q-^  und  M^  so  aufeinander  folgen,  wie 
es  dem  positiven  Sinne  der  Normale  n  von  M  entspricht  (vgl. 
Nr.  169).     Nach  (6)  wird  nun: 

Also  verschwindet  der  Abstand  des  KurvenpunMes  M^  von  der 
Tangente  des  Punktes  M  mit  der  Abszissendifferens  h  von  M 
und  Jfi  in  der  Ordnung  n  -\-  1. 

Die  Zahl  n  heißt  die  Ordnung  der  Berührung  von  Kurve 
und  Tangente.  Für  beliebige  Werte  von  x  wird  sich  die  Vor- 
aussetzung (4)  auf  f\x)  =1=  0  reduzieren,  d.  h.  im  allgemeinen 
wird  n  =1,  also  die  Berührung  von  der  ersten  Ordnung  sein. 
Denn  sonst  müßte  ja  überall  f'{x)  =  0,  also  f{x)  =  konst. 
sein,  so  daß  die  Kurve  eine  gerade  Linie  wäre.  Daher  können 
Kurvenstellen,  an  denen  die  Berührung  von  höherer  als  erster 
Ordnung  ist,  nur  vereinzelt  auftreten. 
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Wenn  die  Berührung  von  >^*^'■  Ordnung  ist,  also  die  An- 
nahmen (4)  erfüllt  sind,  so  folgt  aus  (5)  wegen  des  Satzes  22 
in  Nr.  115,  daß,  wenn  |^|  him-eichend  klein  gewählt  wird,  die 
Differenz  yi  —  %  dasselbe  Vorzeichen  wie  /*("  +  ^)  (rr) /i"  +  ^  hat. 
Dies  Vorzeichen  ändert  sich  mit  dem  von  h,  sobald  fi  ge- 
rade ist,  dagegen  nicht,  sobald  n  ungerade  ist.  Im  ersten  Falle 
also  liegen  die  zu  M  benachbarten  Punkte  der  Kurve  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Tangente  von  M,  nämlich  die  vor  M 
liegenden  Punkte  auf  der  einen,  die  auf  31  folgenden  auf  der 
anderen  Seite  der  Tangente.  Im  zweiten  Falle  dagegen  liegen 
sie  sämtlich  auf  derselben  Seite  der  Tangente. 

Wir  haben  also  gefunden: 

Satß  3:  Wenn  eine  nicht  geradlinige  Kurve  y  =  f{x)  vor- 
liegt, so  wird  sie  von  der  Tangente  eines  PimMes  M  im  all- 
gemeinen in  erster  Ordnung  berührt,  d.  h.  diejenigen  Stellenf^Mj 
an  denen  die  Berührung  von  höherer  als  erster  Ordnung  ist, 
Jiönnen  nicht  einen  Ztveig  der  Kurve  vollständig  erfidlen.  Wird 
die  Kurve  von  der  Tangente  des  Punltes  M  oder  {x,  y)  in 
der  n^  Ordnung  berührt,  sind  also  für  den  betrachteten  Funkt 
f\x),  f'\x), .  .  .  f^'^'^ix)  gleich  Null,  ivährend  /■("  +  i)(a;)  +  0  ist, 
und  ist  die  Funktion  f{x)  nebst  allen  ihren  Ableitungen  bis  zur 
(n  +  2)'^"  Ordnung  bestimmt  und  endlich  in  der  Umgebung  des 
betrachteten  Wertes  x,  so  ivird  der  Abstand  jener  Tangente  von 
einem  Kurvenpunkt  M^ ,  dessen  Abszisse  x  -\-h  ist  und  in  der 
Umgebung  von  x  liegt,  mit  h  gleich  Ntdl  in  der  Ordnung  n-\-l. 
Die  Kurve  durchsetzt  die  Tangente  in  M,  ive^m 
die  Ordnung  n  der  Berührung  gerade  ist.  Andern- 
falls liegen  die  zu  M  hinreichetid  benachbarten 
Kurvenpunkte  sämtlich  auf  derselben  Seite  der 
Tangente  von  M.  Fig.  27. 

Ist  die  Ordnung  n  der  Berührung  gerade, 
so  verläuft  also  die  Kurve  in  der  Umgebung  der  SteUe  31  un- 
gefähr so,  wie  es  in  Fig.  27  dargestellt  wird.  Man  nennt 
solche  Stellen  der  Kurve  eigentliche  Wende-  oder  Inflexions- 
punkte.  Die  erste  notwendige  Bedingung  für  einen  solchen 
Punkt  ist  fXx)  =  0.  Wenn  f\x)  verschwindet,  aber  f"\x) 
nicht,  so  liegt  wirklich  ein  derartiger  Punkt  vor.  Ist  jedoch 
überdies    f"{x)  =  0,    so    liegt    keiner    vor,    wenn  f^'^{x)=^0 
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ist,  usw.  Man  sagt  nun  auch,  daß  die  Kurve  an  der  Stelle  x 
einen  Wendepmikt  hat,  sobald  nur  die  erste  Bedingung  f"{x)  =  Q 
erfüllt  wird.  Jedoch  ist  der  Punkt  dann  ein  uneigentlicher 
Wendepunkt,  wenn  f"(x)  =  0  und  /'i^(^)=j=0  oder  wenn 
r(x)  =  0,  /•iv(;r)  =  0,  r{x)  =  0  und  r^{x)  +  0  usw.  ist. 

173.  Konkavität  und  Konvexität  der  Kurve.    Man 
sagt,  daß  eine  Kurve  in  einem  ihrer  Punkte  ilf  einer  gegebenen 
Geraden  </,   die   nicht   durch  M  geht,   ihre   konkave  Seite   zu- 
wende,  wenn   sie  in  einer  hinreichend  kleinen  Umgebung  von 
M  vollständig  innerhalb  des  spitzen  Win- 
]^^        kels   verläuft,   den    die   Tangente   von  M 
mit  der  Geraden  g  bildet-,  verläuft  sie  da- 
p.    28  g^g^^    ^ort    vollständig   außerhalb   dieses 

spitzen  Winkels,  so  sagt  man,  daß  sie  der 
G^itoden  g  in  M  ihre  konvexe  Seite  zuwende,  siehe  Fig.  28,  in 
der  die  Kurve  in  M^  konkav,  in  M^  konvex  gegen  g  ist. 
Wir  wollen  feststellen,  unter  welchen  Bedingungen  die  Kurve 
y=f{x)  insbesondere  der  x- Achse  im  Punkte  M  oder  {x^y) 
die  eine  oder  andere  Seite  zuwendet. 

Zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  die 
Formel  (7)  der  vorigen  Nummer.  Wenn 
man  bedenkt,  in  welchem  Sinn  die  Tan- 
gente und  Normale  des  Punktes  M  nach 
Nr.  169  positiv  sind,  so  lehren  die  in 
Fig.  29  angegebenen  Möglichkeiten,  daß 
die  Kurve  der  iC-Achse  ihre  konvexe  Seite 
j<ijg  29  zuwendet,    wenn    Q^M^    im    Falle    j?/ >  0 

positiv  und  im  Falle  ?/  <  0  negativ  ist, 
wenn  also  ?/  •  (>i  Jfj  >  0  oder  y  {y^  —  ^i)  >  0  ist.  Machen  wir 
wieder  an  der  betrachteten  Stelle  die  Annahmen 

f  (^)  =  0 ,     r (x)  =  0,  ...  /-(") (^)  =  0 ,     aber     f^^  + 1) {x)  +  0, 

so  wendet  also  die  Kurve  nach  (5)  in  voriger  Nummer  und 
wegen  des  Satzes  22  in  Nr.  115  der  rr- Achse  ihre  konvexe 
Seite  zu,  sobald 

wird.  Natürlich  ist  dabei  ^4=0  anzunehmen.  Diese  Bedingung 
kann  im  Falle  einer  Berührung  von  gerader  Ordnung  nicht 
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zugleich  für  positive  und  negative  Werte  von  h  erfüllt  sein, 
was  ja  auch  geometrisch  einleuchtet.  Im  Falle  einer  Berüh- 
rung von  ungerader  Ordnung  ist  /i""""^  stets  positiv,  d.  h.: 

Satz  4:  Die  Kurve  y  =  f{x)  wendet  in  einem  nicht  auf 
der  X-Achse  gelegenen  Punkte  (x,  y)  dieser  Achse  nur  dann  ihre 
konvexe  oder  konkave  Seite  zu,  wenn  sie  von  ihrer  Tangente  dort 
in  ungerader  Ordnung  berührt  wird.  Ist  diese  Ordnung  gleich  n, 
so  ist  die  Kurve  in  hezug  auf  die  x- Achse  dort  konvex  oder 
konkav,  je  nachdem  yy^"'^^^  einen  positiven  oder  negativen  Wert  hat. 

Insbesondere : 

Satz  5:  Die  Kurve  y  =  f(x)  ist  an  einer  nicht  auf  der 
X-Achse  gelegenen  Stelle^  an  der  sie  von  ihrer  Tangente  in  der 
ersten  Ordnung  berührt  wird,  gegenüber  der  x -Achse  konvex  oder 
konkav,  je  nachdem  dort  yy"  einen  positiven  oder  negativen 
Wert  hat. 

Denken  wir  uns  eine  Gerade  g,  die  zuerst  auf  der  rr -Achse 
liegt,  nach  unten,  d.  h.  nach  der  negativen  i/- Achse  hin  immer 
weiter  verschoben,  so  kommen  wir  zu  dem  Begriffe  der  Kon- 
vexität oder  Konkavität  der  Kurve  gegenüber  ihrer  Betrachtung 
von  unten  her.  Die  Bedingungen  dafür  sind  dieselben,  die  sich 
für  die  Konvexität  oder  Konkavität  gegenüber  der  a? -Achse  er- 
geben, sobald  M  oberhalb  der  a; -Achse  liegt,  also  y  positiv  ist. 
Daraus  folgt: 

Satz  6:  Die  Kurve  y  =  f{x)  ist  an  einer  Stelle,  an  der 
sie  von  ihrer  Tangente  in  der  w^"  Ordnung  berührt  wird,  von 
unten  gesehen  konvex  oder  konkav  nur  im  Falle  einer  ungeraden 
Ordnung,  und  zwar  ist  sie  alsdann  konvex  oder  konkav,  je  nach- 
dem an  der  betrachteten  Stelle  ?/("  +  ^)  einen  positiven  oder  nega- 
tiven Wert  hat. 

174.  Beispiele.  1.  Beispiel:  Bei  der  Sinuslinie  y  =  sin  x, 
siehe  Fig.  4,  S.  16,  ist  y' =  cos  x,  y"  =  —  sin  Xy  also  yy"  = 
=  —  sin^  o;  <  0,  so  daß  sie  der  a; -Achse  stets  ihre  konkave 
Seite  zuwendet.  Soll  ein  Kurvenpunkt  ein  Wendepunkt  sein, 
so  muß  y'=0,  d.  h.  x  =  k7t  sein,  wo  k  eine  ganze  Zahl  be- 
deutet. Dann  ist  ?/  =  sin  rr  =  0  und  y"'  =  —  cos  x  =^  0.  Also 
sind  aUe  Schnittpunkte  der  Sinuslinie  mit  der  rc-Achse  eigetit- 
liche  Wendepunkte,  und  in  ihnen  tritt  Berührung  in  zweiter 
Ordnung  ein.     Sonst  gibt  es  keine  Wendepunkte. 
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2.  Beispiel:  Bei  der  Tangenslinie  tj  =  i^x,  siehe  Fig.  5, 
S.  16,  ist  y  =  1  :  cos^  x,  y"  =  2tg  x  :  cos^  x,  also  yy"  >  0.  Sie 
wendet  daher  der  a; -Achse  überall  ihre  konvexe  Seite  zu.  Es 
verschwindet  y'  nur  für  die  Schnittpunkte  x  =  hjt  der  Kurve 
mit  der  rr -Achse,  und  diese  Punkte  sind  eigentliche  Wende- 
punlde  mit  Berührung  in  zweiter  Ordnung. 

3.  Beispiel:  Bei  der  Ellipse 


ist: 


^y£  =  o     ±  +  y"  4-  yil'  =  o 


also  yy'<  0,  sie  wendet  daher  der  a: -Achse  überall  ihre  kon- 
kave Seite  zu.  Nirgends  ist  y"  =  0.  Die  Kurve  wird  also 
überall  von  ihren  Tangenten  nur  in  der  ersten  Ordnung  berührt. 

§  2.    Homogene  Koordinaten. 

175.  Kurven  und  ihre  Tangenten  in  homogenen 
Koordinaten.  Wir  wollen  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
X,  y  eines  Punktes  M  durch  Verhältnisse  x^  :  x^  und  x^  :  x^ 
ersetzen,  also  statt  der  leiden  Veränderlichen  x,  y  ihrer  drei 
x^j  ^27  ^3  einführen.  Eine  von  ihnen  ist  überzählig;  wir  können 
z.  B.  x^=  1  wählen  und  dadurch  zu  den  alten  Koordinaten  x,  y 
zurückkommen,  die  dann  nur  anders  bezeichnet  sind,  nämlich 
mit  iT^,  x^.  Eine  solche  Spezialisierung  soll  jedoch  nicht  vor- 
genommen werden.  Wir  führen  vielmehr  mit  voller  Absicht 
statt  der  zwei  Veränderlichen  Xy  y  ihrer  drei  x^,  x^,  x^  ein, 
von  denen  also  nur  ihre  Verhältnisse  x^  :  x^  und  x^  '-  x^  für  die 
geometrische  Deutung  in  der  Ebene  in  Betracht  kommen.  Es 
sind  dann  x^y  x^^  x^  und  tx^^  tx^y  tx^  Bestimmungsstücke  ein 
und  desselben  Punktes  der  Ebene,  wie  auch  der  Faktor  t  ge- 
wählt sein  mag;  wir  bezeichnen  diesen  Punkt  als  den  Punkt 
(x^  :  x^  :  ^3),  um  anzudeuten,  daß  nur  die  Verhältnisse  der  drei 
Veränderlichen  von  Belang  sind.  Solche  drei  Veränderliche 
heißen  homogene  Punkthoordinaten  in  der  Ebene. 

Der  Rückweg  von   den    homogenen  Koordinaten    zu   den 
gewöhnlichen  ist  leicht  auszuführen:  Man  ersetzt  einfach  x^y  x^ 
und  x^  durch  Xy  y  und  1. 
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Die  homogenen  Koordinaten  sind  aus  verschiedenen  Gründen 
nützlich.  Einen  Grund  liefert  die  sogenannte  prqjeldive  Gco- 
metriSf  in  der  das  Bedürfnis  vorliegt,  auch  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Ebene  analytisch  zu  behandeln.  Man  kann  dabei 
—  um  dies  nur  ganz  kurz  auszuführen  —  von  der  Bemerkung 
ausgehen,  daß  ein  Punkt  (x,  y)  auf  der  Geraden  ax -\-hy  -\-  c  =  0 
ins  Unendlichferne  kommt,  wenn  x  über  alle  Grenzen  wächst? 
wobei  im  allgemeinen  auch  i  y  \  über  alle  Grenzen  wächst.  Man 
darf  aber  mit  -f  oo  und  —  oo  nicht  wie  mit  Zahlen  rechnen- 
daher  ist  hier  die  Einführung  von  homogenen  Koordinaten 
nützlich,  denn  wenn  wir  x  durch  x^  :  x^  und  y  durch  x^  :  x^ 
ersetzen,  so  wird  die  Gleichung  der  Geraden  diese: 

ax^-\-'bx^-\-  0x^=0, 

wo  die  linke  Seite  eine  ganze  lineare  homogene  FunJdion  von 
%,  X2,  x^  ist.  Es  wird  der  Punkt  {x,  y)  oder  (x^  :  x^,  x^\  x^ 
unendlich  fern  sein,  wenn  x^=^  ist.  Alsdann  gibt  die  Gleichung 
ax^-\r^x^=^  oder  x^\  x^=  —  h  \  a.  Mithin  sagt  man,  daß 
(—  6 :  a :  0)  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  ax-\-hy -\- c  =  ^ 
sei.  Dabei  stellt  man  allerdings  das  Axiom  auf,  daß  jede  Ge- 
rade in  der  Ebene  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  habe. 
Die  homogenen  Koordinaten  x^,  x^^  x^  haben  also  den  Vorzug, 
daß  sie,  sobald  ^3=0  ist,  zu  den  unendlich  fernen  Punkten 
der  Ebene  gehören,  mithin  trotz  der  unendlich  fernen  Lage 
der  Punkte  endlieh  bleiben. 

Die  homogenen  Koordinaten  haben  abgesehen  hiervon  noch 
den  Vorzug,  daß  mit  ihrer  Hilfe  manche  Formeln  viel  sym- 
metrischer und  übersichtlicher  werden  als  mit  Hilfe  gewöhn- 
licher Koordinaten.  Man  sieht  dies  schon  an  der  obioren 
Gleichung  der  Geraden,  die  in  der  Form  ax^  +  hx^  +  cx^  =  0 
offenbar  symmetrischer  ist  als  in  d6r  Form  ao;  -f-  &?/  -h  c  =  0. 
Wenn  wir  die  Koeffizienten  a,  &,  c  mit  a^,  a^^  a„  bezeichnen, 
so  können  wir  die  Gerade  a^x  ^  o^jj  ^  a.  =  ^  in  homogenen 
Koordinaten  in  der  knappen  Form 

3 

1 
darstellen. 
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Zu  jedem  Werts jsteme  x^,  x^,  x^  gehört  zwar  ein  Punkt 
der  Ebene,  vorausgesetzt,  daß  man  auch  unendlich  ferne  Punkte 
zuläßt,  für  die  ^Tg  =  0  wird;  aber  eine  Ausnahme  ist  doch  zu 
machen,  nämlich  zu  dem  Wertsysteme  0,  0,  0  gehört  Icein 
Punkt  der  Ebene.  Das  Wertsystem  0,  0,  0  ist  also  hei  homo- 
genen Koordinaten  sinnlos.  Der  Anfangspunkt  ist  in  homo- 
genen Koordinaten  der  Punkt  (0:0:1),  der  unendlich  ferne 
Punkt  der  a;- Achse  der  Punkt  (1:0: 0)  und  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  2/- Achse  der  Punkt  (0:1:  0).  Wollen  wir 
von  jenem  oben  erwähnten  Axiome  der  projektiven  Geometrie 
über  die  unendlich  fernen  Punkte  keinen  Gehrauch  machen, 
so  haben  wir  uns  auf  solche  Punkte  (x-^ :  x^ :  x^  zu  beschränken, 
deren  dritte  homogene  Koordinate  x^^O  ist. 

Ist  F(x,  y)  =  0  die  nicht  aufgelöste  Gleichung  einer  Kurve, 
so  lautet  sie  in  homogenen  Koordinaten: 


Die  linke  Seite  bleibt  augenscheinlich  ungeändert,  wenn  a^j,  x^, 
Xq  durch  tXij  tx^y  tx^  ersetzt  werden,  und  ist  daher  nach  Nr.  91 
eine  homogene  Funktion  nullten  Grades  von  x^,  x^y  x^.  Durch 
Multiplikation  mit  x^"  kann  man  sie  in  eine  homogene  Funktion 
n^"'  Grades  verwandeln. 

Umgekehrt:  Es  liege  eine  Gleichung 

(1)  f(xi,  x^,  x^)  =  0 

vor,  deren  linke  Seite  eine  homogene  Funktion  n^^"^  Grades  von 
x^y  X2,  x^  ist.  Wird  die  Gleichung  von  einem  Wertsysteme 
X-^y  X2,  x^  befriedigt,  so  wird  ihr  auch  von  dem  Wertsysteme 
tx^y  tx^y  tx^  genügt,  denn  es  ist 

f    [tX^y        tX^y        tX^)      =     l^  f    [X^,        X^y        X  ^)  y 

und  dies  wird  infolge  von  (1)  gleich  Null.  Daher  genügen 
der  Gleichung  (1)  Punkte  {x^ :  x^ :  x^  mit  den  homogenen  Koor- 
dinaten x^y  x^,  x^.  Setzen  wir  insbesondere  x^  =  Xy  X2=  y, 
x^=\y  so  sehen  wir,  daß  die  Gleichung  (1)  die  Kurve 

f{oo,  2/,  1)  =  0 

in  den  rechtwinkligen  Koordinaten  Xy  y  darstellt. 
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Wir  nehmen  daher  im  folgenden  an:  Eine  Kurve  sei 
durch  eine  Gleichung  (1)  gegeben,  deren  linke  Seite  eine  homo- 
gene Funktion  w'^"  Grades  von  x^,  x^,  x^  sei. 

Differentiation  der  Gleichung  (1)  gibt 

(2)  f.dx,  +  f^dx,  +  f,dx,=  0. 

Da  x^  =  xx^,,  x^  =  yx^  ist,  so  kommt,  wenn  x^-^0  angenommen 
wird : 

dx^  =  x^dx  -\-  xdx^,    dx^  ==-  x^dy  -\-  ydx^, 

so  daß  aus  (2)  wird: 

Es  ist  aber  nach  Satz  9  in  Nr.  91  und  nach  (1): 

(3)  ^,U  +  oo,f,^+xJ.-nf=^0. 
Mithin  bleibt,  weil  x^^  Q  angenommen  war: 

(4)  f^^dx  +  f^dy  =  0, 

woraus  folgt: 

^  ^  _  4, 
^^  4  ' 

Die  Gleichung   der  Tangente   lautet   also   nach  (3)   in  Nr.  169 
in  den  laufenden  Koordinaten  j,  t): 


5  -  y  =  -  r  (s  -  ^) 

Ix 


oder,  wenn  wir  überall  homogene  Koordinaten  einführen,  also 
nicht  nur  x  =  x^  :  x^,  y  =  x^:  x^,  sondern  auch  J  =  Ji  :  J3 
und  ^  =  J2  •  h  setzen: 

Substituieren  wir  hierin  für  x^f^^-\-  x^f^  den  aus  (3)  folgenden 
Wert  —  x^f^^,  so  kommt  nach  Multiplikation  mit  jg: 

Satz  7 :  Ist  f{x^^  x^y  x^  =  0  die  Gleichung  einer  Kurve 
in  der  Ebene  mit  den  homogenen  Koordinaten  x^,  x^,  x^,  so 
lautet  die  Gleichung  der  Tangente  des  Kurvenpunktes  (x^ :  X2 :  x^), 
geschrieben  in  den  laufenden  homogenen  Koordinaten  j^,  i^,  53: 
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176.  Beispiel.  Ein  Kegelschnitt  wird  bekanntlich  ana- 
lytisch durch  eine  Gleichung  F{x,  y)  =  0  gegeben,  deren  linke 
Seite  eine  ganze  rationale  Funktion  zweiten  Grades  \n  x,  y  ist. 
Ersetzen  wir  x  und  y  durch  x^  :  x^  und  iCg :  x^  und  multipli- 
zieren wir  mit  x^^,  so  ergibt  sich,  daß  ein  Kegelschnitt  in 
homogenen  Koordinaten  allgemein  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form 

^11^1       r  0^22 ^^2       I     ^33 "^3       I     ^^'23*^2'^3     1"    ^^31^3^1  "T  ^ Cl^^X-^^X^    ==   0 

dargestellt  wird.    Bezeichnen  wir  ihre  linke  Seite  mit  f,  so  ist: 

'l'tx^^^  0^21^1+  0^22^2  "f"  ^23^3  7 
2  /a-,  ^^  ^31^1  ~r  0^32^2  "T  ^^33  ^3- 

Eigentlich  wäre  hierin  a^^  statt  a^^y  a^^  statt  «gi  ^^^^  ^23  statt 
«32  zu  schreiben.  Wir  wollen  aber  festsetzen,  daß  allgemein 
a.j^  denselben  Koeffizienten  wie  aj^.  bedeuten  soll,  weil  die  vor- 
stehenden drei  Formeln  so  offenbar  symmetrischer  sind.  Die 
Tangente  des  Kegelschnittes,  deren  Berührungspunkt  der  Punkt 
(Xi  :  X2  :  x^)  ist,  hat  nach  Satz  7  von  Nr.  175  in  den  homogenen 
laufenden  Koordinaten  j.\,  '^^^  jg  die  Gleichung: 

{CCilX^  -{-  6lj2^2  "^  %3^3)£l   "i"  (<^21^1  ~l~  ^22^2  ~^  ^23 ^3)^2  ~t~ 

Die  Kurvengleichung  und  die  Tangentengleichung  lassen 
sich  beide  knapper  so  schreiben: 

3  3 

1  1 

Will  man  zu  gewöhnlichen  Koordinaten  zurückkehren,  so 
braucht  man  nur  x^,  x^,  x^  durch  x,  y,  1  und  j.\,  jg?  £3  durch 
j,  tj,  1  zu  ersetzen. 

177.  Ebene  algebraische  Kurven.  Ist  ii(x^^  x.^,  x.^ 
eine  homogene  ganze  rationale  Funktion  n*^'^  Grades  von  x^y  x^ ,  x^, 
so  sagt  man,  daß  die  Gleichung 

(1)  U{Xly       X^y       ^3)     =     ^ 

eine  algebraische  Kurve  n^^^  Ordnung  definiere.  In  Nr.  176 
z.  B.  lag  eine  allgemeine  algebraische  Kurve  zweiter  Ordnung 
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vor,  nämlich  ein  Kegelschnitt.  Nach  Nr.  175  ist  jede  algebra- 
ische Kurve  erster  Ordnung 

a^  rTj  +  «2  ^2  +  ^3^3  ="  ^ 

eine  gerade  Linie. 

Es  sei  (i\  :  ^2  •  h)  irgend  ein  bestimmt  gewählter  Punkt 
in  der  Ebene.  Nach  Satz  7  in  Nr.  175  geht  die  Tangente 
des  Punktes  (x^ix^ix^)  der  algebraischen  Kurve  n^'^''  Ordnung  (1) 
durch  jenen  Punkt,  sobald 

(2)  h%,  +  h'^x,+  h%,=  ^ 

ist.  Weil  u^,  u^^y  u^  nach  Satz  10  in  Nr.  91  homogene  Funk- 
tionen (n  —  l)*^""  Grades  von  x^,  x.2,  x.^  sind,  so  ist  die  linke 
Seite  von  (2)  eine  homogene  ganze  rationale  Funktion  (oi  —  1)*®^ 
Grades  von  x^y  x.2,  x^.     Daher  folgt: 

Satz  8:  Die  BerülimngspunMe  der  von  irgend  einem  festen 
Funkte  ausgehenden  Tangenten  einer  ebemn  algebraisclien  Kurve 
Yfter  Qfdfin^ig  Uegm  üuf  einer  algebraisclien  Kurve  {n  —  lY''  Ordnung. 

Ist  der  Punkt  (i\  :  i^  :  i-^)  ein  Punkt  der  Geraden 

ö^il\+  «2^2+  «3?3=ö 

und  rückt  er  auf  dieser  Geraden  ins  Unendlichferne,  d.  h.  wird 

j:g=  0  (vgl.  Nr.  175)  und  j,\  :  i^=  —  a.^  :  a^,  so  nimmt  (2)  die 

Form  an: 

a^u^^-a,u^=0, 

und  dies  ist  nach  wie  vor  die  Gleichung  einer  algebraischen 
Kurve  (n  —  l)*®""  Ordnung. 

Wir  würden  daher  zu  dem  Satze  8  für  den  Fall  kommen, 
daß  der  gegebene  feste  Punkt  unendlich  fern  liegt.  Um  das 
Unendlichferne  zu  vermeiden,  heben  wir  hervor,  daß  sich  alle 
linearen  homogenen  Gleichungen 

die  von  demselben  Wertsysteme  (—  a^ :  «i :  0)  befriedigt  werden, 
ergeben,  wenn  wir  a^h^—  a2h^=  0  wählen,  d.  h.  \:h,2  =  a^:a2 
setzen,  so  daß  sie  die  Form  haben: 

^iJi  +  «2 1^2  +  konst.  jg  =  0, 
oder,  nicht  homogen  geschrieben,  die  Form: 

a^x  -\-  a^y  -\-  konst.  =  0. 
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Sie  stellen  demnach  lauter  parallele  Geraden  vor.  Daher  lautet 
das  letzte  Ergebnis  so: 

Satz  9:  Die  Berührungspunkte  der  zu  einer  lestimmten 
Eichtung  parallelen  Tangenten  einer  ebenen  algebraischen  Kurve 
n^"'  Ordnung  liegen  auf  einer  algebraischen  Kurve  {n  —  l)^'"'  Ord- 
nung. 

178.  Wendepunkte  einer  algebraischen  Kurve.    Es 

sei  wieder 

(1)  u{x^,  x^,  x^  =  0 

die  Gleichung  einer  ebenen  algebraischen  Kurve  n^^^  Ordnung, 
also  u  eine  homogene  ganze  rationale  Funktion  n^^"^  Grades 
von  x^,  x^,  x^.  Zur  Abkürzung  wollen  wir  die  Ableitungen 
von  u  nach  x^j  x^^,  x.^  durch  angehängte  Indizes  1,  2,  3  be- 
zeichnen.    Es  sei  also  gesetzt: 

(2)  g-  =  «<,    8^^-^i^        (*,Ä=  1,2,3), 

SO  daß  allgemein  u.^  dasselbe  bedeuten  soll  wie  ?(^...  Wird  wie 
in  Nr.  175  wieder  x^^O  angenommen  und  (1)  differenziert, 
so  ergibt  sich  analog  der  Gleichung  (4)  von  Nr.  175: 

(3)  u^dx  i-  u^dy  =  0. 
Ferner  wird: 

du^  =  U^j^  dX^  +  U^2  ^^2  +  ^13  ^^^3  > 

also,  weil  Xi==-xx^,  x^^yx^  ist: 

du^  =  x^  (wii  dx  +  u^2  dy)  +  K^ii  +  x^u^^^  +^3^3)  -~ ' 

Da  aber  u^  nach  Satz  10,  Nr.  91,  homogen  vom  {n  —  l)*^""  Grade 
ist,  so  folgt  nach  Satz  9  ebenda: 

OO^Ihl  +  ^2^12  +  ^3*<13  =  (^*  —  1)^^. 
Also  ergibt  sich: 

du^  =  X.  (u^i  dx  +  «*i2  dy)  +  (n  —  1)  Wj  -  ^^ , 
und  ebenso  geht  hervor: 

du2  =  ^3  (^21  dx  +  U22  dy)  +  (w  —  1)  Wg  — ^  • 

x^ 

Weil  die  Gleichung  (1),  nicht  homogen  geschrieben,  eine 

Gleichung  zwischen  x  und  y   ist,   können   wir  y  als  Funktion 
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von  X  betrachten.  Differenzieren  wir  unter  dieser  Annahme 
die  Gleichung  (3)  vollständig,  so  kommt 

du^  dx  +  du^  dy  +  u^  d^y  =  0 

oder  mit  Hilfe  der  für  dii^  und  du2  gefundenen  Ausdrücke 
und  wegen  (3): 

(4)  iCg  (wii dx^ -j-  2ui2dxdy  -\- 1(32 ^y^)  +  ^'2 d^y  =  0. 

Die  erste  notwendige  Bedingung  für  einen  eigentUclien 
WendepimM  ist  nun  nach  Nr.  172  die  Bedingung  ä^y  =  0. 
Wenn  wir  sie  allein  berücksichtigen,  so  gilt  sie  auch  für  die 
uneigentlichen  Wendepunkte,  also  für  alle  Wendepunkte  im 
weiteren  Sinne;  und  wir  tvöllen  hier  diese  iveitere  Auffassung 
des  Begriffes  des  Wendepunktes  annehmen.  Nach  (4)  wird  also, 
sobald  Mg  4=  0  ist,  die  Bedingung  für   die  Wendepunkte  diese: 

(5)  u^i  dx^  +  2«*i2  dxdy  +  ^22  ^V^  =  ^• 

Wird  dagegen  für  einen  Punkt  {x^ :  x^  :x^)  insbesondere  w^  =  0, 
so  heißt  dies  nach  Satz  7  in  Nr.  175,  daß  seine  Tangente  in 
der  Form  i'i^^j  +  £3%  =  0  dargestellt  ist,  d.  h.  nicht  homogen 
geschrieben  in  der  Form  i  =  —  u.^:u-^^,  also  zur  ?/- Achse  parallel 
läuft.  Wir  wollen  vorläufig  annehmen,  daß  kein  Wendepunkt 
eine  zur  t/-Achse  parallele  Tangente  habe,  daß  also  u.2  ={=  0  für 
die  Wendepunkte  sei;  der  Fall  u^  =  0  soll  in  der  nächsten 
Nummer  besprochen  werden. 

Es  ergab  sich  für  die  Wendepunkte  die  Bedingung  (5), 
in  der  die  Differentiale  dx  und  dy  der  Gleichung  (3)  unter- 
worfen sind,   so  daß   die  Elimination   der  Differentiale   liefert: 

(6)  u^^u^^  —  2u^^u^u^  +  u^^u^^  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  anders  geschrieben  werden.  Denn  wenn 
man  aus  den  nach  Satz  9  in  Nr.  91  für  alle  Werte  von  x^, 
0^2 ,  x^  bestehenden  Gleichungen: 

(7)  nu  =  u^x^  +  u^x^  +  ^3^3? 
{n—l)u^  =  u^^x^-\-u^^x^^u^^x.^, 

(8)  ■   (W  —   1)  Wg  =  ^«21^1  +  «^22^2  +  ^^23^3? 

(w  —  1)  W3  =  u^^x^^  +  ^320:2  +  ^3:^3 

die  linear  auftretenden  Größen  x^,  x^  und  u.^  eliminiert,  so 
kommt  für  alle  Werte  von  x^y  x^^  x^\ 
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nu 

(«- 

l)u. 

{n- 

l)u. 

Uy^X^ 


^23  ^3 


^33*^3 


'21 


W.> 


^3 

0 
0 

(^-1) 


oder: 


durch  diese: 

%1     Wj2    ^13 

(10) 

^21     t*22    ^23 

^31     ^32    %3 

(9)         —  (?2—  l)^[Miiil/— 2^12^1  ^2  +  ^%2^lT  =^3^1^21    ^22    %3 

W31    W32    %3 
—  ?^  (W  —  1)  W  (^^11^22  ~  ■^12^)- 

Da  u  für  die  Punkte  der  Kurve  verschwiDdet  und  n  —  1  =\=  0 
ist,  weil  wir  ja  von  den  geraden  Linien  absehen  werden,  so 
folgt    hieraus,    daß    die    Bedingung    (6)    ersetzt    werden    kann 


=  0. 


Man  nennt  diese  Determinante  der  neun  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  von  u  die  Hessesche  Determinante;  wir  wollen  sie  mit 
H^  bezeichnen,  so  daß  also  H^=  0  die  Bedingung  für  die 
Wendepunkte  der  Kurve  u  =  0  wird.  Diese  Bedingung  ist 
eine  Grleichung,  deren  linke  Seite  wieder  eine  homogene  ganze 
rationale  Funktion  von  Xj^,  x.2,  x^  ist.  Daher  definiert  die 
Gleichung  (10)  eine  gewisse  algebraische  Kurve.  Die  Wende- 
punkte der  vorgelegten  Kurve  m  =  0  sind  also  unter  den  Schnitt- 
punkten der  einen  mit  der  anderen  Kurve  enthalten. 

179.  Fortsetzung  der  Betrachtung  der  Wende- 
punkte. Da  die  Gleichung  (3)  der  vorigen  Nummer  den 
Differentialquotienten  dy  :  dx  =  —  u^  :  u^  liefert,  so  ist  die 
übrige  Rechnung  für  den  Fall,  daß  für  einen  Kurvenpunkt  so- 
wohl Wj  als  auch  u^  verschwindet,  deshalb  hinfällig,  weil  der 
Differentialquotient  unbestimmt  wird  und  daher  auch  d^ij  nicht 
wie  oben  gefunden  werden  kann.  Derartige  Punkte,  für  die 
%  =  0  und  u.^  =  0  ist,  werden  wir  erst  später  besprechen. 
Vorläufig  haben  wir  nur  festzustellen:  Wenn  ^f ^  =  0  und  U2  =  0 
ist,  so  wird  die  Bedingung  (6)  der  vorigen  Nummer  erfüllt; 
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aber  es  ist  niclit  gesagt,  daß  dann  ein  Wendepunkt  vorliegt. 
Die  Bedingung  B^=  0  gibt  also  außer  den  Wendepunkten 
auch  solche  Punkte,  für  die  Uj^  =  U2=  0  ist.  Für  derartige 
Fmikte  ivird  icegen  der  Gleichung  (7)  der  vorigen  Nummer  und 
icegen  u  =  0  auch  Wg  =  0. 

Es  war  in  der  vorigen  Nummer  von  dem  Falle  Wg  =  0 
ausdrücklich  abgesehen  worden.  Ist  für  einen  Wendepunkt 
^2=0,  aber  «^=1=0,  so  kommt  man,  wie  wir  jetzt  zeigen 
wollen,  dennoch  zu  demselben  Ergebnisse.  Denn  in  diesem 
Falle  drehen  wir  das  Achsenkreuz  wie  in  Nr.  171  um  einen 
positiven  spitzen  Winkel  a,  so  daß 

X  ==  X  cos  «  +  ?/  sin  «,      y  =  —  X  ^ma  -\-  y  cos  a 

die  neuen  gewöhnlichen  Koordinaten  werden.  Sind  x^y  x^,  x^ 
die  zugehörigen  homogenen  Koordinaten,  d.  h.  ist  x  =^  x^:  x^ 
und  y  =  x^  :  x^,  so  können  wir  x^  =  x^  aonehmen  und  er- 
halten: 


(1) 


!^i  =  ^1  cos  a  -\-  x^  sin  a^     x^^  —  x^  sin  a  -\-  x.^  cos  «, 
*^3  ^^  "^3  ? 


oder,  nach  x^^  x^y  x^  aufgelöst: 

,  .        f  x^  =  x^  cos  a  ~  X2  sina,      x^  =  x^  sin  a  -\-  x^  cos  a , 

Werden  diese  Werte  in  die  Funktion  u^x^^x^yX^)  eingeführt, 
so  geht  eine  homogene  ganze  rationale  Funktion  n^^^  Grades 
von  x^y  x^y  x^  hervor,  die  wir  ü  nennen  wollen,  so  daß  w==0 
die  Gleichung  der  Kurve  in  den  neuen  Koordinaten  x^y  x^y  x^ 
wird.  Wenn  wir  analog  den  Formeln  (2)  in  Nr.  178  die  Be- 
zeichnungen : 


'\y      ^-  ^-  =  w..  (?',  Z;  =  1,  2,  3) 

einführen,  so  daß  ü-j^  =  m^..  ist,  so  folgt  aus  (1)  oder  (2): 


(3)      |«<i=^iCOs« 


-f  U.2  sin  «,      u<^  =  —  u^  sin  a  -\-  u^  cos  or, 

'^s  "^  '^3 
und  ferner: 
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^11  =  '^n  c^^^  a  +  2^12  si^  «  cos  «  +  ^22  si^^  ^; 

^^2  =  _  Ui^^  sin  «  cos  (^  4-  Wi2  (cos-  a  —  sin^ «)  +  ^32  sin  «  cos  a, 

W22  =  ^11  sin^  a  —  2iti2  sin  a  cos  a  +  M22  cos^  a. 


"22 

Ü90  =  —  w.o  sin  «  +  W03  cos  aj 


u. 


33  —   ""83 


Durch  Einsetzen  dieser  Werte  in   die  Hessesche  Determinante 
Hj^  der  Funktion  U,  also  in 


H, 


"21 


a^2      "'18 


%1      ^32 


ergibt  sich  einfach: 

(4)  H^  =  Hu- 

Nach  diesen  Vorbereitungen  fassen  wir  einen  Punkt 
{x^  :  ^2  *  ^3)  der  Kurve  w  =  0  ins  Auge,  für  den  zwar  u^  =  0, 
aber  w^  +  0  ist.  Aus  (3)  folgt,  daß  für  ihn  ^^2  =  —  %  sin  0^  +  0 
wird;  der  Ausnahmefall  ist  also  im  neuen  Koordinatensysteme 
kein  Ausnahmefall  mehr.  Man  kann  daher  im  neuen  Systeme 
die  Betrachtung  der  vorigen  Nummer  auch  für  diesen  Punkt 
durchführen,  wodurch  man  zu  der  Bedingung  H~a  =  0  gelangt. 
Nach  (4)  aber  ist  sie  dieselbe  wie  die  ursprüngliche  Bedingung 
^.  =  0. 

Wir  haben  somit  erkannt: 

Satz  10:  Ist  u{x^,X2,x.^)  =  0  die  Gleichung  einer  ebenen 
algebraisdien  Kurve,  geschrieben  in  den  homogenen  Koordinaten 
^1,  ^2>  ^3^  bedeutet  also  u  eine  homogene  ganze  rationale  Funk- 
tion von  x^,  x^,  x^f  so  liegen  alle  WendepimJcte  der  Kurve  zu- 
gleich auf  derjenigen  algebraischen  Kurve,  deren  Gleichung  durch 
Nullsetzen  der  Hesseschen  Determinante  von  u  hervorgeht: 

Hu  =  0- 

Äußer  in  den  Wendepunkten  trifft  diese  zweite  Kurve  die  ge- 
gebene Kurve  noch  in  denjenigen  Funkten  {x^  :  x^ :  x^,  die  allen 
drei  Gleichungen  genügen: 

du       ^         du       A         ^** 


0,    r  =  0,    p-  =  0. 


cx^  '       ex 
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180.  Abzahlung  der  Wendepunkte  einer  algebra- 
ischen Kurve.  Liegt  wie  bisher  eine  algebraische  Kurve 
^ter  Ordnung  u  =  0  vor,  so  sind  die  Ableitungen  zweiter  Ord- 
nung von  II  homogene  ganze  rationale  Funktionen  vom  Grade 
n  —  2j  so  daß  die  Hessesche  Determinante  H^  vom  Grade 
3  (n  —  2)  ist.  Die  Wendepiuilde  einer  algebraischen  Kurve  n^'' 
Ordnung  werden  daher  aus  der  Kurve  durch  eine  algebraische 
Kurve  von  höchstens  3(n  —  2)^^'*  Ordnung  ausgeschnitten. 

Die  beiden  Gleichungen  u  =  0  und  H^=0  sind  in  x^^  X2,  x^ 
homogen.  Führt  man  wieder  nicht  homogene  Koordinaten  x^  y 
ein,  so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  vom  w*®"^  und  3  [^n  —  2)*^° 
Grade  in  x,  y.  Zwei  solche  Gleichungen  haben  bekanntlich 
höchstens  3w(n  — 2)  gemeinsame  Paare  von  Lösungen  x,y:^ 
wir  sagen  höchstens^  weil  die  Lösungen  zum  Teil  zusammen- 
fallen oder  auch  imaginär  sein  können.  Es  folgt  also,  daß 
eine  cdgehraische  Kurve  n^""  Ordnung  höchstens  3w(w  — 2)  Wende- 
punkte haben  kann.  Z.  B.  eine  Kurve  zweiter  Ordnung^  ein 
Kegelschnitt^  hat  gar  keinen  Wendepunkt^  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  höchstens  neun. 

Die   ursprüngliche   Bedingung    für   die   Wendepunkte   war 
die  Gleichung  (6)  in  Nr.  178: 
(1)  MiiWg^  —  2u^^u^u^  +  ^22^1^  =  0. 

Da  Wj,  t/o  ^ö^  (n  —  iy^^  Grade  und  UnjU^^^'^hi  ^^^  (w  — 2)*®^ 
Grade  sind,  wird  dies  eine  Gleichung  vom  höchstens  (3m  — 4)*^^ 
Grade,  während  H^  =  0  vom  höchstens  (ßn  —  6)*®''  Grade  ist. 
Die  Erklärung  für  diesen  Unterschied  liegt  darin,  daß  die  Be- 
dingung (1)  infolge  der  Identität  (9)  der  Nr.  178  und  wegen 
w  =  0  auch  dann  erfüllt  wird,  wenn  der  darin  rechts  auf- 
tretende Faktor  x^^  =  0  ist.  Aber  wenn  oc^  =  0  ist,  so  liegt 
der  Punkt  (x^  :  x^  :  x.^)  nach  Nr.  175  unendlich  fern.  Daher 
hat  man  x^^  =  0  als  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden aufzufassen,  und  zwar  zählt  sie  doppelt,  weil  x^  im  Qua- 
drate steht,  so  daß  sie  die  Kurve  ?*  =  0  in  n  doppelt  zu 
zählenden  unendlich  fernen  Punkten  trifft.  So  kommt  die  Dif- 
ferenz heraus,  denn  die  Kurve  (1)  trifft  die  Kurve  u  ==  0  in 
höchstens  n{Sn  —  4:)  Punkten,  dagegen  die  Kurve  H^=0 
trifft  sie  in  höchstens  n(ßn  —  6)  Punkten.  Der  Unterschied 
beider  Zahlen  ist  gerade  2n. 
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Es  ist  hervorzuhebeü^  daß  die  Abzahlungen  eigentlich  ein 
gründlicheres  Eingehen  auf  die  Behandlung  des  Unendlichfernen 
in  der  Geometrie  der  alo^ebraischen  Kurven  verlancren.  Es  maö- 
uns  jedoch  genügen^  erkannt  zu  haben,  daß  eine  algebraische 
Kurve  n^^""  Ordnung  nicht  mehr  als  ?>n{n  —  2)  Wendepunkte 
haben  kann. 

Streng  genommen  haben  wir  selbst  dies  nicht  exakt  be- 
wiesen, denn  es  wäre  ja  denkbar,  daß  die  Kurve  ^*  =  0  und 
H^=  0  ganze  Zweige  miteinander  gemein  haben  könnten.  Wir 
wollen  jedoch  auf  diesen  Punkt  nicht  näher  eingehen  und  den 
Exkurs  in  die  Geometrie  der  algebraischen  Kurven  hiermit  be- 
schließen. 

§  3.    Singulare  Punkte. 
181.  Beispiel  eines  Endpunktes.    Es  sei  die  Funktion 

vorgelegt.       Sie    ist    nach    Nr.  8    stets    positiv    und    für    alle 

Werte   von  x    im   Intervalle  —  oo  <  rj;  <  0  und   im   Intervalle 

0  <  rr  <  -|-  oü    definiert.     Dort  ist   sie   überall   stetig  und  hat 

die  Ableitung: 

1 

Für  lim  rr  =  +  oo  und  lim  x  =  —  oc  hat  die  Funktion  den 
Grenzwert  Eins  und  ihre  Ableitung  den  Grenzwert  Null. 
Sonst  ist  y    überall  negativ. 

In  den  beiden  Intervallen  —  oo<^<0  und  0<:r<-f  oo 
ist  das  Bild  der  Funktion  nach  Nr.  167  eine  Kurve.  Wir  ge- 
langen so  zu  zwei  Kurvenzweigen,  die  die  Gerade  y  =  1  zur 
Asymptote  haben  (vgl.  Nr.  171)  und  beständig  fallen.  Diese 
beiden  Kurvenzweige  hängen  aber  nicht  zusammen.  Für  x  -^  0 
nämlich  ist  y  nicht  mehr  eindeutig  definiert.  W^enn  x  tvaeh- 
send  nach  Null  strebt,  so  strebt  y  nach  e'"^  oder  Null;  wenn 
X  abnehmend  nach  Null  strebt,  so  strebt  y  nach  e+*  oder  +  oo. 
Aus  dem  5.  Beispiele  in  Nr.  131  (worin  x  durch  —x^a  durch 
e,  n  durch  2  zu  ersetzen  und  die  Funktion  mit  —  1  zu  multi- 
plizieren ist)  sieht  man  ferner,  daß  y  für  bis  Null  wachsendes  x 
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den  Grenzwert  Null,  für  bis  Null  abnehmendes  x  den  Grenz- 
wert —  oo  hat.  Während  daher  der  rechte  Kurvenzweig  die 
y-Achse  zur  Asymptote  hat,  siehe  Fig.  30,  endet  der  linke  im 
Nullpunkte,  dort  die  a;- Achse  be- 
rührend. Der  linke  Kurvenzweig 
hat  also  in  0  einen  Endpunli. 

182.  Beispiel  eines  Eck- 
punktes. Es  sei  nunmehr  die 
Funktion  vorgelegt: 

X 

y  = r- 


Fig.  30. 


1+  e^ 
Sie   ist  für  alle  Werte  von  x   de- 
finiert,   denn    auch   bei  lim  ^  =  0 

wird  der  Grenzwert,  den  y  für  wachsendes  x  erreicht,  derselbe 
wie  der,  den  y  für  abnehmendes  x  erreicht,  nämlich  Null. 
Die  Funktion  ist  für  jedes  x  stetig,  insbesondere  für  x  =  0. 
Letzteres  folgt  so:  Ist  h  eine  sehr  kleine  positive  Zahl  und 
x  =  h,  so  wird  der  Nenner  sehr  groß;  indem  man  h  hin- 
reichend klein  wählt,  kann  man  erreichen,  daß  y  beliebig 
wenig  von  Null  abweicht.  Ist  x  =  —  h,  so  wird  der  Nenner 
sehr  wenig  von  Eins  verschieden;  indem  man  h  hinreichend 
klein  wählt,  kann  man  auch  jetzt  erreichen,  daß  y  beliebig 
wenig  von  Null  abweicht.  Für  lim  x  =  -^  csd  hat  y  den  Grenz- 
wert +  C3Ü ,  für  lim  x  =  —  (X)  den  Grenzwert  —  cx).  Die  Bild- 
kurve hat  eine  Asymptote,  denn  es  ergeben  sich  die  Grenz- 
werte : 


g  =  hm  ^  =  lim ^ 

x=±co   ^        x=  +  oo  i- 

1-1-  e^ 


1 


lim  {y 

:=  +  CK 


9^) 


lim 


so  daß  die  Gerade 


X  1  —  e"" 
2  i- 

1-f  e"" 


lim 


^  =  Y? 


nach  Satz  1  in  Nr.  171  sowohl  für  lim  a;  =  -|-  oo  als  auch  für 
lim  X  ='  —  OQ    eine  Asymptote    vorstellt.      Sie    ist    in   Fig.  31 
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angegeben.  Ferner  hat  y  für  jedes  endliche  x  eine  bestimmte 
endliche  Ableitung,  abgesehen  von  der  Stelle  x  =  0.  Hier,  wo 
ja  auch  y  =  0   wird,   müßte  nämlich  die  Ableitung,   wenn   sie 

vorhanden  wäre,  nach  der  Definition 
in  Nr.  21  gleich  dem  Grenzwerte 
von  y:x  für  x  =  0  sein.  Es  kommt 
aber: 

lim  ^  =  lim =  0  oder  1 , 

1  +  e^ 

Fig.  31.  je    nachdem    x    von    positiven    oder 

von  negativen  Werten  nach  Null 
strebt.  Daher  ergeben  sich  als  Bild  der  Funktion  zwei  Kurven- 
züge, die  sich  zwar  im  Anfangspunkte  0  treffen,  aber  dort 
verschiedene  Tangenten  haben.  Die  linke  Tangente  halbiert 
den  Winkel  der  Achsen,  die  rechte  ist  die  Abszissenachse. 
Daher  werden  wir  den  Kurvenpunkt  0  einen  Eckpunkt  nennen. 
Die  Voraussetzungen  der  Nr.  167  sind  für  alle  Werte  von  x 
außer  für  x  =  0  erfüllt.  Schon  in  Nr.  21  (vgl.  Fig.  17  auf 
S.  43)  sprachen  wir  gelegentlich  von  einem  Eckpunkte. 

183.  Beispiel  eines  Doppelpunktes.    Wir  gehen  jetzt 
von  der  Gleichung  aus: 

(1)  y''~x(x-ay  =  0. 

Dabei  bedeute  a  eine  positive  Konstante.  Die  Gleichung  defi- 
niert zwei  Funktionen  y  von  x^  nämlich 

y  =  (x  —  a)\  Yx  I     und     y  =^  —  (x  —  a)\  Yx  \ . 

Beide  Funktionen  sind  nur  für  positives  x  reell,  die  zweite  ist 
dabei  der  ersten  entgegengesetzt  gleich.  Ihre  Bildkurve  geht 
daher  aus  der  Bildkurve  der  ersten  hervor,  wenn  diese  Kurve 
um  die  ^- Achse  heramgeklappt  oder,  anders  gesagt,  au  der 
o;- Achse  gespiegelt  wird.  Betrachten  wir  daher  vorerst  nur 
die  Bildkurve  der  ersten  Funktion.  Hier  ist  y  negativ  für 
0  <  ^  <  a  und  positiv  für  x  >  a.     Es  ist  ferner: 

Für  X  =  0  wird  y  =  0  und  y'  negativ  unendlich;  die  Kurve 
berührt  im  Anfangspunkte  0  die  2/- Achse,  indem  sie  nach 
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unten  geht.  Ihre  tiefste  Stelle  liegt  da,  wo  y=0  wird,  hat 
also  die  Abszisse  x  =  -^a  und  eine  negative  Ordinate.  (Siehe 
Fig.  32,  worin  a  =  3  angenommen  ist.)  Von  da  an  steigt  die 
Kurve,  indem  sie  an  der  Stelle  x  =  a  die 
Abszissenachse  überschreitet,  und  zwar  ist 
y'=\Ya\  für  x  =  a.  Für  x>a  steigt  die 
Kurve  immer  höher  und  höher.  Die  zweite 
Funktion  y  =  —  {x  —  a)\yx  hat  die  durch 
Spiegelung  an  der  rr- Achse  hervorgehende 
Bildkurve.  Beide  Zweige  zusammen  bilden 
die  Kurve,  die  durch  die  vorgelegte  Glei- 
chung (1)  definiert  wird.  Das  Vorhergehende 
lehrt,   daß   die  Gesamtkurve   ein  stetiger  Zug  Fig.  32. 

ist,    der    sich    an    der   Stelle   x  ==  a    der    Ab- 
szissenachse   selbst   durchschneidet.     Diese   Stelle   heißt   daher 
ein  DoppelpunM  der  Kurve;  ihm   gehören  zwei  Tangenten  zu, 
indem  hier  die  beiden  Werte  y  =  ±i  j]/ä|  gelten.     Wenn  wir 
die  linke  Seite  von  (1)  mit  F  bezeichnen,  so  wird: 

F,^-(x-a){^x-a),      F,^  =  2y. 

Beide  Werte  sind  gleich  Null  für  x^a,  y  =  0  und  für  x  =  ^a, 
y  =  0.  Das  zweite  Wertepaar  genügt  jedoch  der  Gleichung  (1) 
nicht,  sondern  nur  das  erste  Paar  x  =  a,  y  =  0,  das  zu  dem 
Doppelpunkte  gehört.     Daraus  folgt: 

Der  Doppelpunld  ist  hier  analytisch  als  do'jenige  PiinJct  der 
Kurve  F=0  charakterisiert ,  für  den  soivohl  F^  als  auch  F^ 
gleich  Null  ist. 

184.  Beispiel  einer  Spitze.  Anstatt  a  in  der  Glei- 
chung (1)  der  vorigen  Nummer  positiv  anzunehmen,  wählen 
wir  jetzt  a  =  0.     Wir  gehen  also  von  der  Gleichung  aus: 

(1)  y^-x^^O. 

Hier  sind  wieder  zunächst  zwei  verschiedene  Funktionen 
y  =  x\yx\  und  y  =  —  x\Yx  \  zu  betrachten,  deren  Bilder 
auch  jetzt  die  rr- Achse  zur  Symmetrielinie  haben.  Wieder 
muß  X  positiv  genommen  werden.  Das  Bild  der  ersten  Funk- 
tion hat  lauter  positive  Ordinaten.     Es  ist  hier: 


y=i'\V^\y 
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Fig.  33. 


also  stets  positiv  und  gleich  Null  nur  für  x  =  0. 
Das  Bild  ist  also  eine  vom  Anfangspunkte  0  an- 
steigende und  hier  die  positive  Abszissenachse  be- 
rührende Linie.  Klappen  wir  sie  um  die  o;- Achse 
herum^  so  geht  das  Bild  von  y  =  ~  x\yx\  hervor. 
Beide  zusammen^  siehe  Fig.  33,  geben  die  durch 
(1)  definierte  Kurve.  Sie  hat  an  der  Stelle  0  eine 
Spitze.  Wenn  wir  die  linke  Seite  von  (1)  mit  F 
bezeichnen,  so  wird  F^  =  —  ?fX^,  F^  =  2y,  und 
beide  Werte  sind  gleich  Null  nur  für  x  =  y  =  0. 
Daraus  folgt: 

Die  Spitze  ist  hier  analytisch  als  derjenige  Punld  der 
Kurve  F=0  charaUerisiert ,  für  den  sowohl  F^  als  auch  F 

'  *  y 

gleich  Null  ist. 

185.  Beispiel  eines  isolierten  Punktes.  Wir  be- 
nutzen wieder  die  in  Nr.  183  angenommene  Gleichung  (1), 
ersetzen  aber  a  durch  —  a,  schreiben  also: 

(1)  y^-x{x-\-af=^0, 

wo   a  eine  positive  Konstante  bedeuten   soll.     Wir  betrachten 
wieder  die  beiden  einzelnen  Funktionen: 

y  =  (x  ^  a)'\yx\  und  y  =  —  {x  -\-  a)\yx\. 
Das  Bild  der  zweiten  geht  aus  dem  der  ersten  durch  Spiege- 
lung an  der  Abszissenachse  hervor.  Da  Yx  auftritt,  könnte 
man  vermuten,  daß  x  stets  positiv  sein  müßte.  Aber  eine 
Ausnahme  muß  doch  gemacht  werden:  Weil  der  Faktor  x-\-a 
auftritt,  so  ist  y  auch  für  x  =  —  a  reell,  nämlich  gleich  Null. 
Hier  tritt  also  der  merkwürdige  Fall  ein, 
daß  die  durch  (1)  definierte  Kurve  (siehe 
Fig.  34,  worin  ö^  =  3  gewählt  worden  ist), 
zwar  nur  im  Gebiete  positiver  Abszissen 
verläuft,  aber  noch  ein  vereinzelter  Punkt 
J,  nämlich  der  Punkt  {—  a,  0)  der  nega- 
tiven Abszissenachse,  zu  ihr  gehört.  Er 
heißt  ein  isolierter  Punkt  Wenn  wir  die 
linke  Seite  von  (1)  mit  F  bezeichnen,  so 
wird 


^f 


Z-^ 


i)^s^. 


Fig.  34. 
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Beide  Werte  sind  gleich  Null  für  x  =  —  a,  ?/  =  0  und  für 
X  =  —  ^tty  y  =  Oj  aber  das  zweite  Wertsystem  genügt  der 
Gleichung  (1)  nicht  und  gehört  daher  auch  gar  nicht  zu  einem 
Kurvenpunkte.     Also  folgt: 

Der  isolierte  Punld  ist  hier  analytisch  als  derjenige  Punkt 
der  Kurve  F  =  0  clmrakterisiert,  für  den  sowohl  F^  als  auch 
Fy  gleich  Null  ist. 

186.  Beispiel  einer  Schuabelspitze.  Es  sei  die  Glei- 
chung vorgelegt: 

(1)  (y  -  x^y  -x'  =  0. 

Ihr  genügen  zwei  Funktionen  y  von  Xy  nämlich: 

y  =  x^  (l -{- \Yx  )     und     y  =  x^{l  —  l/x)  , 
die  nur  für  positives  x  definiert  und  stetig  sind.    Beide  Funk- 
tionen werden  durch  Kurvenzweige  dargestellt^  die  vom  Null- 
punkte 0  ausgehen.     Es  wird: 

y  =  -^:r  (4  -f  5  I  Yx  \)     bzw.     y  =  ^x(4:  —  b  Yx  j) . 
Für  rr  =  0    sind    beide  Werte  y    gleich  Null.     Beide  Zweige 
berühren   also   in    0   die   positive   a;- Achse.      Die    erste   Funk- 
tion y  ist   stets   positiv    und    wächst 
beständig,   die   zweite   ist  positiv  für 
jedes  positive  x  <Cl,  dagegen  negativ 
für  a;  >  1   und  hat  ihr  Maximum  für 
X  =  (fy.     Infolgedessen    ergibt   sich 
das   Bild    in  Fig.  35.     Der  Anfangs- 
punkt 0  ist  wie  in  dem  Beispiele  in 
Nr.  184  eine  Spitze,  wenn  beide  Kur- 
venzweige zusammen  als  eine  Kurve  ^ig.  35. 
aufgefaßt  werden.    Aber  diese  Spitze 

unterscheidet  sich  von  der  Spitze  in  Fig.  33  dadurch,  daß  jetzt 
beide  Kurvenzweige  in  der  Umgebung  der  Spitze  auf  derselben 
Seite  der  Spitzentangente  liegen.  Die  Spitze  heißt  deshalb 
eine  Schndbelspitze.  Wird  die  linke  Seite  von  (1)  mit  F  be- 
zeichnet, so  kommt: 

F^==-4.{y-x^)x-bx\     F^  =  2(y-x'). 

Beide  Werte  sind  gleich  Null  nur  für  x  =  0,  y  =  0.  Also 
folgt: 
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Die  Schndbelspitze  ist  hier  analytisch  als  derjenige  Punkt 
der  Kurve  F  =  0  charakterisiert,  für  den  sowohl  F^  als  auch 
Fy  gleich  Nidl  ist, 

187.  Definition  der  regulären  und  singulären 
Funkte.  In  den  Nummern  181  bis  186  haben  wir  in  einer 
Reihe  von  Beispielen  gesehen,  daß  auf  Kurven  gewisse  merk- 
würdige Punkte  vorkommen  können.  Dabei  sind  die  Beispiele 
der  beiden  ersten  Nummern  von  anderer  Art  als  die  übrigen. 
Denn  in  Nr.  181  und  182  wurde  eine  entwickelte  Funktion  y 
von  X  betrachtet.  Es  zeigte  sich,  daß  sie  in  einem  gewissen 
Bereiche  von  x  stetig  und  differenzierbar  war,  also  den  Be- 
dingungen genügte,  die  wir  in  Nr.  167  für  eine  Kurve  auf- 
stellten. Der  Endpunkt  in  Nr.  181  und  der  Eckpunkt  in 
Nr.  182  dagegen  gehörten  zu  Stellen  x,  für  die  jene  Be- 
dingungen nicht  mehr  erfüllt  wareu.  Denn  der  Endpunkt  ge- 
hörte zu  einem  Werte  von  x,  für  den  y  zwei  Werte  (0  und 
+  Oü)  hatte,  und  der  Eckpunkt  gehörte  zu  einem  Werte  von 
Xf  für  den  y  zwei  Werte  (1  und  0)  hatte.  Streng  genommen 
gehören  also  diese  Punkte  nicht  mehr  zur  Kurve,  wenn  wir 
den  Kurvenbegriff  in  der  engen  Fassung  wie  in  Nr.  167  bei 
behalten  wollen.  Man  wird  aber  diese  einzelnen  Punkte  als 
singulare  Punkte  doch  zu  den  Kurven  hinzurechnen,  indem 
man  die  anderen  Kurvenpunkte  zum  Unterschiede  von  ihnen 
als  reguläre  bezeichnen  kann. 

In  den  Beispielen  der  Nummern  183  bis  186  dagegen 
war  y  als  Funktion  von  x  durch  eine  Gleichung  zwischen  x 
und  y  gegeben: 

F{x,  y)  =  0, 

indem  nacheinander  für  F  die  Funktionen  gewählt  wurden: 

y^—  x{x  ~  a)^,     y"^  —  x^,     y^—  x{x  -\-  af,     (y  —  x^y  —  x^. 

Alle  diese  Funktionen  F(x,  y)  sind  für  alle  Wertepaare  x,  y, 
wenn  man  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  auffaßt, 
also  nicht  der  Bedingung  F  =  0  unterwirft,  wohl  definiert  und 
stetig  und  haben  stetige  partielle  Ableitungen  von  allen  Ord- 
nungen nach  X  und  y.  Daß  dennoch  solche  merkwürdige 
Stellen,  wie  ein  Doppelpunkt,  eine  Spitze,  ein  isolierter  Punkt 
und  eine  Schnabelspitze,  auftreten  können,  hat  seinen  Grund 
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darin,  daß  y  an  x  durch  die  Gleichung  F  =  0  gebunden  wurde. 
Diese  Gleichung  definierte  nämlich  in  den  Beispielen  jedesmnl 
mvei  entwickelte  Funktionen  y  von  ^;  zu  ihnen  gehörten  zwei 
Kurvenzweige,  die  wir  dann  zu  einer  Kurve  zusammenfaßten. 
Wir  haben  also  die  Definition  der  Kurve,  wie  sie  in  Nr.  167 
gegeben  wurde,  hierbei  erweitert,  indem  wir  die  Gesamtheit 
aller  Punkte  (rr,  y),  deren  Koordinaten  einer  Gleichung 
F(Xy  t/)  =  0  genügen,  als  eine  Kurve  bezeichnen.  So  kommen 
jene  singulären  Punkte  in  den  Nummern  183  bis  186  zustande. 

Wir  wollen  in  den  folgenden  Nummern  des  gegenwärtigen 
Paragraphen  unter  einer  Kurve  den  Inbegriff  aller  Punkte  ver- 
stehen, deren  Koordinaten  x,  y  eine  FunMion  Fix,  y)  gleich 
Null  machen.  Doch  soll  diese  FunUion  in  der  Umgehung  eines 
betrachteten  Ktwvenpiinl'tes  (xq,  y^  nach  dem  Taylorschen  Satze 
als  unendliche  Beihe  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  Xq 
und  y  —  yo  entivichelbar  sein.     Vgl.  Satz  29  in  Nr.  137. 

Diese  Voraussetzung  ist  z  B.  immer  erfüllt,  wenn  es  sich 
um  eine  algebraische  Kurve  handelt.  Denn  in  Nr.  177  definierten 
wir  eine  algebraische  Kurve  durch  eine  gleich  Null  gesetzte 
homogene  ganze  rationale  Funktion  der  drei  homogenen  Koor- 
dinaten x^j  X2,  x^]  wird  aber  x^=l  gesetzt,  so  werden  x^ 
und  x^  nach  Nr.  175  die  gewöhnlichen  Punktkoordinaten  x 
und  y,  so  daß  also  eine  algebraische  Kurve  in  der  Ebene  als 
der  Inbegriff  aller  Punkte  (x,  y)  zu  definieren  ist,  deren  Koor- 
dinaten X,  y  eine  ganze  rationale  Fiinktimi  F  {x,  y)  gleich  Null 
machen.  Die  ganzen  rationalen  Funktionen  von  x  und  y  sind 
aber  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  Xq,  y^  in  endliche 
Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  Xq  und  y  —  y^ 
entwickelbar,  da  die  Potenzen  einen  gewissen  Grad  nicht  über- 
schreiten. 

Infolge  der  gemachten  Voraussetzung  haben  F^  und  F^ 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (Xq,  y^)  bestimmte  endliche  Werte. 

Wir  definieren  nun:  Begulär  sollen  edle  diejenigen  Punkte 
(x,  y)  der  Kurve  F{x,  y)  =  0  heißen,  für  die  F^  und  F^  nicht 
beide  gleich  Nidl  sind.  Wenn  dagegen  für  einen  Kurvenpunkt 
(x,  y)  sowohl  F^  als  auch  F^  gleich  Null  ist,  so  soll  er  singulär 
heißen.  Es  sind  dies  rein  analytische  Definitionen;  ihre 
geometrische  Bedeutung  werden  wir  in  den  folgenden  Nummern 
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besprechen.  Man  sieht  vorläufig,  daß  die  in  Nr.  183  bis  186 
besprochenen  besonderen  Punkte  nach  dieser  Definition  sin- 
gulär  sind. 

Die  unter  (4)  in  Nr.  169  angegebenen  Gleichungen  der 
Kurventangente  und  -normale  sind  für  einen  singulären  Punkt 
nichtssagend,  da  die  Koeffizienten  verschwinden.  Die  Betrach- 
tungen über  Berührung  in  höherer  Ordnung  und  über  Konvexität 
und  KonJxavität  sowie  über  Wendepunkte  in  den  Nummern  172 
und  173  gelten  nur  für  reguläre,  nicht  für  singulare  Punlde. 

Wir  bemerken  außerdem,  daß  sich  für  eine  in  homogenen 
Koordinaten  x^^,  x^,  x^  dargestellte  Kurve  u(x^,  x^,  x^  =  0  die 
Merkmale  F^-=0,  Fy=  0  des  singulären  Punktes  nach  (3)  in 
Nr.  178  in  der  Form  w^  =  0,  u^=0  darstellen,  und  daß  diese 
beiden  Gleichungen  die  Gleichung  u^=  0  nach  sich  ziehen,  wie 
schon  in  Nr.  179  gezeigt  wurde.  Bie  in  Satz  10  der  Nr.  179 
erwähnte  Hessesche  Kurve  H^  =  0  triff't  also  die  Kurve  u  =  0 
außer  in  ihren  Wendepunkten  noch  in  ihren  singulären  Punkten. 

Wegen  der  obigen  Voraussetzungen  über  die  Funktion 
F(Xj  y)  haben  wir  bei  unseren  Definitionen  von  vornherein 
solche  Funkte  ganz  ausgeschlossen,  an  denen  Unstetigkeiten  ein- 
treten, also  Punkte  wie  den  Endpunkt  in  Nr.  181  und  den  Eck- 
punkt in  Nr.  182,  und  zwar  deshalb,  weil  es  keine  allgemeine 
Methode  zur  Behandlung  solcher  Punkte  gibt. 

Schließlich  noch  eine  Anmerkung:  Wenn  die  Kurve  durch 
eine  aufgelöste  Gleichung  y=f{x)  gegeben  wird  und  fix)  nach 
dem  Taylorschen  Satze  nach  Potenzen  von  x  —  x^  entwickelbar 
ist,  so  erfüllt  die  Funktion  F{x,  y)  =  y  —  fix)  die  Bedingungen, 
denen  wir  oben  die  Funktion  F  unterwarfen.  Da  aber  hier 
Fy=  1  =^0  ist,  so  treten  keine  singulären  Punkte  auf. 

188.  Reihenentwicklung  an  einer  regulären  Stelle. 
Es  sei  F{x,  y)  gleich  Null  insbesondere  für  x  =  0,  y=^0,  und 
ferner  sei  F(x,  y)  in  der  Umgebung  dieses  Wertepaares  nach 
dem  Taylorschen  Satze  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x 
und  y  entwickelbar.  Alsdann  gehört  der  Anfangspunkt  0  zur 
Kurve  F(x,  y)  =^  0,  und  es  ist  für  hinreichend  kleine  Werte 
von  \x\  und  \y\: 

(1)      F(x,  y)  =  {A^^x  +  Ä^^ij)  -f  {A^^x''  +  '^ÄnXy  +  A^^y^)  + 
-f-  {A^^x'^?>A^^xhj  +  3^12^2/'+  ^032/')  +  ••••. 
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Wir  werden  im  dritten  Bande  zeigen,  daß  man  eine  solche  in  der 
Umgebung  von  x  =  0^  y  =  ^  unbedingt  konvergente  Reihe  glied- 
weise diff'erenzieren  darf.  Das  muß,  nebenbei  gesagt,  besonders  be- 
wiesen werden,  weil  der  Satz  12  in  Nr.  34  von  der  gliedweisen 
Differentiation  einer  Summe  nur  für  solche  Summen  bewiesen 
worden  ist,  die  eine  endliche  Anzahl  von  Summanden  haben. 
Nehmen  wir  also  an,  daß  die  Reihe  gliedweise  diflerenziert 
werden  darf,  so  folgt: 


^^^'F^=Ä,,-{-2{Ä,,x+Ä,,y)  +  3(Ä,,x'+2Ä,,xy-\-Ä,,y')  + 

also,  wenn   der  Index  Null  die  Substitution  der  Werte  :r  =  0, 
y  =  0  andeutet: 

(3)  -^'»'  =  ^0,     J^<»>  =  4 


^01 


Nach  der  Definition  in  voriger  Nummer  ist  somit  der  Null- 
punkt 0  ein  regulärer  KurvenpunUj  wenn  A^^  und  A^^  nicht 
beide  gleich  Null  sind.  Ist  Aq^  =  Oj  aber  A^^^O^  so  können 
wir  immer  durch  Vertauschen  der  Koordinatenachsen  erreichen, 
daß  Aq^  =t=  0  wird.  Es  bedeutet  also  keine  wesentliche  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit,  wenn  wir  an  der  regulären 
SteUe   0  insbesondere  voraussetzen: 

(4)  F(«)  =  Ai  +  0. 

Wir  werden  im  dritten  Bande  beweisen,  daß  es  alsdann 
eine  und  nur  eine  Funktion  y  =  fix)  von  x  gibt,  die  für  x  =  0 
ebenfalls  verschwindet,  die  ferner  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  nach  dem  Taylorschen 
Satze  entwickelbar  ist  und  die  drittens,  in  F{x,  y)  für  y  ein- 
gesetzt, diese  Funktion  F  gleich  Null  macht  für  alle  Werte  x 
in  der  Umgebung  von  x  =  0,  so  daß  y  =  f(x)  die  Darstellung 
der  Kurve  in  der  Umgebung  des  regulären  Punktes  0  ist. 
Hier  können  wir  von  allem  diesen  vorläufig  nur  Eines  dartun, 
nämlich  daß  es  höchstens  eine  solche  Reihenentwicklung: 

(5)  y  =  aQ-}-a^xi-  a^x^  ■\- a.^x^  -\ 

geben  kann ,  die  der  Bedingung  jP  =  0  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  genügen  könnte.  Dabei  machen  wir  wieder  davon  Ge- 
brauch, daß,  wenn  eine  solche  Reihe  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  unbedingt  konvergiert,  sie  dort  auch  gliedweise  differen- 
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ziert  werden  darf,  was  wir,  wie  gesagt,   erst   später   beweisen. 
Um  jene  eine  Reihe  (5)  zu  berechnen,  verfahren  wir  so: 
Aus  (2)  folgt: 

F^^=  1  .  2^,0+2  •  3  {Ä,,x  +  A,,y)  +  •  •  -, 
^.,=  1  •  2  Ai  +  2  .  3  {A,,x  .+  A,,y)  +  •  •  •, 
Fyy-  1  •  2A,,^2  .  3  {A,,x  +  ^32/)  +  •  •  •, 
also  für  X  =  Oy  ^  =  0: 

n"i  =  2A«,    n"^=2Au    J^<«  =  2A,. 
Entsprechend  lassen  sich  die  höheren  Ableitungen  von  F  für 
X  =  0  j   y  =  0    durch    die   Koeffizienten   A   leicht   ausdrücken. 
Nach  (5)  muß  andererseits  sein: 

y  =1  'a^  +  2  -a^x  +  S  -  a^x^  +  •  •  • , 
/'=l-2.a, +  2.3.a3a;  +  .--, 


woraus  für  x  =  0  folgt: 

Nun  fordern  wir  zunächst,  daß  die  Funktion  y  von  x  in 
(5)  gleich  Null  für  x  =  0  sei.  Also  ist  a^  =  0  anzunehmen. 
Die  Funktion  (5)  soll  die  Gleichung  F(Xj  y)  =  0  in  der  Um- 
gebung von  X  ^  0  befriedigen.  Dies  ist  jetzt  für  x  =  0  selbst 
der  Fall,  da  F{Oj  0)  =  0  ist.  Aber  durch  vollständige  Difie- 
rentiation  von  F=0  nach  x  ergeben  sich  nacheinander  die 
Gleichungen: 

K..  +  ^K.yV    +  ^Ky,y"  +  FyyyV' 

+  ^iF.y+F„y')y"+Fy=0, 


(T) 


wobei  besonders  beachtet  werden  möge,  daß  jedesmal  die  Ab- 
leitung höchsten  Grades  von  y  mit  Fy  multipliziert  ist.  Indem 
wir  jetzt  x  =  0  annehmen  und  die  Werte  (G)  einsetzen,  er- 
halten wir  eine  Reihe  von  Gleichungen,  von  denen  die  erste  a^, 
die  zweite  außerdem  «g?  ^^^  dritte  noch  a.^  usw.  enthält. 
Denn  es  treten  diese  Größen  wegen  (3)  multipliziert  mit  Aq^, 
1-2^01,  1.2.3^01  usw.  auf.  Weil  Ai  +  ^  nach  (4)  ist, 
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dienen  also  die  Gleichungen  (7)  zur  sukzessiven  eimleutigen 
Berechnung  endlicher  Werte  von  a^,  a^,  a^,  .  .  .. 

Trotzdem  wir  ohne  Beweis  die  gliedweise  Differentiation 
von  unendlichen  Reihen  henutzt  hahen,  haben  wir  doch  das 
Eine  hieraus  erkannt,  daß  es  nur  eine  unendliche  Beihe  (5) 
gehen  kann,  die  der  Bedingung  F{x,  y)  =  0  in  der  Umgebung 
von  X  =  0  genügty  sobald  F^^^  nicht  verschwindet.  Wenn  F^^^  =  0, 
aber  F^^^=^0  ist,  so  können  wir  durch  Vertauschung  der  Rollen, 
die  X  und  y  spielen,  ebenso  einsehen,  daß  es  nur  eine  unend- 
liche Reihe 

geben  kann,  die  der  Bedingung  F(x,  y)  =  0  in  der  Umgebung 
von  y  =  0  genügt. 

Wir  haben  jedoch  nicltt  bewiesen,  daß  diese  unendlichen 
Reihen,  die  in  ihrer  Art  einzig  sind,  wirklich  konvergieren. 
Vielmehr  hat  unsere  Betrachtung  noch  große  Lücken,  die  erst 
später  ausgefüllt  werden  können. 

Daß  wir  0^0=0  und  yQ=0  wählten,  war  natürlich  eine 
Einschränkung  ohne  jede  Bedeutung.  Genau  dieselbe  Über- 
legung wie  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0,  y  =  0  läßt 
sich  in  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  (Xq,  yo)  machen, 
wenn  in  den  gebrauchten  unendlichen  Reihen  überall  x  und  y 
durch  X  —  Xq  und  y  —  y^  ersetzt  werden.  An  eine>'  regulären 
Stelle  (xqj  i/q)  Vönnen  wir  somit  gerade  eine  unendliche  Beihe 
für  y  —  y^  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  Xq  berechnen 
oder,  wenn  Fy  =  0  für  x  =  Xq,  y  =  y^  ist,  eine  unendliche  Beihe 
für  X  —  Xq  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  y  —  y^;  und 
ivir  werden  später  beweisen,  daß  die  gefundene  Beihe  unbedingt 
Jionvergied. 

189.  Reihenentwicklung  an  einer  singulären  Stelle. 

Die  Methode  der  vorigen  Nummer  versagt,  wenn  der  Punkt 
(0,  0)  ein  singulärer  Punkt  der  Kurve  F(x,  «/)  =  0  ist,  d.  h. 
wenn  nicht  nur  F,  sondern  auch  F^  und  F  gleich  Null  für 
X  =  0,  y  =  0  sind.  Dann  nämlich  muß  nach  (3)  in  voriger 
Nummer 

angenommen    werden,    so    daß    die    erste    Gleichung    (7)    für 

[188,  189 
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X  =  0^  2/  =  0  zur  Identität  wird.  Wir  können  also  aus  ihr 
keine  Folgerung  ziehen^  beginnen  vielmehr  mit  der  zweiten 
Gleichung  (7).  Sie  liefert  für  x  =  0,  y  =  0,  da  F^  =  0  ist 
und  die  Werte  (6)  einzusetzen  sind,  die  Gleichung: 

(1)  i^W  ^  2i^W  a,  +  F^')  a,2  =  0, 

d.  h.  eine  quadratische  Gleichung  zur  Berechnung  von,  a^ 

Wir  wollen  vorerst  annehmen,  sie  habe  zwei  reelle  ver- 
schiedene  Wurzeln  a^,  d.  h.  es  sei 

f2)  ir'lO)2_  ^(0)    jp(0)  ^  Q 

\    J  xy  XX        yy  "^ 

und 

i^(o)  ^  0. 
yy    ' 

Ist  übrisfens  jP(^)  =  0,  so  kann  man  statt  einer  ßeihenentwick- 

o  yy  ^ 

lung  von  y  nach  Potenzen  von  x  eine  solche  von  o;  nach 
Potenzen  von  ?/  suchen,  wenn  F'^^'>  =4=  0  ist.     Wenn  wir  also 

^  /  XX       ' 

hier  im  folojenden  F^^'^  -4=  0  voraussetzen,  so  bedeutet  dies  keine 
wesentliche  Beschränkung  der  allgemeineren  Voraussetzung: 
Es  sollen  nicht  beide  Größen  F^^l  und  Ff''^  gleich  Ntdl  sein. 

Wir  erhalten  aus  (1)  zwei  reelle  verschiedene  Werte  von 
a^^  etwa  a^'  und  a/'.  Wenn  wir  nun  die  dritte,  vierte  usw. 
Gleichung  (7)  der  vorigen  Nummer  für  x  =  Oy  p  ==  0  bilden, 
so  sehen  wir,  daß  die  dritte,  da  jetzt  F\^^  =  0  ist,  wegen  der 
Substitutionen  (6)  der  vorigen  Nummer  a^  bestimmt,  die  vierte 
«3  usw.  Denn  die  dabei  auftretenden  Koeffizienten  von  ag, 
«3  usw.  würden  nur  dann  gleich  Null  sein,  wenn  F^^  +  ^yy^ 
für  x  =  0,  y  =  0  gleich  Null,  d.  h.  F^^^l  +  Ff^a^^O  wäre. 
Dann  aber  hätte  unsere  quadratische  Gleichung  (1)  gegen  die 
Voraussetzung  eine  Doppelwurzel. 

Demnach  haben  wir  nunmehr,  da  für  a^  zwei  Werte  a^' 
und  a^''  zu  setzen  sind,  eine  Reihe  von  Gleichungen  vor  uns, 
aus  denen  sich  zwei  Reihen  von  Werten  für  a^,  ag,  a^,  .  .  . 
ergeben,  die  wir  mit  a^,  a^',  a/,  .  .  .  und  mit  a^",  a^",  al\  .  .  . 
bezeichnen  wollen,  so  daß  wir  zu  zwei  Entwicklungen: 

y  =  a^x  4-  a^x^-\-  a^x^^ , 

2/  =  «1  x-\-a^  x^^r  a^x^^ 

gelangen,  die,  in  Fix,  y)  eingesetzt,  die  Forderung  F(Xy  y)  =  0 
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in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  0,  y  =  0  formal  erfüllen.  Es 
läßt  sich^  worauf  wir  hier  nicht  eingehen,  zeigen,  daß  diese 
Entwicklungen  in  der  Umgebung  von  x  =  0  unbedingt  kon- 
vergieren und  also  0ivei  Kurvensiveige  definieren,  die  durch  den 
singulären  Nullpunkt  gehen.  Beide  Kurvenzweige  sind  sicher 
verschieden,  da  a^  =j=  a^'  ist.  Es  liegt  also  jetzt  im  Null- 
punkte ein  Doppelpunkt  der  Kurve  vor.  Man  kann  nämlich 
überdies  zeigen,  —  was  wir  hier  ebenfalls  nicht  tun  wollen  — , 
daß  dies  die  beiden  einzigen  Kurvenzweige  sind,  die  durch  den 
Nullpunkt  gehen. 

Wir  haben  also  rein  formal  und  abgesehen  von  gewissen 
notwendigen  Ergänzungen  erkannt,  daß  ein  Tunkt  {x^j  y^  der 
Kurve  F{x,  y)  =  0  ein  Doppelpunkt  ist,  tcenn  jP,  JP^,  F  für 
X  =  Xq,  y  =  y^  gleich  Null  sind,  dagegen  Fxy  —  F^^F^^  für 
^  =  ^0,  y  =  yo  positiv  ist  und  F^^  und  F^^  für  x  =  x^,  y  =  y^ 
nicht  beide  verschwinden.  Nämlich  das,  was  wir  hier  nur  der 
größeren  Einfachheit  der  Formeln  halber  für  den  Nullpunkt 
ableiteten,  hätten  wir  ebenso  für  irgend  einen  anderen  Punkt 
{Xq,  yo)  der  Kurve  finden  können,  wenn  wir  y  —  y^  nach  Potenzen 
von  X  —  Xq  entwickelt  hätten. 

Wenn  dagegen  F,%  -  F^^F^^^  <:0  für  x  =  Xq,  y  =  y^  ist, 
so  hat  die  quadratische  Gleichung  für  a^  keine  reelle  Wurzel. 
Wir  kommen  alsdann  zwar  auch  zu  zwei  Reihenentwicklungen, 
aber  ihre  Koeffizienten  sind  imaginär.  Es  läßt  sich  zeigen, 
daß  dann  überhaupt  keine  (reellen)  Kurvenzweige  durch  den 
betrachteten  singulären  Punkt  gehen.  Im  Falle  also,  wo  F,  F^ 
und  Fy  an  der  Stelle  {xq,  y^)  gleich  Null  sind,  Fl,j  —  F^^F^y 
ebenda  negativ  ist  und  F^^  und  F^^  nicht  beide  verschwinden, 
ist  der  Punkt  (Xq,  y^)  ein  isolierter  Punkt  der  Kurve  F  =  0. 

Beispiel:   Liegt  die  Kurve 

.    F=^y^-x(x-ay=^0 

vor,  so  ist,  wie  wir  in  Nr.  183  sahen,  F  =  0,  F^=  0,  Fy=0 
nur  für  x  =  a,  y  =  0.  Es  ist  nun  F^^=  Aa  —  6x,  F^y=0^ 
Fyy  =  2,  also  für  den  singulären  Punkt  F^y—  F^xFyy  =  4:a. 
Ist  a  >  0,  so  ist  der  Punkt  folglich  ein  Doppelpunkt;  ist 
a  <  0,  so  ist  er  ein  isolierter  Punkt.  Hierzu  vgl.  Nr.  185,  wo 
a  durch  —  a  ersetzt  worden  war. 
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190.  Fortsetzung  der  Betrachtung  singulärer 
Stellen.  Wir  wollen  jetzt  annelimen,  daß  für  x  =  0,  y  =  ^ 
nicht  nur  I\  F^  und  Fy,  sondern  auch  F^y  —  F^xFyy  =  0  sei. 
Alsdann  hat  die  in  voriger  Nummer  angegebene  quadratische 
Gleichung  (1)  für  a^  eine  Boppelwurzel,  für  die  also  auch 
i^:^y  +  i^i>i  =  0  ist.  Von  den  Gleichungen  (7)  in  Nr.  188 
fällt  die  erste  wieder  weg^  während  die  zweite  für  x  =  0, 
y  =  0  jene  quadratische  Gleichung  für  a^  und  die  dritte  eine 
kubische  Gleichung  für  a^  gibt: 

Im  allgemeinen  wird  die  Doppelwurzel  a^  nicht  auch  diese 
kubische  Gleichung  befriedigen^  d.  h.  es  stellt  sich  der  formalen 
Berechnung  der  EeihenentwicMung  hier  ein  Hindernis  entgegen. 
Es  ist  dies  ein  anderes  Hindernis  als  im  Falle  des  isolierten 
Punktes.  Dort  nämlich  kann  man  immer  noch  Reihenent- 
wicklungen finden,  die  jedoch  imaginär  sind,  während  hier  ein 
direkter  Widerspruch  vorkommt. 

Da  also  keine  Reihenentwicklung  von  y  nach  ganzen  po- 
sitiven Potenzen  von  x  und  ebenso  keine  von  x  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  y  vorhanden  ist,  muß  man  einen  an- 
deren Weg  einschlagen.  Um  dies  zu  erläutern,  wollen  wir  zu- 
nächst das  Achsenkreuz  in  eine  bequemere  Lage  bringen,  indem 
wir  es  um  einen  Winkel  a  drehen.  Sind  x^,  'y^  die  neuen 
rechtwinkligen  Koordinaten,   so   ist  wie   unter  (7)  in  Nr.  171: 

(^1)      x^  =■=  X  cos  a  -{-  y  sin  a,       y^  =  —  x  sin  a  -]-  y  cos  a, 

also : 

x  =  x^  cos  a  —  y^  sin  «,      y  =  ^i  sin  a  -f  ?/i  cos  a. 

Daher  wird  jetzt  F{x,  y),  wenn  diese  Werte  von  x  und  y  ein- 
gesetzt werden,  eine  Funktion  ^{x^,  y^).  Dabei  ergibt  sich 
genau  so,  wie  wir  in  Nr.  179  die  Ableitungen  der  neuen  Funk- 
tion ü  berechneten: 

(2)  ^^^  =  F^  cos  ci  -\-  Fy  sin  «,     0^  =  —  F^  sin  a  +  F^^  cos  «, 

( ^x,x,  =  Kx  ^os^  a  -f  2F^^^  sin  a  cos  a  -{-  F^^y  sin^  a, 

(3)  j  0_^^^^=  — i^^^sinacosc<:+F^^(cos2«  — sin^«)H-i^yySinacos«, 


^^ij/i  ^  -^^^  ^^^^^  ^  —  '^^xy  si"  a  cos  a  -\-  Fyy  cos^  a 
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Aus  (2)  folgt,   daß  für  den  NuUpunkt  Ct^=  ^^^  =  0  wird,   da 
für  ihn  F^=  F,^=0  ist.     Ferner  wird  nach  (3)': 
^J.  y.  -  ^r, ,,  ^,,  ,,  =  F^%  -  i^,,  Fyy, 
also  nach  wie  vor: 

Abet'  wir  können  den  WinM  cc  so  wählen,  daß  außerdem  O'^^^^  =  0 
wird,  wegen  der  ersten  Gleichung  (3). 

Man  sieht  hieraus,  daß  wir  uns  ohne  Beeinträchtigung 
der  Allgemeinheit  auf  den  Fall  beschränken  können,  daß  ins- 
besondere i^j«'  =  0  ist.  Da  für  x  =  0,  y  =  0  der  Ausdruck 
F^y~  F:,^Fyy  vcrschwinden  soll,  so  ist  auch  F^l^  =  0.  Folg- 
lich nimmt  die  in  Nr.  188  unter  (1)  angegebene  Reiheuenl 
wicklung  für  F{x,y)  die  speziellere  Form  an: 

(4)  F{x,y)  =  A,,y^  +  (A,,x^^?,A,,xhj-^^dA,,xy^  +  A,,y^)^-.: 
Welchen  Charakter  nunmehr  der  singulare  Nullpunkt  hat, 
wollen  wir  nur  in  dem  Falle  erschöpfend  untersuchen,  wo 

A2  +  O 
ist,  d.  h.   wo   nicht  alle   Glieder  zweiter  Ordnung  in  der  Ent- 
tvicklung  von  F(x,  y)  verschwinden.    Die  Ergebnisse  faUen  ver- 
schieden aus,  je  nachdem  A^^^  +  0  oder  =  0  ist. 
Fs  sei  zunächst: 

^30  +  0. 

Je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist,  können  wir  x  mit  ^'^ 
oder  -  ^2  bezeichnen.  Wir  setzen  also  x  =  a^-,  wo  s  =  ±1 
sein  darf  Feiner  werde  y  :  x  mit  7;  bezeichnet.  Dies  bedeutet : 
Es  sollen  neue  Veränderliche  |  und  ?/  vermöge  der  Substitution 

(^)  ^  =  ^1-,    y  =  ei'v  (^  =  ±1) 

eingeführt  werden.  Aus  der  Gleichung  F{x,  y)  =  0  wird  dann 
eine  Gleichung  in  |  und  7/,  deren  linke  Seite  nach  dem  Tajlor- 
schen  Satze  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  |  und  rj  in 
der  Umgebung  des  Wertepaares  |  =  0,  r^  =  0  entwickelbar  ist. 
Von  ihr  läßt  sich  der  Faktor  ^^  absondern,  was  geschehen 
darf,  da  ja  J  =  0  nach  (5)  auch  o;  =  0,  ^  =  0  nach  sich  zieht, 
während  wir  nicht  diesen  Nullpunkt,  sondei-n  seine  Umgebung 
betrachten  woUen,  wo  x  und  y  nicht  beide  gleich  NuU  sini 
Es  bleibt  demnach  die  Gleichung: 
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SÄ,,',!'  +  iAo^'  +  3^21 1^  +  3^12  iW  +  A,iW)  + 
siA,,^^*  +  4A,,i'r,  +  ßA,,^W  +  4^A,iW+A.i'v')  +  ■  •  •  =  0 
oder,  wenn  wir  die  Glieder  nach  ihren  Dimensionen  ordnen: 
(6)  iA,,^'  +  ,A,,n')  +  ...  =  0, 

wo  die  Glieder  von  höherer  als  zweiter  Dimension  nur  durch 
Punkte  angedeutet  sind.  Jetzt  liegt  rechnerisch  wieder  der  in 
voriger  Nummer  besprochene  Fall  vor,  indem  an  Stelle  von 

F  =  (Ä,,x'  +  2Ä,,xy  +  A,,y')  +  •  •  •  =  0 
die   neue  Gleichung  (6)   zu   nehmen   ist.     Die  zugehörige  qua- 
dratische Gleichung  für  a^  wird  hier: 

Nach  Voraussetzung  ist  ^3^  4=  0  und  Äq^  +  ^-  Sind  beide 
vom  selben  bzw.  von  verschiedenen  Vorzeichen,  so  ergeben  sich 
daher  für  a^  zwei  verschiedene  reelle  Werte  a/  und  a/',  wenn 
£  =  —  l  bzw.  f  =  +  1  ist.  Dabei  ist  a/'==  —  a^.  Wenn  wir 
also  £  =  +  1  oder  —  1  nach  dieser  Maßgabe  wählen,  so  er- 
kennen wir,  daß  sich  wie  in  voriger  Nummer  in  jedem  Falle 
zwei  Reihen  ergeben: 

7]  =  a^'  Ü-  a^  |2  ■\-  a.^l^-\ , 

ri  =  a^'l  -f  a^'l^  +  a{l^  H , 

wobei  a/'  =  — a/  ist.    Nach  (5)  gibt  es  also  in  der  Umgebung 

des  Nullpunktes  zwei  Darstellungen: 

X  =  £|^     y  =  ii\a;  l  +  «;  r  +  %'  I''  +  •  ■  •) 
und 

x  =  ,i\  2/  =  *rK"i + <'i^ + <r'  +  •  •  •) 

der  Kurve  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  5,  daher  zwei 
Kurvenzweige.  Da  e  den  bestimmten  Wert  -\- 1  oder  —  1  be- 
deutet, ist  X  entweder  für  beide  Zweige  positiv  oder  für  beide 
negativ.     Ferner  wird  beim  ersten  Zweige: 

%  =  t:^  =  a/i  +  a;i^  + . .  •  +  u{< + 2«;i +•••), 

also  für  1  =  0  auch  dy  :  dx  ==  0,  ebenso  beim  zweiten  Zweige 
Beide  Zweige  berühren  daher  im  Nullpunkte  die  r:«;- Achse  und 
zwar  die  positive,  wenn  £  =  -j-  1  ist,  dagegen  die  negative, 
wenn  a  =  —  1  ist.  Wir  setzen  natürlich  immer  den  noch  un- 
bewiesenen Umstand  voraus,  daß  die  gefundenen  Reihen  gültige 
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Taylorsche  Entwicklungen  seien.  Sie  haben  nach  Satz  22  in 
Nr.  115  für  hinreichend  kleines  |||  dasselbe  Vorzeichen  wie 
ihre  ersten  Glieder  fa/|^  und  sa^'^^.  Da  «/'=  —  «/  ist,  so 
folgt,  daß  die  beiden  Kurvenzweige  im  FaUe  £  =  +  1  im  Null- 
punkte die  positive  ^-Achse  auf  verschiedenen  Seiten  berühren 
und  im  FaUe  £  =  —  1  ebenso  die  negative  a;-Achse.  Es  liegt 
daher  eine  Spitze  vor  wie  in  Nr.  184.  Man  nennt  einen  der- 
artigen Punkt  aus  einleuchtendem  Grunde  auch  einen  Rück- 
kehrpunkt 

Wir  hetr achten  jetzt  den  Fall: 

^30  =  0 

und  woUen  neue  Veränderliche  |  und  ri  vermöge: 

(7)  ^  =  1,     ij  =  U 

einführen,   so  daß  die  Gleichung  (4),   aus  der  sicli  J^  forthebt, 

lautet: 

oder,  wenn  wir  nur  die  Glieder  von  der  niedrigsten,  nämlich 
zweiten,  Dimension  wirklich  angeben: 

Wie  man  sieht,  liegt  jetzt  rechnerisch  wieder  der  Fall  von 
Nr.  189  vor.    Wir  schließen  daher:    Ist 

9^^\  -  4^2^40  <  0, 

so  gibt  es  keine  reellen,  sondern  nur  imaginäre  Entwicklungen 
von  7]  nach  Potenzen  von  |  (oder  umgekehrt).    Der  Nullpunkt 
wird  daher  ein  isolierter  Kurvenpunkt  sein. 
Ist  dagegen 

und  Aq^  4=  0,  so  gibt  es  zwei  verschiedene  Entwicklungen  von 
1]  nach  Potenzen  von  |,  so  daß  wegen  (7)  zwei  Kurvenzweige 
hervorgehen: 

y  =  x{a^  X  -\-  a^'  x^  +  a^'  x^  +  ••'), 


[y  =  x{a^  X  -f  CI2  ^  +  %  ^   +  •  •  0^ 

wobei  «/  4=  ö^i '  ist.  Wenn  aber  Aq2  =  0,  dagegen  ä^q  =|=  0 
ist,  so  gibt  es  zwei  verschiedene  Entwicklungen  von  |  nach 
Potenzen   von  7^,  so  daß  wegen  (7)  wieder  zwei  Kurvenzweige 
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hervorgehen,  die  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  rj  so  dar- 
gestellt werden: 

ix  ^a^'  rj  +  a^'  rj^  +  •■  -,       y  =  Yi{a^  rj  +  a/  ^^  +  •  •  •) 
und: 
x  =  a^'[rj-\-  a^'rj^-] ,       V  =  rj{a^' rj -{- a.^" rj^ -] ). 

Im  Falle  (8)  liefert  x  =  0  für  beide  Zweige  y  =  0  und  auch 
dy  :  dx  =  0.  Da  x  positiv  oder  negativ  sein  kann,  so  besteht 
die  Kurve  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  aus  zwei  Zweigen, 
die  im  Nullpunkte  die  :i"- Achse  berühren,  aber  dort  nicJit  ihr 
Ende  haben.  Es  liegt  daher  eine  Stelle  vor,  an  der  die  Kurve 
sich  selbst  berührt^  aber  keine  Spitze  hat. 

Im  Falle  (9)  ergibt  sich  derselbe  Charakter  des  Null- 
punktes, da  dann  bei  beiden  Zweigen  für  rj  ~  0  sowohl  x  und 
y  als  auch  dy  :  dx  gleich  Null  wird.  Der  Fall,  daß  A^^  und 
Ä^Q  beide  gleich  Null  sind,  ist  beiseite  gelassen  worden; 
ebenso  wollen  wir  auf  den  Fall  9  J^^^  --  4^q2^4o  ="  ^  nicht 
näher  eingehen.  Man  hat  in  diesen  Fällen  weitergehende 
Untersuchungen  anzustellen.  Z.  B.  gehört  hierher  die  in  Nr.  186 
aufgetretene  Schnabelspitse. 

191.  Allgemeine  Bemerkungen  über  singulare 
Stellen.  In  Nr.  188  haben  wir,  um  auf  wenigstens  einiger- 
maßen sicherem  Grunde  genauere  Untersuchungen  über  singu- 
lare Stellen  durchführen  zu  können,  über  die  Funktion  F(Xjy), 
durch  deren  Nullsetzen  eine  Kurve  definiert  wird,  ziemlich  be- 
schränkende Voraussetzungen  gemacht.  Die  Gleichungen  der 
Tangente  und  Normale  unter  (4)  in  Nr.  169  sind  aber,  wie 
wir  schon  in  Nr.  187  hervorhoben,  stets  nichtssagend,  sobald 
für  einen  Kurvenpunkt  F^  und  F    beide   gleich  Null   werden. 

Wir  sagen  daher  jetzt  allgemeiner: 

Ist  F{x,y)  innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches 
für  X  und  y  definiert  und  stetig  und  sind  F^  und  F  innerhalb 
dieses  Bereiches  vorhanden,  so  soll  ein  PunM  (x,  y)  der  Kurve 
F{^y  y)  =  ^  ^^^  dcinn  regulär  heißen,  wenn  für  ihn  F^  und  Fy 
nicht  alle  beide  gleich  Null  sind.  Andernfalls  heißt  er  singidär. 
Wenn  wir  später  Betrachtungen  für  die  Umgebung  eines 
Kurvenpunktes  {x,  y)  anstellen,  so  soll  dabei  immer  ein  regu- 
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lärer  Punkt  ins  Auge  gefaßt  sein,  wenn  nicht  ausdrücklich 
anderes  gesagt  wird. 

Ist  y  =  f(x)  die  Kurvengleichung  und  die  Funktion  f{x) 
in  einem  Bereiche  für  x  stetig  und  differenzierbar,  so  ist  die 
Kurve  dort  überall  regulär,  wie  schon  in  Nr.  187  betont  wurde. 

Wird  die  Kurve  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  dar- 
gestellt  in   der   Form: 

(1)  x  =  (p{t),     y==rp{t) 

und  sind  (p{t)  und  i){t)  innerhalb  eines  Bereiches  für  t  stetig 
und  differenzierbar,  so  können  singulare  Stellen  verschieden 
charakterisiert  sein:  Denn  wenn  wir  die  Kurve  in  der  Form 
y=.f{x)  darstellen  wollen,  so  müssen  wir,  vgl.  Nr.  168,  zu- 
nächst t  als  Funktion  von  x  gewinnen.  Aber  zu  allen  Werten 
von  t  innerhalb  eines  Intervalles  a<J<ß  köunen  solche  Werte 
von  X  vermöge  x  ^  (p{t)  gehören,  die  ein  Intervall  a  <  x  <.^) 
derart  erfüllen,  daß  z.  B.  zu  jedem  x  im  Intervalle  a  <x  <b 
insgesamt  n  Werte  von  t  im  Intervalle  a  <t  <  ß  gehören. 
Es  gibt  dann  n  zu  x  =  (p(t)  inverse  Funktionen  t=  ^{oc),  so 
daß  y  =  ilj{0ix))  insgesamt  n  Kurvenzweige  darstellt,  wenn  x 
von  a  bis  h  wächst.  Daher  kann  es  sehr  wohl  sein,  daß  meh- 
rere dieser  Kurven  einander  schneiden,  wodurch  Doppelpunkte 
oder  mehrfache  Punkte  hervorgehen. 

Mithin  ist,  sobald  wir  die  gesamte  durch  (1)  definierte 
Kurve  betrachten,  ein  Punkt  (Xq,  y^  singulär,  wenn  die  Funk- 
tionen X  und  y  für  mindestens  zwei  verschiedene  Werte  t^  und 
t^  dieselben  Werte  x^  und  y^  annehmen.  Wenn  wir  uns  als- 
dann aber  auf  Werte  von  t  in  der  Umgebung  von  t^  be- 
schränken, so  verliert  ein  solcher  Punkt  seinen  singulären 
Charakter,  so  daß  derartige  Singidaritäten  nicht  vorl'ommen,  so- 
bald tvir  ims  auf  ein  hinreichend  kleines  Intervall  von  Werten 
der  HiJfsverändcrlichen  t  beschränken.  In  der  Tat  gelang  uns 
ja  die  Diskussion  einiger  singulärer  Stellen  in  den  letzten 
Nummern  durch  Einführung  einer  Hilfsveränderlichen  |  oder  ty, 
wodurch  es  uns  möglich  wurde,  die  durch  einen  singulären 
Punkt  gehenden  Kurvenzweige  voneinander  rechnerisch  zu 
trennen. 

Aber   die  Kurve  (1)   kann   noch   andere   singulare  Punkte 
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haben:  Wenn  zu  den  Werten  von  t  innerhalb  eines  Intervalles 
a<Ct<Cß  solche  Werte  von  x  gehören,  die  innerhalb  des  Inter- 
valles a  <C  X  <ih  liegen  und  dies  Intervall  nur  einfach  erfüllen, 
so  gibt  es  zwar  nur  eine  zu  x  =  (p(t)  inverse  Funktion  ^=  ^(x)y 
so  daß  wir  zur  Darstellung  y  =  -ilj{0{x))  gelangen  können, 
jedoch  muß  dabei  von  solchen  Werten  von  t  abgesehen  werden, 
für  die  cp' (t)  =  0  ist,  weil  dort  der  Differentialquotient  von 
0(x)  nach  Satz  18  in  Nr.  37  unstetig  wird.  Immerhin  kann 
man  diesen  Ausnahmefall  vermeiden,  wenn  für  den  betreffenden 
Wert  von  t  nicht  auch  ^'(0  =  ^  ^^^y  ^^^^  ^^^  alsdann  t  als 
die  zu  y  =  t  (0  iü'^erse  Funktion  t  =  W  (y)  auffassen  und  in 
x  =  (p(t)  einsetzen  kann,  so  daß  man  zu  einer  nach  x  auf- 
gelösten Kurvengleichung  x  =  (p(  ^F{y))  gelangt,  indem  nur  die 
Rolle  der  beiden  Koordinaten  x  und  y  vertauscht  werden. 
Das  geht  jedoch  nicht  mehr,  wenn  für  ein  und  denselben  Wert 
von  t  sowohl  cp'(f)  als  auch  ip\t)  gleich  Null  ist. 

Wir  wollen  daher  annehmen,  für  1  =  1^  sei  9?'(^o)  ^  ^  ^^^^ 
t^t^)  =  0.  Wir  setzen  g)  (ßo)  =  Xq  und  ^(^o)  =  2/o-  Ferner 
mögen  cpif),  t  (f)  nebst  ihren  Ableitungen  erster,  zweiter  und 
dritter  Ordnung  in  der  Umgebung  von  1  =  1^  bestimmte  end- 
liche Werte  haben.  Nach  Satz  19  in  Nr.  112  ist  dann  für 
hinreichend  kleines  \h\: 

wobei  die  Reste  B^  und  S^  nach  Satz  22  in  Nr.  115  ohne 
Einfluß  auf  die  Vorzeichen  von 

x-x^=  (p'\t^)  y  +  /i^3 ,      y-yo-=  ¥\t^  -2  H-  S^ 

sind,  wenn  wir  noch  (p"{t^=^0  und  ^/'(^q)=|=0  annehmen.  Da- 
her hat  X  —  Xq  für  positives  und  negatives  h  in  der  Umgebung 
von  h  =  0  dasselbe  Zeichen  wie  cp"  (^q)  und  ebenso  y  —  y^  das- 
selbe wie  ^"{t^j  d.  h.  die  Kurvenpunkte,  die  sich  für  t^t^, 
und  diejenigen,  die  sich  für  ^  <  ^o  i^  ^^^  Umgebung  von  (xq,  y^) 
ergeben,  liegen  alle  in  ein  und  demselben  von  den  vier  rechten 
Winkeln,  die  bestimmt  werden,  wenn  man  durch  den  Punkt 
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(Xqj  yo)  die  Parallelen  zu  den  Achsen  legt.    Außerdem   ist  für 
positives  und  negatives  h: 

Ziehen  wir  durch  den  Punkt  (^o?  ^o)  ^i®  Gerade,  deren  Winkel  r 
mit  der  .r- Achse  durch 

^  qp  (*o) 
gegeben  ist,  so  verlassen  also  die  beiden  Kurvenzweige,  die 
für  ^  <  ^0  ^^"^  ^  >  ^0  hervorgehen,  den  Punkt  (Xq,  yo)  in  der 
Weise,  daß  sie  dort  diese  Gerade  nach  derselben  Richtung  vom 
Punkte  (Aq,  Pq)  aus  berühren,  d.  h.  die  Kurve  hat  im  Punkte 
(a^o,  y^)  eine  Spitze.  Noch  höhere  Singularitäten  ergeben  sich, 
wenn  (p"(t^  und  il^"(t^  verschwindet. 

Hiernach  sind  diejenigen  PunMc  der  Kurve  x  =  cp(t)j 
y  =  f  (f),  für  die  soivohl  qp'(t)  als  aitch  fp\t)  gleich  Null  ist, 
als  singtdär  zu  bezeichnen.  In  der  Tat  werden  auch  die  Glei- 
chungen der  Tangente  und  der  Normale,  die  in  Nr.  169  unter 
(7)  angegeben  sind,  für  solche  Punkte  nichtssagend. 


§  4.  DifFereutialqiiotient  der  Fläche  und  der  Bogenlänge. 

192.   Der  Flächeninhalt  bei  einer  ebenen  Kurve. 

Das  Bild  der  Funktion 

y  =  f{^) 
sei  eine  Kurve,  die  innerhalb  eines  Intervalles  positive  Ordinaten 
habe.     Siehe  Fig.  36.     Wir  errichten  eine  bestimmte  Ordinate 
AC  und  die  zu  einer  veränderlichen  Abszisse 
x=  OP  {>  OÄ)   gehörige  Ordinate  y  =  P  M. 
Beide  Ordinaten  schließen  zusammen  mit  der 
Abszissenachse  und  der  Kurve  ein  Flächenstück 
AP  MC  ein.     Wenn    wir    als   Flächeneinheit 
das   Quadrat  wählen,    dessen   Seitenlänge   die 
Längeneinheit  ist,  so  wird  dieses  Flächenstück 
APMCj    gemessen    mit    der    Flächeneinheit,  Fig.  36. 

eine  gewisse  Größe  u  haben.     Über   die   Art, 
wie  man  die  Fläche  AP  MC  ausmessen  kann,  werden  wir  erst 
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ioi  zweiten  Bande  sprechen.  Wir  begnügen  uns  hier  damit, 
daß  die  Fläche  u  geometrisch  definiert  ist. 

Ändert  sich  die  Abszisse  x  =  OP,  so  ändert  sich  auch 
der  Flächeninhalt  u.  Zu  jedem  Werte  von  x  gehört  ein  Wert 
von  Uy  wenigstens  solange  x  innerhalb  eines  gewissen  Inter- 
valles  bleibt.    Also  ist  die  Fläche  u  eine  Funktion  der  Abszisse  x. 

Lassen  wir  die  Abszisse  x  um  zfx  =  PP^  wachsen,  so 
erfährt  die  Fläche  u  eine  Zunahme  zfu.  Wenn  P^M^  die 
Ordinate  ist,  die  zu  ^  +  zlx  gehört,  so  bedeutet  /In  die  Fläche, 
die  zwischen  PM,  P^M^,  der  Abszissenachse  und  der  Kurve 
liegt.  Nehmen  wir  zunächst  an,  daß  die  Kurve  von  M  bis 
M-^  beständig  steige  oder  falle,  so  liegt  die  Fläche  /lu  zwischen 
den  Flächen  zweier  Rechtecke,  die  sich  ergeben,  wenn  wir 
durch  M  und  M^  die  Parallelen  MJ  und  KM^  zur  Abszissen- 
achse ziehen,  nämlich  zwischen  den  Flächen  der  Rechtecke 
PP^JM  und  PP,M,K: 

PP^JM^PP^M^M^PP.M^K.. 

Hierbei  gelten  wie  auch  nachher  die  oberen  oder  unteren 
Zeichen,  je  nachdem  die  Kurve  von  M  bis  M^  beständig 
steigt  oder  fällt.  Nun  ist  PiM^  die  zu  x  -{-  zJ x  gehörige 
Ordinate,  also  gleich  y  +  ziy.     Daher  kommt: 

yzJx  ^  zfu  >  (^  +  /ly)  /ix. 

Solche  Ungleichungen  bestehen  auch,  wenn  wir  mit  Ax  divi- 
dieren; nur  hat  man,  wenn  /ix  negativ  angenommen  wird, 
>  mit  <  zu  vertauschen.     In  jedem  Falle  wird  also: 

y<j^<y  +  ^y     ^der     y>^^>y+Ay. 

Ist  y  =  f(x)  eine  stetige  Funktion,  so  wird  lim  zJy  =  0  für 
lim  Ax  =  0.  Also  ergibt  sich  für  lim  Ax  =  0  nach  Satz  34 
in  Nr.  25,  daß  der  Bifferenzenquotient  Au :  Ax  einen  be- 
stimmten endlichen  Grenzwert  hat,  der  daher  der  Differential- 
quotient der  Fläche  u  nach  der  unabhängigen  Veränderlichen  x 
ist  (vgl.  Nr.  32): 

Diese  Formel  ist  unter  der  Voraussetzung  bewiesen  worden, 
daß  die  Kurve  von  M  bis  M^  beständig  steige  oder  beständig 
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falle,  so  daß  von  M  bis  JSl^  eine  der  beiden  Endordinaten  FM 
und  Piil/j  die  größte  und  die  andere  die  kleinste  ist.  Diese 
Voraussetzung  kann  fallen  gelassen  werden,  denn  die  Beweis- 
führung gilt  auch,  wenn  die  kleinste  und  die  größte  Ordinate 
von  M  bis  M^  irgendwo  zwischen  P31  und  P^M^  liegen. 
Ist  nämlich  li  der  kleinste  und  g  der  größte  Wert,  den  y  in 
dem  Intervalle  von  x  Vis  x  -\-  Ax   annimmt,   so   wird    wieder: 

]xAx^/in,^g/lx^ 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  gelten,  je  nachdem  /ix 
positiv  oder  negativ  ist.  Hieraus  folgt  durch  Division  mit  /Ix, 
weil  dann  >  mit  <  zu  vertauschen  ist,  sobald  /ix  negativ 
gewählt  wird,  in  jedem  Falle: 

oder,  was  dasselbe  ist:  - 

Außerdem  ist  im  Intervalle  von  :r  bis  a;  +  /ix\ 

Für  lim  /ix  =  0  wird  g  —  /r,  weil  y  =  f(x)  stetig  ist,  zu  Null 
und  folglich  lim  k  =  y .     Also  kommt  wie  vorhin: 

du  ^.  s. 

Satz  11:  Ist  die  Funktion  f(x)  stetig  und  positiv  in  dem 
Intervalle  von  Xq  bis  x  (>  Xq)  nnd  bedeutet  u  den  Inhalt  desjenigen 
FläcJienstückeSy  das  von  der  Äbssissenachsey  von  den  zu  Xq  und  x 
gehörigen  Ordinaten  und  von  der  Kurve  y  =  fix)  begrenzt  wird, 
so  ist  u  eine  solche  Funktion  der  veränderlichen  Abszisse  x, 
deren  Ableitung  gleich  der  Ordinate  f[x)  ist: 

du      ^.  s 

Wir  machen  darauf  aufmerksam,  daß  wir  nur  die  Stetig- 
keit von  f{x)  vorausgesetzt  haben,  nicht  die  Differenzierbarkeit, 
daß  also  der  Kurvenbegriff  hier  in  weiterem  Sinne  als  in 
Nr.  167  genommen  werden   darf. 

193.  Die  Bogenlänge  einer  ebenen  Kurve.  Der  in 
voriger    Nummer    betrachteten    Kurve    kommt    von    C    bis  M 
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eine  gewisse  Bogenlänge  s  zu.  Ohne  hier  auf  die  exakte  De- 
finition dieses  Begriffes  einzugehen,  die  erst  der  zweite  Band 
bringen  soll,  können  wir  uns  doch  folgendes  vorstellen: 

Es  sei  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  der  vorigen 
Nummer  und  der  Fig.  36  von  C  his  M  längs  der  Kurve  ein 
unausdehnbarer  Faden  hingelegt.  Alsdann  werde  er  abge- 
nommen, gerade  gespannt  und  mittels  der  Längeneinheit  des 
Koordinatensystems  abgemessen,  wodurch  die  Bogenlänge  s 
von  C  bis  M  hervorgeht,  Bei  dieser  Vorstellung  setzen  wir 
unbewiesen  voraus,  daß  die  Länge  endlich  sei.  Außerdem  sind 
die  Begriffe  der  Biegsamkeit  und  Unausdehnbarkeit  nicht  de- 
finiert. 

Der  Punkt  C  habe  die  Abszisse  Xq  =  OA  und  sei  fest 
gewählt.  Dagegen  habe  der  Endpunkt  M  eine  beliebige  Lage 
auf  der  Kurve,  seine  Abszisse  OP  =  x  sei  also  veränderlich. 
Alsdann  ist  s  eine  Funktion  von  x.  Nehmen  wir  ihre  Existenz 
ohne  weiteres  an,  so  können  wir  schon  jetzt  beweisen,  daß  sie 
eine  Ableitung  hat,  und  können  diese  Ableitung  berechnen. 
Es  wachse  nämlich  x  wie  in  voriger  Nummer  um  zfx,  wo- 
bei s  um  z/s  wachse.  Dann  bedeutet  z/s  den  Bogen  MM^. 
Wir  wollen  s  positiv  rechnen  im  Sinne  tvachsender  Abszissen, 
so  daß  z/s  mit  zfx  positiv  ist.  Es  ist  nun  die  Sehne  MM^ 
gleich :  ^      __ 

YMj^^fJMf    oder    yJx^^'Jy^ 

Rechnen  wir  auch  die  Sehne  MM^  mit  zJx  positiv,  so  wird: 

Sehne  MM,  =  z^rr]/l  +  {^)\ 
und  diese  Quadratwurzel  muß  positiv  sein.     Daher  ist: 


Sehne  MM,  _  Sehne  MM,  ^  -i /.         /Jy\^ 

Nun  haben  wir: 

Js  __  Bogen  MM,  __  Bogen  MM^    Sehne  MM,  _  Bogen  MM,  -\L       fÄy\^ 
~Ä~x  ~        TfjT^    ~"  Sehne  MM,  MJ        ~  ^e\a^eMM,  V     "^  U  W  ' 

Im  zweiten  Bande  werden  wir  zeigen,  daß  das  Verhältnis  des 
Bogen s  MM,  zur  Sehne  MM,  für  lim  z/o;  =  0  den  Grenzwert 
Eins  hat.     Also  kommt: 
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lim   -f  =  lim  l/l  +  (^)\ 
folglich : 

falls  y  =  fix)  eine  Ableitung  hat.  Der  Satz,  nach  dem  der 
Grenzwert  aus  dem  Verhältnisse  des  Bogens  zur  Sehne  gleich 
Eins  ist,  wird  im  zweiten  Bande  unter  der  Voraussetzung  be- 
wiesen werden,  daß  y  =  f{x)  in  der  Umgebung  der  betrachteten 
Stelle  X  stetig  ist  und  eine  stetige  Ableitung  hat.  Unter  dieser 
Voraussetzung  also  stellt  (1)  die  Ableitung  der  Bogenlänge  s 
nach  der  Abszisse  x  vor,  und  zwar  ist  dabei,  falls  s  mit  x 
wachsend  definiert  wird,  die  Quadratuurzel  positiv.  Für  das 
Differential  ds  der  Bogenlänge  gilt  die  Formel 


(2)  ds  =  Ydx'  +  dy\ 

Man  nennt  dies  Differential  auch  das  Bogenelement. 

Wird  die  Kurve  in  der  Form  x  =  (p(t)f  y  -=  ip(t)  gegeben, 
so  ist  daher,  falls  q)(t)  und  ip(t)  in  der  Umgebung  der  betrach- 
teten Stelle  t  stetig  sind  und  stetige  Differentialquotieuten 
haben,  aber  Stellen  vermieden  werden,  wo  q)' (t)  und  t'{t) 
beide  gleich  Null  sind  (vgl.  Nr.  191): 


(3)  ds  =  y(p'{ty  +  t\tydt. 

Da  wir  es  aber  nach  Nr.  169  vorziehen,  die  Kurve  im  Sinne 
wachsender  Werte  von  t  zu  durchlaufen,  so  rechnen  wir  s  als- 
dann wachsend  mit  wachsendem  t.  Infolge  davon  muß  die 
Quadratwurzel  in  (3)  positiv  gewählt  werden.  Der  Differential- 
quotient der  Bogenlänge  hat  mithin  den  Wert 


(4)  "i.-Vv'ity+t'ity 

mit  positiver  Quadratwurzel. 

194.  Die  Bogenlänge  als  unabhängige  Veränder- 
liche. Formeln,  die  sich  auf  die  Theorie  der  ebenen  Kurven 
beziehen,  werden  häufig  besonders  einfach,  wenn  die  Bogen- 
länge s  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt  wird. 

Nach  (4)  in  voriger  Nummer  ist,  wenn  t  die  Bogenlänge 
s  selbst  bedeuten  soll,  (p'(ty  +  ip'(tf  =  1.     Wenn  also 
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eine  Darstellung  der  Kurve  mit  Hilfe   der  Bogenlänge  s  be- 
deutet, so  ist  für  beliebiges  s: 

Nach   (5)   in   Nr.  169    ergibt    sich    dann    für    den    Tangenten- 
winkel t: 

/-i\  .  dy  dx 

§  5.    Krümmung  der  ebenen  Kurven. 

195.  Das  Krümmungsmaß.  Es  sei  die  Bildkurve  der 
Funktion 

y  =  /"  W 
vorgelegt;     die    Funktion    f{x)    sei    nebst    ihrem    ersten    und 
zweiten  Differentialquotienten   in   dem   zu  betrachtenden  Inter- 
valle  überall   stetig.     Ist  M  oder  {x^y)  ein  Punkt  der  Kurve, 

die  nach  Nr.  169  im  Sinne  wachsen- 
der Abszissen  durchlaufen  wird,  und 
bedeutet  x  den  zugehörigen  Tangen- 
tenwinkel, siehe  Fig.  37,  so  wird  sich 
r  ändern,  wenn  M  auf  der  Kurve 
fortwandert.  Gelangt  M  nach  M^, 
indem  die  Abszisse  um  zlx  wächst, 
j,.    3^  so    gehöre     zu    M^    der    Tangenten- 

winkel T  -\-  z/r.  Alsdann  gibt  z/t 
den  Richtungsunterschied  zwischen  der  neuen  und  der  alten 
Tangente  an.  Er  hat  sich  dadurch  herausgestellt,  daß  M  eine 
gewisse  Bogenlänge  z/s  bis  M^  zurückgelegt  hat.  Der  Bruch 
z/t  :  z/s  heißt  die  mittlere  oder  durchschnittliche  Krümmung  des 
Kurvenstückes  von  M  bis  M^.  Hätte  ein  Punkt  dasselbe 
Kurvenstück  rückwärts  durchlaufen,  so  wäre  zis  negativ,  abei- 
auch  z/t  hätte  das  Zeichen  gewechselt.  Es  hätte  sich  also 
derselbe  Wert  für  die  mittlere  Krümmung  ergeben. 

Wenn  sich  die  Tangenten  t  von  M  und  t^  von  M^  in  S 
schneiden,  so  ist  hier  <^  {tj  t^)  =  z/t.  In  der  Figur  haben  wii*  z/t 
positiv  gewählt;  man  erkennt  aber,  daß  z/t  positiv  oder  negativ 
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wird,  je   naclidein   die  Kurve   von  unten  gesehen  konvex  oder 
konkav  ist. 

Wenn  der  Punkt  il/j  immer  näher  bei  M  gewählt  wird, 
so  läßt  sich  zeigen,  daß  die  mittlere  Krümmung  z/r  :  z/s  einem 
Grenzwerte  zustrebt.     Es  ist  nämlich 

Jt  Ax  Sehne  MM^ 

~Äs  ~  Sehne^ilfi  '  Bogen  MM^  ^ 

wobei  die  Sehne  MM^  nach  Nr.  193  gleich 


Ax 


yi+ey 


und  die  Quadratwurzel  positiv  ist.  Wir  benutzen  wieder  den  in 
Nr.  193  erwähnten  Satz,  wonach  der  Grenzwert  des  Verhältnisses 
der  Sehne  zum  Bogen  gleich  Eins  ist.     Daraus  folgt  jetzt: 


,.       Ax        T  Ax 

lim  —  =  lim 

A  X 


Wegen  t  =  arc  tg  y    (vgl.  (1)  in  Nr.  169)  ist  aber: 

..        Ax        d  arc  tg  y  y" 

^L^o^~        dx        ""1  +  2/'** 

Außerdem  hat  Ay  :  zJx  den  Grenzwert  y.    Mithin  hat  z/t  :  z/s 
den  Grenzwert: 

^^  ds    yr+7"''' 

wo  die   Wurzel  positiv  ist 

Dieser  Grenzwert  dx'.ds  der  mittleren  Krümmung  /1t\/Is^ 
der  also  hervorgeht,  wenn  M^  immer  näher  an  M  heranrückt, 
ist  die  mittlere  Krümmung  des  zur  Grenze  Null  strebenden 
Kurvenbogens  MM^  und  heißt  das  Krümmungsmaß  oder  die 
Kriimmung  der  Kurve  im  Fmikte  M.  Das  Differential  dt  des 
Tangentenwinkels  heißt  der  Kontingenzwinkel,  so  daß  wir  nach 
(1)  sagen  können:  Die  Krümmung  ist  der  Quotient  von  Kon- 
tingen ßwinl'el  und  Bogenelement.  Sie  hat  das  Plus-  oder  Minus- 
zeichen,  je  nachdem  y"  >  0  oder  <  0  ist,  d.  h.  je  nachdem  die 
Kurve  an  der  betreffenden  Stelle  M  von  unten  gesehen  Jconvex 
oder  lionhiv  ist,  vgl.  Satz  6  in  Nr.  173.  An  einer  Stelle,  wo 
y"  =  0  ist,  d.  h.  in  einem  eigentlichen  oder  uneigentlichen 
Wendepmikte  (vgl.  Nr.  172),   wird  die  Krümmung  gleich  Null. 
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Will  man  sich  die  Wahl  der  unabhängigen  Veränderlichen 
noch  vorbehalten ;  so  wird  man  in  (1)  die  Differentiale  erster 
und  zweiter  Ordnung  von  dx  und  dy  einführen,  indem  man 
y'dx  durch  das  Differential  von  dy :  dx  ersetzt,  vgl.  (7)  in 
Nr.  93.     Es  ergibt  sich  so  statt  (1): 

/f)«.  dx dxd^y — dyd^x 

Wenn  die  Kurve  im  Sinne  der  wachsenden  Werte  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  positiv  gerechnet,  dementsprechend 
T  wie  in  Nr.  169  gemessen  und  s  auch  wachsend  mit  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  gerechnet  wird,  so  ist  die  Wurzel 
positiv  zu  nehmen. 

Wird  z.  B.  die  Bogenlänge  s  selbst  als  die  unabhängige 
Veränderliche  gewählt,  so  kommt  nach  (2)  in  Nr.  193: 

,o\  dr dxd^y  —  dyd^x 

^^j  __  _  __ 

Das  Krümmungsmaß  dt  :  ds  ist  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  der  Tangentenwinkel  r  mit  wachsendem  s  zu-  oder 
abnimmt,  d.  h.  je  nachdem  die  Kurve  heim  Durchlaufen  im 
Sinne  wachsender  Werte  von  s  nach  linhs  oder  rechts  herumgeht. 

196.   Die  ebenen  Kurven  konstanter  Krümmung. 

Hat  die  Kurve  eine  konstante  Krümmung  /v,  so  ist  dt :  ds  ^  h, 
also,  wenn  k  zunächst  von  Null  verschieden  angenommen  wird, 
ds  =  dt :  k,  so  daß  aus  (1)  in  Nr.  194  folgt: 


oder: 


dx  =  ,7  cos  tdty     dy  =  ,   sin  tdt 

iC  IC 


,  ,  sin  t  -7  T  —  cos  r 

dx  =  d  —j^ ,  dy  ==  a 


Nach  Satz  5  in  Nr.  29  ist  also,  wenn  a  und  h  Konstanten  be- 
deuten: 

sin  r  ^  cos  t 

x  —  a  =  -^,     y  —  l  =  - 

woraus  folgt: 


k    '     ^       ^  k    ^ 


(x~af  +  (y-hy===^- 

Es  ergibt  sich  somit  ein  Kreis,  der  den  reziproken  Wert  der 
konstanten  Krümmung  zum  Radius  hat. 
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Wenn  die  konstante  Krümmung  Iz  gleich  Null  ist,  so  folgt 
aus  dt :  ds  =  h,  daß  dt  =  0,  also  t  =  arc  tg  ?/'=  konst.^  daher 
y'=  konst.,  etwa  y  ==  a,  mithin  nach  Satz  5,  Nr.  29,  y  —  ax 
=  konst.,  folglich: 

y  =  ax  -\-h 

wird.     Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  Geraden. 

Sats  12:  Die  Kreise  und  die  Geraden  sind  die  einzigen 
ebenen  Kurven  lionstanter  Kriimmung,  insbesondere  die  Geraden 
diejenigen  von  der  Krümmung  Null. 


Fig.  38  b. 


Daß  jeder  Kreis  eine  konstante  Krümmung  hat^  erhellt 
auch  geometrisch.  Für  ein  Bogenstück  MM^  eines  Kreises 
um  C  mit  dem  Radius  R,  siehe  Fig.  38a,  wird  nämlich  z/t 
gleich  dem  Zentriwinkel  MCM^.  Dieser  aber  ist  gleich  dem 
Bogen  zls  oder  MM^,  dividiert  mit  dem  Radius  B.  Daher 
ist  z/r  :  z/s  =  1  :  i?,  d.  h.  auf  dem  Kreise  ist  überhaupt  schon 
die  mittlere  Krümmung  konstant,  um  so  mehr  also  das  Krüm- 
mungsmaß als  ihr  Grenzwert.  Aber  wenn  man  ein  Kreisstück 
im  Sinne  wachsender  Abszissen  durchläuft,  so  muß  zwischen 
der  oberen  und  unteren  Kreishälfte  unterschieden  werden.  Man 
ziehe  zur  Vergleichung  die  Fig.  38  b  heran.  In  beiden  Figuren 
wird  der  Bogen  MM^  im  Sinne  tvacJisender  Abszissen  durch- 
laufen, in  Fig.  38a  ist  z/t  und  der  Zentriwinkel  positiv,  in 
Fig.  38  b  dagegen  negativ.  Ist  also  R  der  positiv  gemessene 
Radius,  so  hat  die  untere  Kreishälfte  die  konstante  Krümmung 
1  :  JR,  die  obere  die  konstante  Krümmung  —  1  :  R.  In  der 
Tat  ist  auch  die  erste  Hälfte  von  unten  gesehen  konvex,  die 
zweite  konkav.  Man  sieht  noch  mehr:  Beachten  wir,  welche 
Normalenrichtung   nach   Nr.  169    positiv    ist,    so    ergibt    sich, 

Serret- Scheffers,  Diff.-u.  Integral-Rechnung.  I.  4.u.5.Aufl.        22  [196 


338  Kap.  VJI.     Theorie  der  ebenen  Kurven. 

daß  die  Krümmung  solcher  Stellen  M  des  Kreises  positiv  wird, 
deren  positive  Normalen  die  Mitte  C  enthalten,  und  die  Krüm- 
mung solchea-  Stellen  M  negativ  wird,  deren  negative  Normalen 
die  Mitte  C  enthalten. 

Diese  Vorzeichenunterscheidung  mag  beim  Kreise  unnatür- 
lich erscheinen;  wir  werden  jedoch  sogleich  eine  Stelle  einer 
beliebigen  Kurve  in  nahe  Beziehung  zum  Kreise  bringen,  wo- 
bei sich  diese  Unterscheidung  als  nützlich  erweisen  wird. 

197.  Der  Krümmungskreis.  Die  Krümmung  Ic  =  dt:ds 
eines  Kurvenpunktes  (x,  ij)  muß,  wenn  die  Kurve  weder  eine 
Gerade  noch  ein  Kreis  ist,  längs  der  Kurve  veränderlich  sein. 
Wir  wollen  nun  auf  der  j)ositwen  Normale  des  Punktes  M 
(vgl.  Nr.  169)  den  reziproken  Werk  R  =  1  :  h  von  Ic  als  Strecke 

bis  zu  einem  Punkte  C  auf- 
tragen, sobald  k  positiv  ist.  Ist 
k  dagegen  negativ,  so  tragen 
wir  auf  der  negativen  Normale 
des  Punktes  31  den  absoluten 
Betrag  von  R=\  :k  als  Strecke 
bis  C  auf  Siehe  Fig.  39  für 
^  ^.    „„  beide  Fälle,  falls  die  Kurve  im 

Flg.  39.  ^ 

Sinne  wachsender  x  durchlaufen 
wird.  Alsdann  schlagen  wir  um  C  den  Kreis  durch  M.  Er 
heißt  der  Krümmungskreis  des  Kurvenpunktes  M  und  sein 
positiver  oder  negativer  Radius  R  der  Krümmungsradius  des 
Punktes  M.  Nach  den  Bemerkungen  der  vorigen  Nummer  hat 
der  Krümmung  skr  eis  an  der  Stelle  M  auch  dem  Vorzeichen  nach 
gerade  diejenige  Krümmung,  die  der  Kurve  an  der  Stelle  zu- 
kommt.    Nach  (1)  in  Nr.  195  ist  der  Krümmungsradius 

(1)  B  =  f=>^Zi', 

^  ^  dt  y  ^ 

wo  die  Quadratwurzel  positiv  ist.  Für  einen  Wendepunkt 
(y"  =  0,  vgl.  Nr.  172)  wird  der  Krümmungsradius  R  unendlich 
groß,  und  der  Krümmungskreis  artet  in  eine  Gerade  aus,  in 
die  sogenannte  Wendetangente,  nämlich  die  Tangente  des 
Wendepunktes. 

Soli  die  Wahl  der  Größe^  die  als  unabhängige  Veränder- 
196,  197] 


§  5.     Krümmung  der  ebenen  Kurven.  339 

liehe  dienen  soll,  vorbehalten  bleiben,  so  haben  wir  statt  (1) 
analog  (2)  in  Nr.  195  zu  schreiben: 

-  ^  ^       dt        dxd^y  —  dyd^x 

Wenn  alsdann  die  Wurzel  positiv  gerechnet  wird,  sobald  die 
Kurve  im  Sinne  wachsender  Werte  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen durchlaufen  und  demnach  die  positive  Richtung  der 
Tangente  und  folglich  auch  die  der  Normale  durch  positive 
Drehung  der  positiven  Tangente  um  einen  rechten  Winkel  fest- 
gelegt wird,  so  ist  auch  jetzt  J^  >  0  oder  <  0,  je  nachdem  der 
vorhin  konstruiert  Punkt  C  auf  der  positiven  oder  negativen 
Normale  liegt. 

Wird  insbesondere  die  Bogenlänge  s  als  unabhängige  Ver- 
änderliche gewählt  und  die  Kurve  mit  wachsenden  Werten  von 
s  durchlaufen,  so  ergibt  sich  entsprechend  der  Formel  (3)  in 
Nr.  195: 

(3)  B^il^  '^' 


dt        dxd^y — dyd-x 

Wir  kehren  zu  der  Annahme  zurück,  daß  x  die  unab- 
hängige Veränderliche  sei  und  die  Kurve  im  Sinne  wachsender 
X  durchlaufen  werde.  Alsdann  ist,  wenn  v  den  Winkel  der 
positiven  Normale  mit  der  positiven  a.- Achse  bedeutet,  nach 
(2)  in  Nr.  169: 

(4)  sin  V  =  —=r^—~ ,      cos  v  = 


y 


wo  die  Wurzel  positiv  ist.    Der  Mittelpunkt  C  des  Krümmungs- 
kreises, der  sogenannte  Krümmung smittelpmikt  von  M,  hat  nun 
in  jedem  Falle  nach  Fig.  39  die  Koordinaten: 
(5)  x^  =  X  -\-  R  coB  V,      y^=  y  -\-  R  sin  v, 

so  daß  wegen  (1)  und  (4)  kommt: 

(6)        .,_,  =  _to>:,  ,.-,  =  1-+/-. 

Daß  hier  die  Quadratwurzel  nicht  mehr  auftritt,  hängt  damit 
zusammen,  daß  der  zu  P  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  C 
eine  durch  die  Gestalt  der  Kurve  allein  bedingte  ganz  be- 
stimmte Lage  hat,  die  unabhängig  davon  ist,  ob  wir  die  Kurve 
im  Sinne   wachsender  Abszissen  oder  anders  durchlaufen. 
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198.  Der  Krümmuugsmittelpunkt  als  Grenzlage 
des  Schnittpunktes  benachbarter  Normalen.  Wir  wollen 
nun  beweisen: 

Sat0  IS:  Der  Krümmungsmittelpunkt  eines  Punktes  M 
einer  ebenen  Kurve  ist  die  Grenzlage  des  Schnittpunlxtes  der 
Normale  von  M  mit  der  Normale  eines  henachharten  Kurven- 
punMes  31^,  wenn  sich  der  Punkt  M^  dem  Punkte  M  längs 
der  Kurve  heliehig  nähert. 

In  der  Tat,  die  Gleiclinng  der  Normale  lautet  nach  (3) 
in  Nr.  169  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  l)  so: 

(1)  £-^  +  .f(l)-2/)  =  0-     ' 

Wir  bezeichnen  ihre  linke  Seite,  die  ja  eine  Funktion  von  x 
ist,  mit  F,  so  daß  V  =  0  die  Gleichung  der  Normale  be- 
deutet. Um  die  Gleichung  der  Normale  des  Kurvenpunktes  Jij 
oder  (x  -\-  ^x,  y  -[-  Zly)  zu  erhalten,  muß  man  in  dieser  Glei- 
chung F  ==  0  die  Größen  x,  y,  y  durch  x  -\-  Ax^  «/  +  ^?/' 
y  -\-  Zly  ersetzen;  alsdann  wachse  F  um  ziV.  Der  Schnitt- 
punkt beider  Normalen  wird  also  durch 

F  =  0,      F-f-z/F=0 
oder  durch 

F=0,     z/F=0 

oder  auch  durch 

F=0,     4^=0 

gegeben.  Nehmen  wir  nun  an,  daß  der  Punkt  M^  längs  der 
Kurve  nach  M  rücke,  so  wird  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Normalen  in  eine  Grenzlage  gelangen,  deren  Koordinaten  durch 
die  beiden  Gleichungen 

F=0,      ^=»0 
'       dx 

bestimmt  sind.  Die  erste  ist  die  Gleichung  (1),  die  zweite 
ergibt  sich  aus  ihr  durch  vollständige  Differentiation  nach  x, 
wobei  man  j:  und  t)  als  Konstanten  behandelt,  lautet  also: 

(2)  _  ^i'=_(l+y'2)  +  (n_,,)/'=0. 

Bezeichnen   wir   die   den  Gleichungen  (1)  und  (2)  genügenden 

Werte  von  j,  l)  mit  x^,  y^,  so  kommt: 

198J 
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(3)  ..-.  =  -<li^'^^:,   y.-y-'^- 

Dies  sind  aber  die  Formeln  (6)  der  vorigen  Nummer,  womit 
der  Satz  13  bewiesen  ist. 

Die  Gleichungen  (3)  lassen  sich  so  schreiben: 

(4)  x^  =  X  —  B  sin  r,      y^=  y  -\-  B  cos  t, 

wie  aus  (5)  in  Nr.  197  sofort  folgt,  weil  cos  v  =  —  sin  r  und 
sin  v  =  cos  r  nach  (1)  und  (2)  in  Nr.  169  ist.  Wir  können 
hierfür,  weil  B  =  ds:dt  ist,  auch  schreiben: 

,-.  ds    .  ,    ds 

(5)  x^=x-^  sm  r,     2/i  =  ^  -f  ^  cos  t. 

In  Nr.  146  trat  ein  Punkt  K  auf  der  Normale  eines 
Kurvenpunktes  (x,  y)  auf,  dessen  Ordinate  t)  der  damaligen 
Gleichung  (3)  genügte.  Man  sieht  aus  (2),  daß  jener  Punkt  K 
der  Krümmungsmittelpunkt  des  Kurvenpunktes  {x,  y)  war. 

199.  Definition  der  Evolute  und  Evolvente.  Der 
geometrische  Ort  der  Krümmungsmittelpuukte  C  oder  (^Tj,  y^) 
der  verschiedenen  Punkte  31  oder  (x^  y)  einer  ebenen  Kurve 
heißt  die  Evolute  der  Kurve.  Die  Kurve  selbst  heißt  eine 
Evolvente  der  Evolute. 

Bie  Evolute  ist  also  der  Ort  der  KrümmunysmiiMpimUe 
der  Evolvente. 

Die  Gleichungen  (3)  in  Nr.  198  bestimmen  die  Koordinaten 
(^i>  Vi)  eines  Punktes  C  der  Evolute,  wenn  x  als  unabhängige 
Veränderliche  gewählt  wird.  Diese  besondere  Voraussetzung 
kann  vermieden  werden:  Wir  führen  in  die  Gleichungen  (4) 
der  vorigen  Nummer  den  Wert  von  B  aus  (2)  in  Nr.  197  und 
die  Werte  von  sin  x  und  cos  r  ein,  wodurch  sich  ergibt: 

i\\       r  =^-   (l^^±äy^y       „       ,,  ,    (ß^J- dy')dx 

^L)        Xj       X       dxd^y  —  dyd'x'     ^1       ^  ^  dxd^y  —  dyd'x' 

Sind  X,  y  als  Funktionen  einer  Hilfsveränderlichen  t  gegeben, 
so  werden  auch  die  Koordinaten  x^,  y^  der  Punkte  der  Evolute 
Funktionen  der  Hilf s veränderlichen  t. 

200.  Eigenschaften  der  Evolute.     Die  Formeln  (4) 

in  Nr.  198,  nämlich: 

(1)  x^  =  X  —  B  sin  T,      y^^  y  -\-  B  cos  r, 
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geben  die  Koordinaten  x^j  y^  des  zu  einem  Punkte  M  oder 
(x,  y)  der  gegebenen  Kurve  gehörigen  Punktes  C  der  Evolute^ 
ausgedrückt  durch  x,  y,  r  und  R.  Diese  vier  Größen  sind 
längs  der  Kurve  der  M  sämtlich  [Funktionen  einer  einzigen 
Veränderlichen  (z.  B.  von  x).  Daher  gibt  die  Differentiation: 
dx^  =  dx  —  E  cos  r  •  r?r  —  sin  T  •  dKj 
dy^  =  dy  —  R  mn  T  •  dt  -f  cos  r  •  dR. 

Weil  aber  nach  (1)  in  Nr.  194  für  dx  und  dy  die  Werte 
ds  cos  r  und  ds  sin  t  gesetzt  w^erden  können  imd  außerdem 
ds  =  Rdt  ist,  so  kommt: 

dx  ~  R  Qo^  r  •  dt  =  0,       dy  —  R  sin  t  •  dt  =  0, 
so  daß  einfach  bleibt: 

(2)  dx^  =  —  sin  r  •  dR,      dy^  =-=  cos  t  •  dR. 

Hieraus  folgt: 

||i__,.tgr  =  tg(r  + W. 

Es  ist  aber  t  ~\-  ^7t  der  Normalen winkel  v.     Also  folgt: 

Sat^  14:  Die  Normalen  einer  ebenen  Kurve  sind  zugleich 
die  Tangenten  ihrer  Evolute  j  und  zwar  berührt  die  Normale 
eines  KurvenpunJctes  die  Evolute  in  dem  zugehörigen  Kriimmungs- 
mittelpunkte. 

Haben  wir  bei  der  ursprünglichen  Kurve  der  Punkte  M 
einen  bestimmten  Fortschreitungssinn  festgesetzt^  so  haben 
ihre  Tangenten  und  folglich  auch  ihre  Normalen  bestimmte 
positive  Richtungen,  denn  wir  nehmen  ja  immer  an,  daß  die 
positive  Normale  ebenso  zur  positiven  Tangente  liege,  wie  die 
positive  /y- Achse  zur  positiven  :r- Achse.  Da  nun  die  Normalen 
die  Evolute  berühren,  so  setzen  wir  fest:  Die  Evolute  soll  in 
demjenigen  Sinne  durchlaufen  werden,  der  den  positiven  Rich- 
tungen der  Normalen  der  Kurve  der  M  entspricht.  In  diesem 
Sinne  messen  wir  also  auch  die  Bogenlänge  s^  der  Evolute. 

Hierbei  ist  zu  bemerken:  Für  ein  Stück  M^M^  der  ge- 
gebenen Kurve  liegt  das  zugehörige  Evolutenstück  CqC^  völlig 
auf  derselben  Seite  der  Kurve,  sobald  längs  M^M^  kein  Wende- 
punkt (in  dem  R  nach  Nr.  197  unendlich  groß  würde)  und 
kein  singulärer  Punkt  (den  wir  ja  ein  für  allemal  ausschließen) 
vorhanden  ist.  Außerdem  hat  die  Evolute,  wenn  etwa  t  die 
ÄOO] 
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unabhängige  Veränderliche  ist,  durch  die  wir  uns  alle  Größen 
ausgedrückt  denken,  singulare  Stellen  da,  wo  dx^  :  dt  und 
dy^  :  dt  beide  gleich  Xull  sind,  vgl.  Xr.  191  am  Schlüsse. 
Dies  ist  nach  (2)  nur  dann  der  Fall,  wenn  dB  =  0  wird, 
d.  h.  nach  (2)  in  Nr.  197  nur  dann,  wenn 

(3)  {dx^-\-dy^){dxdhj- dtjd^x)  =  3(dxd'x  +  dyd^y){dxd'y-dyd^x) 

wird.  Solche  Stellen  der  Evolvente,  an  denen  diese  Bedingung 
erfüllt,  also  dR  =  0  ist,  heißen  Scheitel  der  Kurve.  Wir 
kommen  auf  sie  in  Nr.  218  zurück.  Setzen  wir  voraus,  daß 
das  Kurvenstück  M^M^  keinen  Scheitel  habe,  so  hat  also  das 
Evolutenstück  Cf^C^  auch  keinen  singulären  Punkt. 

Bezeichnen  wir  mit  r^  den  Tangentenwinkel  der  Evolute, 
so  ist  nach  unseren  Festsetzungen  r^  =  i/  =  r  -}-  -^-;r,  und  nach 
(2)  kommt: 

dx^  =  cos  Tj  •  dB,      dy^  =  sin  r^  •  dB. 

Nach  (1)  in  Nr.  194  aber  haben  wir,  wenn  ds^  das  Bogen- 
element  der  Evolute  bedeutet: 

dx^  =  cos  T^  •  r/Sj,      dy^  =  sin  Tj  •  ds^. 

Also  ist  dB  =  ds^,  daher  nach  Satz  8  in  Nr.  29  die  Differenz 
B  —  Si  konstant.  Hat  B  in  Mq  den  Wert  Bq  und  in  31^  den 
Wert  J?j,  so  folgt  aus 

i?  —  §1  =  konst., 

wenn  5^^^  und  s^^^^  die  Werte  der  Bogenlänge  der  Evolute  in 
Cq  und  C\  bedeuten: 

i?o  -  5/<^^  =  i?i  -  5^(1)  =  konst., 

also  durch  Subtraktion: 

(4)  5,W-.,(«)  =  iJ,-i?o- 

Satz  15:  Beclmet  man  den  Evolutenbogen  positiv  im  Sinne 
der  positiven  Normale  der  Evolvente,  so  ist  der  Bogen  eines 
Stückes  CqC^  der  Evolute  gleich  der  Differenz  B^  —  Bq  der 
Kriimmungsradien  B^  und  Bq  der  Evolvente  in  den  entsprechen- 
den PunJiten  M^  und  Mq.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  das 
Stück  MqM^  der  Evolvente  keinen  Wendepunkt,  keinen  singu- 
lären Punkt  und  keinen  Scheitel  enthalte. 
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201.  Mechanische  Erzeugung  der  Evolvente.     Auf 

Grund  der  in  voriger  Nummer  bewieseneu  Eigenschaften  hat 
der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  den  Namen  Evolute,  die 
Kurve  selbst  den  Namen  Evolvente  bekommen.  Wenn  nämlich 
etwa  Bq  absolut  genommen  kleiner  als  B^  ist,   siehe  Fig.  40, 

so  folgt  aus  (4)  in  voriger  Nummer, 
d.  h.  aus  B^  =  s/^)  -  6\(«)  +  B^,  daß 
sich  ilfj  aus  C^  so  konstruieren  läßt: 
Wir  ziehen  in  Cj  die  Tangente  an  die 
Evolute  im  Sinne  nach  Cq  hin  und 
tragen  auf  ihr  die  Summe  des  absolut 
gemessenen  Bogens  GqC^  und  der  ab- 
solut genommenen  Strecke  MqCq  ab. 
Der  Endpunkt  ist  M^.  Es  leuchtet 
also  ein,  daß  ein  in  C^  (oder  weiter 
über  6\  hinaus)  an  der  Evolute  befestigter  unausdehnbarer, 
aber  biegsamer  Faden,  der  längs  C^Cq  an  die  Evolute  angelegt 
und  von  Cq  an  tangential  bis  Mq  angespannt  ist,  mit  seinem 
Punkte  Mq  die  Evolvente  MqM^  beschreiben  wird,  sobald  er, 
beständig  straff  gehalten,  von  der  Evolute  abgewickelt  wird. 
Die  Evolvente  erscheint  hier  als  eine  Bahnkurve,  als  eine  ortho- 
gonale TrajeJctorie  der  Tangenten  der  Evolute. 

202.  Evolute  einer  algebraischen  Kurve.  Stellt 
F(x,  y)  =  0  eine  algebraiselie  Kurve  vor,  d.h.  ist  F(x,y)  nach 
Nr.  187  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  und  y,  so  ergeben 
sich  aus 

-P;  +  -f;?/  =  0,      F^^  +  2F^,^y  +  F„y'+  F„y"  =  0 
für  y    und  y"  gebrochene   rationale  Funktionen  von  x  und  y. 
Setzen  wir  sie  in  die  Formeln  (6)  von  Nr.  197  ein,  so  stellen 
sich  auch  x^  und  y^  als  gebrochene  rationale  Funktionen   von 
X  und  y  dar.     Wir  kommen  daher  zu  drei  Gleichungen: 
(1)  F=0,     ^,^1  +  ^  =  0,     J5,2/i  +  J?2  =  0, 

in  denen  F,  A^,  A^,  B^,  B^  sämtlich  ganze  rationale  Funktionen 
von  X  und  y  sind.  Wenn  man  diese  Gleichungen  wiederholt 
mit  X  und  y  multipliziert,  so  erhält  man  eine  Anzahl  von 
Gleichungen,  die  in  den  Produkten  von  der  Form  x"yl^  sämt- 
lich linear  sind.  Bekanntlich  kann  man  so  viele  Gleichungen 
aOl,  202] 
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aufstellen,  daß  alle  vorkommenden  Produkte  x"y^  durch  Null- 
setzen der  Determinante  ihrer  Koeffizienten  eliminiert  werden. 
Es  ergibt  sich  folglich  eine  von  x  und  y  freie  Gleichung 
^{x^,y^  =-  Oy  deren  linke  Seite  rational  und  ganz  in  x^  und 
y^  ist.     Daher  gilt  der 

Sats  16:  Die  Evolute  einer  ebenen  algehraischen  Kurve  ist 
ebenfalls  eine  algebraische  Kurve. 

Rechnen  wir  die  Bogenlänge  Sj  der  Evolute  etwa  von  der 
in  Nr.  200  mit  C^  bezeichneten  Stelle  aus,  so  folgt  aus  (4) 
in  Nr.  200,  daß  die  Bogenlänge  s^  gleich  JR  —  li^  ist.  Wegen 
jR2  ^  (^^^_  xy  -{-  (?/j  —  yY  wird  nun  JR^  rational  gebrochen  in 
X  und  yj  folglich  auch  ö\^.    Es  ergibt  sich  somit  eine  Gleichung 

(2)  A^^i'  +  A  =  o, 

in  der  B^  und  D^  ganze  rationale  Funktionen  von  x  und  y  sind. 
Aus  den  vier  Gleichungen  (1)  und  (2)  lassen  sich  durch  ein 
Verfahren  wie  vorhin  x  und  y  eliminieren,  wodurch  eine  Glei- 
chung ^(.'Tj,  2/i,  s^^)  =  0  hervorgeht,  deren  linke  Seite  in  x^, 
?/i,  5^^  rational  und  ganz  ist.  Also  uird  s^  eine  algebraische 
Funktion  von  x^  und  y^,  nach  Nr.  6.  Man  sagt  daher,  daß  die 
Evolute  einer  algebraischen  Kurve  algebraisch  rektifizierbar  sei. 
Unter  der  Behtiflmtion  einer  Kurve  versteht  man  nämlich  die 
Berechnung  ihrer  Bogenlänge. 

§  6.    Polarkoordinaten. 

203.  Über  die  Verwendung  von  Polarkoordinaten 
überhaupt.  Zuweilen  ist  es  bei  der  Untersuchung  ebener 
Kurven  nützlich,  von  den  rechtwinkligen  Koordinaten  Xy  y  zu 
Polarkoordinaten  co,  q  (vgl.  Nr.  72)  überzugehen.  Ist  der  An- 
fangspunkt der  Pol  der  Polarkoordinaten,  die  positive  ^-Achse 
der  Anfangsstrahl  und  der  positive  Drehsinn  der  Amplitude  co 
der  Sinn  der  Drehung  der  positiven  o^'-Achse  nach  der  positiven 
f/ -Achse  hin,  so  gelten  bekamitlich  für  den  Radiusvektor  q 
und  die  Amplitude  w  der  Polarkoordinaten  die  Formeln: 
(1)  x  =  Q  cos  coy     y  =  Qs'mcD. 

Sie  definieren  aber  q  und  co  nicht  eindeutig  als  Funktionen 
von  X  und  y.     Vielmehr  gehören   zu  einem  beliebigen  Punkte 
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(x,  y)  unendlich  viele  Paare  von  Polarkoordinaten  co  und  q. 
Ist  nämlich  o^  und  q^  eines^  das  den  Forderungen  (1)  genügt, 
so  sind: 

(2)  03  =  »o-f  2kit,  Q  =  Qo  und  w  =  w^  -f  (2 Ä"  -|-  l)7t,  q  =  -~Qq, 
wenn  /.•  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  allgemeinsteu, 
die  (1)  ebenfalls  erfüllen.  Unter  einem  Punkte  mit  den  Polar- 
koordinaten G)  und  Q  muß  man  hiernach  denjenigen  Punkt  M 
verstehen,  der  sich  so  ergibt:  Man  dreht  zuerst  die  positive 
^-Achse  um  den  Winkel  o  herum  in  die  neue  Lage.  Auf  dem 
so  erhaltenen  Schenkel  trägt  man  vom  Anfangspunkte  0  die 
Länge  von  q  bis  M  ab  und  zwar  auf  dem  Schenkel  selbst, 
wenn  ()  >  0  ist,  dagegen  auf  seiner  rückwärtigen  Verlängerung 
über  0  hinaus,  wenn  ^  <  0  ist.  Beachtet  man  dies,  so  geben 
alle  Wertepaare  (2)  denselben  Punkt  (wq,  Qq). 

Nach  (1)  kommt: 

(3)  <a  =  arctg|,     ^^Vx^  +  y'- 

Wegen  (1)  ist  hierin  die  Quadraüvurzel  positiv  oder  negativ  zu 
wählen,  je  nachdem  für  (a  aus  cj  =  arc  tg  (y :  x)  ein  solcher  Wert 
entnommen  ivird,  für  den  x  und,  cos  w  dasselbe  oder  verschiedene 
Vorzeichen  haben. 

Die  erste  Gleichung  (3)  gibt  keine  Bestimmung  von  to, 
wenn  x  =  y  =  0  ist.  In  der  Tat  muß  der  Anfangspunkt  in 
Polarkoordinaten  vermieden  werden,  da  zu  ihm  zwar  ()  ==  0, 
aber  ein  beliebiger  Wert  von  o  gehört.  Wenn  eine  Kurve 
durch  den  Anfangspunkt  0  geht,  so  wird  man  allerdings  unter 
der  Amplitude  cj  eines  Punktes  M  der  Kurve  da,  wo  M  die 
Lage  0  passiert,  den  Grenzwert  verstehen,  den  co  dort  erreicht, 
d.  h.  man  wird  unter  der  Richtung  OM  des  Radiusvektors  in 
diesem  Falle  die  Grenzlage  des  Strahles  OM  verstehen  für 
den  Fall,  daß  M  auf  der  Kurve  in  0  hineinrückt,  also  die 
Richtung  der  Tangente.  Aber  die  Definition  der  Polarkoordi- 
naten verlangt  dies  nicht;  es  geschieht  nur  aus  naheliegenden 
Gründen  der  Stetigkeit. 

Vermeidet  man  bei  der  Betrachtung  eines  Kurvenstückes 
den  Pol  0  der  Polarkoordinaten,  so  kann  man,  da  q  alsdann 
den  Wert  Null  nicht  durchschreitet,  den  Radiusvektor  q  stets 
positiv  annehmen,  also  als  zweiten  Schenkel  von  co  (nicht  nur 
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als  seine  rückwärtige  Verlängerung)  benutzen.  Alsdann  stimmen 
die  Vorzeichen  von  cos  o  iind  sin  o  mit  denen  von  x  und  y 
iiherein. 

Bei  der  Anwendung  von  Polarkoordinaten  liebt  man  es, 
den  Winkel  co  als  unabhängige  Veränderliche  zu  benutzen. 
Wenn  man  von  rechtwinkligen  zu  Polarkoordinaten  übergeht 
und  vorher  die  Kurve  im  Sinne  wachsender  x  positiv  gerechnet 
hat,  sie  nunmehr  aber  im  Sinne  wachsender  w  positiv  rechnen 
will,  so  muß  man  beachten,  ob  ca  mit  wachsendem  x  auch 
wächst  oder  abnimmt.  Je  nachdem  das  eine  oder  andere  der 
Fall  ist,  bleibt  der  positive  Sinn  der  alte  oder  nicht. 

In  der  Folge  nehmen  wir  den  BadiusveMor  stets  positiv  an. 
Ist  eine  Kurve  durch  eine  Gleichung  q  =  /"(«)  gegeben,  die 
für  gewisse  Werte  von  co  negative  Werte  von  q  liefert,  so 
dürfen  wir  ja  nach  (2)  statt  q  und  co  die  Werte  —  q  und  co  -\-jt 
annehmen,  d.  h.  Q  =  —  f{(0  -\-  it)  setzen.  Z.  B.  die  Kurve 
Q  =  —  co^  ist  dieselbe  wie  die  Kurve  (>  =  (o9  +  ^Y- 

Nachdem  wir  somit  bei  einer  Kurve  q  stets  positiv  ge- 
wählt haben,  werden  wir  in  der  Folge  zumeist  als  positiven 
Sinn  auf  ihr  denjenigen  Sinn  festsetzen,  in  dem  die  Amplitude  co 
wächst.  Dementsprechend  ist  die  Tangenteurichtung  positiv 
zu  wählen,  und  eine  Drehung  um  einen  positiven  rechten 
Winkel  führt  die  positive  Tangente  in  die  positive  Normale 
über,  wie  in  Nr.  169. 

204.  Ableitung  der  Fläche  eines  Sektors.  Eine 
Kurve  sei  in  Polarkoordinaten  in  der  Form  q  =  /'(o)  gegeben, 
wobei  f{co)  eine  stetige  positive  Funktion  von  co  sei,  Wir  wollen 
ein  Stück  AM  der  Kurve  ins  Auge  fassen,  das  den  Pol  0  der 
Polarkoordinaten  nicht  enthält.  Siehe  Fig.  41. 
Die  Amplitude  co  wachse,  wenn  der  Radius- 
vektor von  OA  in  031  übergeht.  Er  über- 
streicht dabei  einen  gewissen  SeMor,  dessen 
Flächeninhalt  gleich  u  sei.  Wird  A  auf  der 
Kurve    fest    gewählt,    während    M   eine    ver- 

Fig.  41. 

änderliehe    Amplitude    co    hat,     so    wird    die 
Fläche   u   eine   FunMion  der  Amplitude   co   von  M.     Wenn  co 
um   z/g9   wächst,    wandere   M  nach   J/j.     Die    Fläche    nehme 
dabei  um  zlu  zu.    In  der  folgenden  Betrachtung  darf  zico  auch 
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negativ  gewählt  werden,  d.  h.  M^  vor  M  zwischen  Ä  und  M 
gewählt  werden.  Dann  ist  z/w  negativ.  Wir  behaupten  nun, 
daß  der  Dilferenzenquotient  z/w  :  z/«  für  lim  z/w  =  0  einen 
bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat. 

Es  sei  nämlich  g  der  längste,  k  der  kürzeste  unter  allen 
Ivadienvektoren  zwischen  OM  und  OM^.  Schlagen  wir  um 
0  die  Kreise  mit  den  Radien  g  und  h,  so  schneiden  die  Strahlen 
OM  und  OM^  von  ihnen  Sektoren  aus,  von  denen  der  erste 
größer,  der  zweite  kleiner  als  zJu  ist.  Absolut  genommen 
haben  die  beiden  Kreissektoren  die  Inhalte  \g^/JG)  und  ^^k^Jco. 
Demnach  genügt  der  nach  unseren  Annahmen  auch  für  nega- 
tives z/k)  stets  positive  Bruch  ztu  :  z/w  den  Ungleichungen: 

Für  lim  zJa  =  0  rücken  OM  und  OM^  zusammen,  also  auch 
die  beiden  Werte  Ic  und  g  in  den  Wert  q=^  OM.  Nach  Satz  34 
in  Nr.  25  ergibt  sich  demnach  für  zJuizIco  der  Grenzwert: 

(1)  ^-^  =  i,^  =  i/». 

Dies  also  ist  die  Ableitung  der  SeUorfläclie  u  nach  der  Ampli- 
tude (o.     Das  Differential  der  Fläche  ist: 

(2)  du  =  ^Q^d(D. 

Wollen  wir  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y  nach  Nr.  203 

einführen,  so  ziehen  wir  aus  i^a  =  y  :  x  durch  Differentiation 

die  Formel 

dm  xdy  —  ydx 

cos^ra  x^  ' 

aus  der  wegen  x  =  q  cos  w  sofort  folgt: 

qi^dcj  =  xdy  —  ydx. 
Aus  (2)  ergibt  sich  somit: 

(3)  du  =  \{xdy  ~  ydx) 

205.  Das  Bogeuelement  in  Polarkoordinateu.  Wenn 
wir  die  Kurve  Q'=f{(o),  deren  Radienvektoren  q  positiv  seien, 
im  Sinne  wachsender  Amplituden  tö  durchlaufen  und  in  diesem 
Sinne  die  Bogenlänge  s  der  Kurve  von  einer  bestimmten  Stelle 
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(oq)  der  Kurve  an  messen,  so  können  wir  das  Bogendifferential 
leicht  berechnen.     Denn  es  ist  nach  (1)  in  Nr.  203: 

dx  =  —  Qs'mcj   (Ico  +  cos  CO   dQ,        dy^QCOsco  •  do  -f  sinw   dQ, 

daher  nach  (2)  in  Nr.  193: 

(1)  ds'  =  Qhico'  -f  ä^'- 

Bezeichnen  wir  d^  :  dco  mit  ^\  so  haben  wir: 

ds 


(2)  r.  =  y^'  +  ^"' 

wo  die  Wurzel  positiv  ist. 

206.  Bestimmung^  der  Tangente  in  Folarkoor- 
dinaten.  Unter  u  sei  der  Winkel  verstanden,  den  die  positive 
Tangeute  des  Punktes  M  oder  (ö,  q)  der  Kurve  p=/'(w)  mit 
der  Verlängerung  des  Radiusvektors  031  über  31  hinaus  bildet, 
d.  h.  es  soll  ^  der  Winkel  sein,  den  diese  Verlängerung  be- 
schreiben muß,  um  durch  Drehung  um  0  in  die  Lage  der  po- 
sitiven Tangente  zu  kommen.  Dabei  ist  der  positive  Sinn  der 
Winkelmessung  natürlich  derselbe  wie  bei  der  Messung  der 
Amplitude  (o.  Ist  t  der  Winkel  der  positiven  Tangente  mit 
dem  Anfangsstrahle,  so  wird: 

U  =  T  —  G3  . 

Also  ergibt  sich: 

(1)  sin  ^  =  sin  (t  —  ca),     cos  ii  =  cos  (t  —  a). 

Nach  (5)  in  Nr.  169  aber  kommt,   wenn  jetzt  gj  die  dort  mit 
t  bezeichnete  unabhängige  Veränderliche  bedeutet: 

sin  t  =  --=±=:z=  ,      cos  r  = 


wo  x'  und  y'  die  Ableitungen  von 

X  =  Q  COS  W,       y  =  Q  sin  G9 

nach  (o  sind,  d.  h.  die  Werte: 

X  =  Q  COS  03  —  ()  sin  Co,     y  =  q  sin  w  -f  ^  cos  co . 

Wie  in  Nr.  205  soll  hier  q'  die  Ableitung  von  q  nach  co  vor- 
stellen.    Daher  folgt: 

q'  sin  tö  4-  o  cos  w                          q'  cos  co  —  o  sin  co 
sm  T  =  - — —=~s=,r  —  ,       cos  T  =  ^ ,  

[a05,  »06 


350  Kap.  VII.     Theorie  der  ebenen  Kurven. 

Aus  (1)  ergibt  sich  mithin: 


gda 

ds    ' 

Q  d(o 
^          ds 

tg/^ 

Qd(0               Q 

do            Q 

(2)  sin  ^  =  ,/-^  x" , . '      cos  fi  =  -7==^  ^ 

wo  die  Wurzel  positiv  ist,  wenn  die  Kurve  im  Sinne  wach- 
sender Amplituden  w  positiv  gerechnet  wird.  Nach  (2)  in 
voriger  Nummer  können  wir  hierfür  schreiben: 

/o\  •  Qda  g'dco         dg 

(3)  sm^=    ^^  ,      cos^=    ^^^    ^^-, 
so  daß  sich  ergibt: 

(4) 

Die  Tangente  steht  auf  dem  Radiusvektor  senkrecht,  wenn  q'=0 
ist,  und  fällt  mit  ihm  zusammen,  wenn  q'  unendlich  wird. 

Es  sei  l  der  Winkel,  den  die  positive  Normale  mit  dem 
verlängerten  Radiusvektor  031  bildet,  und  zwar  in  ent- 
sprechender Weise  gemessen  wie  der  Taugentenwinkel  ^. 
Dann  wird 

so  daß  kommt: 

(5)      sin  A  =    -:.:A^.^ ,      cos  A  =  --^^-, ,      tg  A  =^  -  ^' , 

wo  die  Wurzel  positiv  ist,  wenn  die  Kurve  im  Sinne  wachsen- 
der Amplituden  ca  durchlaufen  wird. 

207.  Folartangente,  -normale,  -subtangeute  und 
-subnormale.  Wir  legen,  siehe  Fig.  42,  durch  den  Anfangs- 
punkt 0  die  Senkrechte  zum  Radiusvektor  OM^  and  zwar 
rechnen  wir  sie  positiv  in  derjenigen  Rich- 
tung von  0  aus,  die  aus  der  Richtung  OM 
des  ßadiusvektors  durch  positive  Drehung 
um  l-7t  hervorgeht.  Die  Tangente  und  Nor- 
male mögen  diese  Gerade  in  T  und  N  treffen. 
Alsdann  heißen  MT  und  MN  in  engerem 
Sinne,  nämlich  als  Strecken  von  bestimmter 
Länge,  die  Folartangente  und  Polarnormale  und  OT  und  ON 
die  Folarsiibtangente  und  Polarsubnormale.  Diese  Strecken 
sollen  dabei  positiv  gerechnet  werden,  wenn  Anfangs-  und 
Endpunkt  jedesmal  so  aufeinander  folgen,  wie  es  den  positiven 
Richtungen  der  Tangente,  Normale  und  jener  Senkrechten  zum 
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Radiusvektor  entspricht ;  andernfalls  sind  sie  negativ.  Wir 
lesen  aus  der  Figur  ab: 

cos  u  '  sm  (Lt '  V     o  .   7  V       o  i 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  der  goniometrischen  Funktionen 
aus  Nr.  206  ein,  so  kommt: 

wo  die  Wurzel  positiv  ist,  wenn  die  Kurve  im  Sinne  wachsender 
Amplituden  o  durchlaufen  wird.  Wir  können  nach  (3)  in 
voriger  Nummer  auch  schreiben: 

dg  '  rtoj'  dg    '  dm 

208.  Der  Krümmungsradius  in  Polarkoordinaten. 

Wir  haben  schon  in  Nr.  94  erkannt,  daß  der  Ausdruck 


ydx^-^dxf'     .^      Vq'^q"^ 


dxd^y  —  dyd'x  q'^-\-1q'^  —  qq" 

übergeht,  wenn  Polarkoordinaten  vermöge  a.  =  ()COsca,  y  =  Q^uibi 
eingeführt  werden.  Wir  haben  also  nach  (2)  in  Nr.  197  den 
Krümmungsradius  B  in  Polarkoordinaten  ausgedrückt  und  fügen 
nur  noch  hinzu,  daß  in 

die  Wurzel  positiv  ist,  wenn  wieder  der  positive  Sinn  durch 
das  Wachsen  der  Amplitude  o  bedingt  wird.  Führen  wir  den 
reziproken  Wert  1  :  q  von  ^  ein,  so  geht  hervor: 


^  )/(i)'+(i)' 


(i)[i +(-;-)] 


.  Benutzen  wir  statt  co  die  Bogenlänge  s  als  unabhängige 
Veränderliche,  so  nimmt  dagegen  R  den  in  Nr.  95  berech- 
neten Wert 

an.     Die    Akzente   sollen    aber    in    dieser    letzten    Formel    die 
Differentiation   nach   .9   andeuten. 
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209.  Dipolare  Koordinaten.  Als  Anhang  sei  noch 
das  System  der  dipolaren  Koordinaten  kurz  erwähnt.  Es  sind 
dies  die  Entfernungen  q^  und  q^  des  zu  bestimmenden  Punktes 
M  von  zwei  festgewählten  Punkten  U  und  F,  wobei  q^  und  q^ 
positiv  gerechnet  werden  sollen.  Wenn  wir  eine  Gleichung 
zwischen  q^  und  ^2  vorschreiben,  so  ist  der  geometrische  Ort 
der  Punkte  (^^,  ^2);  ^^®  i^^^*  genügen,  eine  Kurve.  Wir  können 
die  dipolaren  Koordinaten  q^  und  ^2  ^^  ^^^  rechtwinkligen 
Koordinaten  in  Zusammenhang  bringen,  indem  wir  den  An- 
fangspunkt 0  in  der  Mitte  von  UV^  die  Richtung  OU  als  po- 
sitive o; -Achse  und  die  Senkrechte  dazu  als  y -Achse  wählen. 
Ist  die  Länge  von  UV  gleich  2a,  so  hat  der  Punkt  M  mit  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y  die  dipolaren  Koordinaten: 


(1)  Q,^y{x-ay  +  y\    Q,=-]/{x  +  ay  +  yK 

Die  vier  Punkte  {+x,  ±_y)  haben  offenbar  dieselben  dipolaren 
Koordinaten.  Die  Tangente  eines  Kurvenpunktes  M  bilde  mit 
den  Strahlen  p^  und  ^2  ^i^  Winkel  ftj  und  n^j  wobei  wir  auf 
eine  schärfere  Definition  dieser  Winkel  garnicht  eingehen  wollen. 
Nach  den  Formeln  (3)  in  Nr.  206  ist  auch  jetzt,  da  q^  und 
^2  als  ßadienvektoren  mit  den  Polen  ü  und  F  und  Ampli- 
tuden ta^  und  (»2  aufgefaßt  werden  können,  wobei  gJj  und  coo 
die  Winkel  von  q^  und  q^  mit   UV  bedeuten: 

(2)  sm'^^=^'j^,  sm>2=-V?     ;  ^^^"^^^  dk^  cos>2  =  -^r- 

Statt  der  dipolaren  Koordinaten  ^^  und  ^2  kann  man  auch 
die  Winkel  co^  und  cjg  als  Koordinaten  benutzen. 

Die  Ellipsen  und  Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  U 
und  F  haben  in  ^j,  ^2  ^i^  Gleichungen  ^1  +  ^2  ="  konst.,  so 
daß  cIqi  +  ^^2  =  ^  ist.  Aus  (2)  folgt  hier,  daß  cos^  /a^  = 
=  cos^  ^2  wird,  d.  h.  die  Tangente  des  Punktes  M  halbiert 
einen  der  beiden  Winkel,  die  von  UM  und  VM  gebildet 
werden,  Avas  ja  eine  bekannte  Brennpunktseigenschaft  der 
Ellipsen   und  Hyperbeln  ist. 

§  7.    Einhüllende  Kurven. 

210.  Definition  der  Einhüllenden.     Es  sei  F(x,  y,  a) 

eine  Punktion  der  drei   Veränderlichen  x,  y,  tc,  so  daß 
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(1)  F{x,y,a)  =  Q 

für  jeden  bestimmten  Wert  des  Farameters  a  die  Gleichung 
einer  Kurve  bedeutet.  Die  Gesamtheit  der  durch  (1)  dargestellten 
Kurven  heißt  eine  (einfach  unendliche)  Kurvenschar. 

AVird,  nachdem  a  einen  bestimmten  Wert  erhalten  hat, 
dem  Parameter  ein  anderer  Wert  a  -\-  zia  erteilt,  so  erhält  man 
eine  zweite  Kurve  mit  der  Gleichung: 

(2)  F{x,y,a^zia)  =  0. 

Die  Koordinaten  derjenigen  Punkte,  die  beiden  Kurven  an- 
gehören, befriedigen  auch  die  Gleichung: 

C3)  F{x,y,cc-\-Ja)  —  F  {x,  y,  a)  ^  ^ 

Hat  F  als  Funktion  von  a  eine  Ableitung  F^j  so  geht  die 
letzte  Gleichung  für  lim  z/a  =  0  über  in: 

(4)  m:(^?^)  =  o. 

^   ''  Ca 

Man  sagt,  daß  die  durch  (1)  dargestellte  Kurvenschar  eine 
einhüllende  Kurve  habe,  wenn  die  Elimination  von  a  aus  den 
beiden  Gleichungen  (1)  und  (4)  wieder  die  Gleichung  einer 
Kurve  liefert: 

(5)  f{x,y)-0, 

die  eben  dann  die  Einhüllende  (Enveloppe)  der  eingehüllten 
Kurvenschar  (1)  heißt.  Die  Einhüllende  ist  also  der  geo- 
metrische Ort  derjenigen  Punkte,  die  je  zwei  benachbarte 
Kurven  der  Schar  gemein  haben,  wenn  sie  einander  immer 
näher  kommen. 

211.  Ein  Beispiel.  Es  sei  die  Einhüllende  aller  Kreise 
zu  bestimmen,  die  gleichgroßen  Radius  a  haben  und  deren 
Mittelpunkte  auf  einer  festen  Geraden  liegen.  Wählen  wir  diese 
Gerade  als  rr- Achse,  so  ist  die  Gleichung  der  Kreisschar: 

{x  -  ay  -\.y^-a^  =  0, 

und  a  ist  der  Parameter.     Die  Differentiation  nach  cc  gibt: 

X  —  a  =  0, 

und  die  Elimination  von  a  liefert: 

y^  -a^  =  (tj-a)(y  i-a)  =  0 

8erret-Scheffers,Di£f.-u.  Integral-Eeclmiuig.  I.  4.  u.  5.  Aufl.     23         fj^lQ    Sil 
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als  einliüllende  Kurve.    Die  Einhüllende  besteht  also  hier  aus 

den  zwei  Geraden  parallel  zur  rr- Achse  mit  den  Ordinaten  ±  a. 

Auflösung  der  Gleichung  der  Kreisschar  nach  x  —  a  gibt: 


X  —  a  =  ±  yaF—y^. 

Wählt  man  z.  B.  das  Pluszeichen,  so  ist  x  —  a —\ya^  —  y'^\ 
eine  Funktion  F  {x,  y,  a)  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  a  wie 
in  Nr.  210.     Die  Schar  aller  Kurven 


hat  aber  keine  Einhüllende,  denn  die  Differentiation  nach  a 
liefert  die  sinnlose  Gleichung  —1  =  0,  die  beweist,  daß  zwei 
benachbarte  Kurven  der  durch  die  Gleichung 

x-a-\yöi^~f\==0 

dargestellten  Schar  keinen  Punkt  gemein  haben.  In  der  Tat 
stellt  diese  Gleichung  gar  nicht  volle  Kreise  einer  Kreisschar 
dar,  sondern  eine  Schar  von  Halhlcreisen,  von  denen  jeder  zur 
Rechten  der  Geraden  x  ==  a  durch  den 
/X  zugehörigen   Mittelpunkt  liegt.     In   der 

\  \  Kreisschar  schneiden  sich  aber,  wie 
H  p"  Fig.  43  zeigt,  die  Kreise  immer  in  der 
/    /        Art,    daß    die    rechte   Hälfte    des    einen 

^  Kreises     die    linke    eines    benachbarten 

Fig  43.  trifft.     Die   rechten  Hälften    der  Kreise 

haben   also  keine  Einhüllende. 
Will  man  dennoch  die  Einhüllende  der  Kreisschar  aus  der 
aufgelösten  Form    der   Gleichungen  bestimmen,    so   muß   man 
sagen,  daß  erst  das  System  der  beiden  Gleichungen 

(1)  x~a-\ya^-y'\  =  0,     x-a+  Wa^  -  y^\  =0 

die  Kreisschar  definiert.  Der  Fall  aber,  daß  eine  Kurvenschar 
erst  durch  mehrere  Gleichungen  analytisch  definiert  wird,  ist 
in  der  obigen  allgemeinen  Betrachtung  in  Nr.  210  nicht  be- 
handelt worden,  und  man  muß  daher  hier  zur  Bestimmung  der 
Einhüllenden  direkt  verfahren,  indem  man  in  jeder  der  Glei- 
chungen a  um  ^a  vermehrt  und  die  gemeinsamen  Lösungen 
der  entstandenen  Gleichungen 

(2)  x-a~zJa-yf^-^^\=0,    x- a-Ja^\yf^a^\  =  0 

all] 
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mit  den  Gleichungen  (1)  bestimmt.  Ist  z.  B.  z/«  positiv,  so 
hat  nur  die  erste  Gleichung  (1)  mit  der  zweiten  Gleichung  (2) 
Lösungen  gemein,  nämlich  diese: 


(3)  a;  =  «  +  iz/«,     2^  =  +  ya2  _  i.^2_ 

Wenn  dagegen  zla  negativ  ist,  so  hat  nur  die  zweite  Glei- 
chung (1)  mit  der  ersten  Gleichung  (2)  Lösungen  gemein,  und 
zwar  ebenfalls  die  Lösungen  (3).  Für  lim  z/«  =  0  geht  nun 
aus  (3) 

X  =  a,     y  =  ±  a 

hervor.  Da  «  willkürlich  ist,  so  ergeben  sich  demnach  wie 
zu  Anfang  dieser  Nummer  die  beiden  Geraden  ?/  =  +  a  als 
der   geometrische   Ort   der   Schnittpunkte   benachbarter   Kreise. 

Hieraus  ist  die  Lehre  zu  ziehen,  daß  man  sich,  wenn  eine 
Kurvenschar  F(x,  y,  a)  =  0  vorliegt,  bei  den  geometrischen 
Anwendungen  stets  vergewissern  muß,  ob  die  Gleichung  in 
der  vorgelegten  Form  auch  wirklich  die  Kurven  in  ihren  ge- 
samten Linienzweigen  oder  nur  Teile  der  Kurven  darstellt. 

212.  Die  Einhüllende  als  Berührende  der  Eurven- 
schar.     Wir  wollen  jetzt  beweisen: 

Sats!  17:   Die  Einhüllmde  einer  ebenen  KurvenscJmr 
Fix,  y,a)  =  0 

mit  einem  Parameter  a  heriihi  in  jedem  Punkte  diejenige  Kurve 
der  Schar,  die  dort  eine  henachharte  Kurve  der  Schar  trifft,  vor- 
ausgesetzt, daß  der  Pmikt  nicht  singulär  ist. 
Die  Einhüllende  der  Schar 

(1)  F(x,y,a)=^0 

wird  durch  die  beiden  Gleichungen  bestimmt: 

(2)  F{x,y,a)  =  0,     F^  =  0. 

Um  nun  die  Richtung  der  Tangente  in  einem  Punkte  einer 
Kurve  der  Schar  zu  erhalten,  muß  man  die  Gleichung  (1) 
differenzieren: 

(3)  FJx  +  F^dy  =  0. 

Will  man  dagegen  die  Richtung  der  Tangente  in  einem 
Punkte  der  Einhüllenden  finden,  so  kann  man  immer  noch  die 
Gleichung   (1)    als    die   Gleichung    der    Einhüllenden    ansehen, 
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nur  muß  man  a  nicht  mehr  als  Konstante,  sondern  als  die- 
jenige Funktion  von  x  und  y  betrachten,  die  durch  die  zweite 
Gleichung  (2)  bestimmt  wird.  Unter  dieser  Annahme  hat  man 
die  Gleichung  (1)  zu  differenzieren,  und  das  ergibt: 

Da  aber  für  jeden  Punkt  der  Einhüllenden  F^  =  0  ist, 
so  nimmt  diese  Gleichung  dennoch  wieder  die  Form  (3)  an. 
Also  erhält  man  für  einen  solchen  Punkt  {x,  y),  der  als  Schnitt- 
punkt einer  Kurve  der  Schar  mit  einer  benachbarten  Kurve 
der  Schar  auch  auf  der  Einhüllenden  liegt,  stets: 

dy  ^\ 

dx  ^~  Fy' 

ob  nun  der  Punkt  (x,  y)  als  Punkt  der  Kurve  der  Schar  oder 
ob  er  als  Punkt  der  Einhüllenden  betrachtet  wird.  Hiermit  ist 
der  Satz  bewiesen. 

Der  Beweis  versagt,  wenn  F^  =  F^  =  0  ist,  d.  h.  wenn 
der  Punkt  (x,  y)  ein  singulärer  Punkt  der  gerade  betrachteten 
Kurve  der  Schar  ist.     (Vgl.  Nr.  191.) 

Ein  Beispiel  für  die  im  Satz  17  ausgesprochene  Eigen- 
schaft der  Einhüllenden  haben  wir  bereits  behandelt:  Die  Evo- 
lute einer  Kurve  ist  nichts  anderes  als  die  Einhüllende  der 
Normalenschar,  und  wir  haben  gesehen,  daß  sie  die  Normalen 
berührt.     Siehe  Satz  13   in  Nr.  198   und  Satz  14   in   Nr.  200. 

Die  Gleichung  JF  (Xy  y^  a)  =  0  kann,  wenn  die  Koordi- 
naten X,  y  eines  Punktes  M  in  sie  eingesetzt  werden,  mehrere 
Werte  a  liefern;  unter  diesen  ist  aber,  wenn  M  zugleich  ein 
Punkt  der  Einhüllenden  ist,  jedenfalls  einer  vorhanden,  der 
auch  der  Gleichung  F^  =  0  genügt.  Die  auf  diese  Weise  be- 
stimmte Kurve  der  Schar  wird  von  der  Einhüllenden  berührt, 
während  die  anderen  Kurven,  die  etwa  noch  durch  den  Punkt 
M  gehen  können,   die  Einhüllende  daselbst  schneiden  können. 

Wenn  der  Parameter  a  in  der  Funktion  F(x,  y,  a)  nur 
im  ersten  Grade  vorkommt,  die  Gleichung  der  Kurvenschar 
also  die  Form 

(4)  9^(^,2/)  ^^^^{Xyy)  =  0 

hat,  so  wird  die  Gleichung  F^  =  0  frei  von  a,  nämlich  diese: 

il){x,y)  =  0. 
»1»] 
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Beide  Gleichungen  zusammen  bestimmen  aber  nur  die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kurven  g)  {x,  y)  =  0  und  f  (x,  y)  =  0.  Mit- 
hin haben  die  Kurven  der  Schar  (4)  keine  Einhüllende,  son- 
dern nur  eine  Anzahl  von  gemeinsamen  Punkten. 

In  den  Nummern  249  und  250  werden  wir  einige  Bei- 
spiele zur  Theorie  der  Einhüllenden  bringen. 

213.  Kurven,  deren  Koordinaten  als  Funktionen 
des  Tangentenwinkels  gegeben  sind.  Ist  wie  früher  r 
der  Winkel,  den  die  positive  Tangente  einer  Kurve  mit  der 
positiven  ic-Achse  bildet,  so  kann  r  als  unabhängige  Veränder- 
liche längs  der  Kurve  gewählt  werden.  Die  Tangente  eines 
Punktes  der  Kurve  hat  dann  in  den  laufenden  Koordinaten 
ly  \)  eine  Gleichung  von  der  Form 

(1)  l  sin  r  —  t)  cos  r  —  f'{x)  =  0. 

Wir  woUen  umgekehrt  annehmen,  es  sei  f{t)  eine  gegebene 
Funktion  von  r  und  die  Gleichung  (1)  vorgelegt.  Für  jeden 
Wert  von  t  definiert  (1)  eine  Gerade.  Es  liegt  also  eine  Ge- 
rademchar  vor,  bei  der  r  die  Rolle  des  früheren  Parameters  cc 
spielt.  Nach  Satz  17  in  Nr.  212  ist  die  Einhüllende  der  Ge- 
radenschar diejenige  Kurve,  die  alle  Geraden  der  Schar  berührt. 
Um  sie  zu  bestimmen,  haben  wir  die  Theorie  der  Nr.  210  an- 
zuwenden. Dabei  ist,  wie  gesagt,  der  Parameter  a  die  Größe  r 
und  F  die  Funktion 

F(Xj  y,  r)  =  rc  sin  T  —  t/  cos  T  —  f(t). 

Die  beiden  Gleichungen  F=0  und  F^=0  sind  also  hier: 

xsmt  —  y  cos  t  —  f  (r)  =  0, 

(2)  X  cos  r  -f  1/  sin  T  —  /"(t)  =  0. 
Hieraus  lassen  sich  x  und  y  berechnen.     Es  kommt: 

(3)  X  =  f(t)  cos  r  -\-  f(t)  sin  r,     y  =  f(t)  sin  r  —  f(t)  cos  r. 

Diese  Gleichungen  stellen  also  allgemein  eine  Kurve  dar, 
die  mittels  des  Tangentenwinkels  r  als  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen ausgedrückt  ist. 

Differentiation  von  (3)  gibt: 

(4)  dx  =  (/■"  -^f)  cos  r  dr,       dy  =  {f"  -f  f)  sin  r  dt, 
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also  dy:dx  =  tg  x,  wie  vorauszusehen  war.  Quadrieren  und  Ad- 
dieren der  Formeln  (4)  liefert  das  Quadrat  des  Bogendifferentials  ds. 
Wenn  wir  daraus 

(5)  ds^{f"  +  f)dt 

berechnen,  so  stimmen  auch  die  Formeln  (1)  von  Nr.  194  in 
ihren  Vorzeichen  genau.  Da  6?t  der  Kontingenzwinkel  ist,  so 
ergibt  sich  als  Wert  des  Krümmungsradius: 

(6)  R=^^r+f. 

Wenn  wir  x  und  y  in  (2)  an  keine  weitere  Bedingung 
binden,  so  ist  (2)  die  Gleichung  derjenigen  Geraden,  die  zur 
Tangente  senkrecht  ist  und  durch  den  Kurvenpunkt  (3)  geht, 
d.  h.  die  Gleichung  der  Normale,  geschrieben  in  den  laufenden 
Koordinaten  x  und  y.  Lassen  wir  darin  t  willkürlich,  so  liegt 
in  (2)  die  Schar  aller  Normalen  der  vorhin  betrachteten  Kurve  (3) 
vor.  Ihre  Einhüllende,  d.  h.  nach  Nr.  200  die  Evolute,  ergibt 
sich  nach  Nr.  210,  indem  wir  (2)  nach  t  differenzieren: 

(7)  —  X  sin  t  -\-  y  cos  r  —  f"  =  0; 

die  Punkte  der  Evolute  müssen  dann  beiden  Gleichungen  (2) 
und  (7)  genügen.  Ist  (x^,  y^  der  zum  Punkte  {x,  y)  der  Kurve  (3) 
oder  zum  Tangentenwinkel  r  gehörige  Krümmungsmittelpunkt, 
so  sind  also  seine  Koordinaten  die  aus  (2)  und  (7)  folgenden 
Werte  von  x  und  y,  nämlich: 

(8)  x^  =  f  cos  X  —  f"  sin  x,       y^  =  /"  sin  r  +  f"  cos  r. 
Durch  Differentiation  folgt  weiter: 

dx^  =  —  {f  -\-f")  sin  T  dx,       dy^  =  {f  -{-f")  cos  x  dx, 
also  ist  das  Bogendifferential  der  Evolute: 

daher  nach  (6)  gleich  dR.  So  findet  man  die  Ergebnisse 
von  Nr.  200  aufs  neue. 

Außerdem    sehen    wir,    daß    in    (8)    nur    die   Differential- 
quotienten f  und  f"  von  f  vorkommen.    Daraus  folgt:    Wenn 
wir   in   (3)   statt  f{x)    die   Funktion  fix)  -f  G  einführen,  wo  C 
eine  heliehige  Konstante  ist,  so  hat  die  Kurve: 
»13] 
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X  =  /"cos  X  -h  (/*-[-  C)  sin  r,       ?/  =  /"sin  r  —  (/*-!-  C)  cos  x 

dieselbe  Evolute  (8)  wie  die  Kurve  (3).  Demnach  gehören  mi 
einer  Evolute  (8)  unendlich  viele  Evolventen.  Sie  haben  sämtlich 
die  Tangenten  der  Evolute  zu  Normalen,  sind  also  die  ortho- 
gonalen TrajeMorien  der  Tangenten  der  Evolute  (vgl.  Nr.  201). 

§  8.    Oskiilierende  Kuryen. 

214.  Definition  einer  Berührung  höherer  Ordnung. 

Es  seien 

y  =  f{x)       und       y^  =  f\{x) 

die  Gleichungen  zweier  Kurven  MM'  und  MM^  (siehe  Fig.  44), 
wobei  wir  die  Ordinaten  mit  y  und  y^  be- 
zeichnen. Wir  nehmen  an,  daß  beide  Kurven 
einen  Punkt  M  mit  einer  gewissen  Abszisse  x 
gemein  haben,  so  daß  y  und  y^  für  diesen 
Wert  X  übereinstimmen. 


^7 


Q 


P     pf  ^ 

Wir  sagen  nun,  daß  sich  die  beiden  Kurven  j,.    ^^ 

im   Punkte  M  in  der  ^^"  Ordnung  berühren, 
wenn  für  die  Abszisse  x  dieses  Punktes   die   Gleichungen   be- 
stehen : 

(1)  2/]  =  y,   Vi  =  y\   Vi'  =y"y--y 2/1^"^  =  y^''\ 

wo    i/(")    und    «/i^-")   die   ft*®"  Ableitungen    bedeuten,    und   wenn 
außerdem 

(2)  2//," +  !)=[=  2/^," +  1) 

ist. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Funktionen  y  und  y^  nebst  ihren 
Ableitungen  bis  zur  (fi  -f-  2)*^"^  Ordnung  einschließlich  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x  bestimmte  endliche  Werte  haben,  so 
daß  der  Satz  19  von  Nr.  112  für  n  =  ^^2  angewandt 
werden  kann.  Vermehren  wir  x  um  Zlx,  so  werden  die  zur 
Abszisse  x-{-zix  gehörigen  Ordinaten  Fund  Y^  beider  Kurven 
folglich  wegen  (1)  gegeben  durch: 


r.=.+/4f+^"-'#+-+^'">^^^^.<-'>-gf9'+^;.. 


fi!  ^  (^+1)!  ^^>+2^ 

+  1 
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sobald  |z/^|  hinreichend  klein  ist,  und  daher  wird  die  Differenz, 
nämlich : 

(3)    i^ -  3^1 = '  (,+1^?  -  i^^y ^ ' + -B.+, - R',^., 

an  der  Stelle  x,  d.  h.  für  lim  Jx  =  0,  mit  Jx  in  der  (ft  -f  Xf^^ 
Ordnung  gleich  Null. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  uns  eine  geometrische  Defini- 
tion für  die  Zahl  ^,  die  Ordnung  der  Berührung.  In  Fig.  44 
soll  OF  =  x,  PP'=zlx  sein.  Ferner  sollen  M'  und  m  die 
zur  Abszisse  x  +  zix  gehörigen  Punkte  beider  Kurven  sein, 
d.  h.  P'M'=Y,  F'm=Y^,  so  daß  Y-Y^^mM'  ist.  Es 
wird  also  mM'  mit  z/rr  in  der  Ordnung  fi  +  1  gleich  Null, 
d.  h.  es  ist 

lim T-. 

endlich  und  von  Null  verschieden. 

Um  die  Strecken  mM'  und  FF'  durch  solche  zu  ersetzen, 
die  eine  vom  Koordinatensysteme  unabhängige  Bedeutung  haben, 
verschieben  wir  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  in  den 
Punkt  M  und  machen  die  Tangente  t  in  M  zur  a;-Achse.  Wenn 
wir  die  Koordinaten  in  dem  neuen  Systeme  mit  überstrichenen 
Buchstaben  bezeichnen,  so  bestehen  in  bezug  auf  die  erste  Kurve 
Gleichungen  von  der  Form: 

X  =  X  cos  a  -\-  y  ^ma  -{-  a^      y  =  —  x  %m  a  -\-  y  cos  a  -^-h. 

Bedeuten  y\  y"  usw.  die  Ableitungen  von  y  nach  x,  so  folgt, 

daß  ,_  .        ,     , 

_,        dy        — sm  o: -|- 2/  cos  a 

^         dx  cos  (X.  -\-y'  sin  k 

ist  und  daß  sich  allgemein  y^"^  durch  y,  y\  .  .  .  y^^^  ausdrückt. 
Genau  ebenso  drückt  sich  bei  der  zweiten  Kurve  y^^'"\  d.  h. 
die  n^^  Ableitung  von  y^  nach  x,  durch  ^/,  ^/',  •  •  •  y^^"^  aus. 
Infolge  von  (1)  und  (2)  ist  also  auch  in  dem  neuen  Koordi- 
natensysteme für  den  Punkt  M: 

Vi-y^   yi=yr-'yi^^^-y^'\   aber   ^/z'+d  +  ^c/'+d. 

In  dem  neuen  Systeme  ist  anstatt  mM'  die  Strecke  M^ M' 
senkrecht  zur  Tangente  mit  dem  Fußpunkte  Q  und  anstatt 
FF'  die  Strecke  M.Q  zu  nehmen.  Diese  beiden  Größen  aber 
haben  eine  von  dem  Koordinatensysteme  unabhängige  Bedeutung. 
Ä14] 
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Fällt  man  also  von  einem  Punkte  M',  der  auf  der  Kurve 
y  =  fix)  in  der  Umgebung  von  M  liegt,  das  Lot  MQ  auf  die 
gemeinsame  Tangente  beider  Kurven  im  gemeinsamen  Punkte 
My  SO  schneiden  die  beiden  Kurven  auf  dem  Lote  das  Stück 
iffj'Jlf' aus;  der  Fußpunkt  Q  des  Lotes  ist  um  die  Strecke  MQ 
vom  gemeinsamen  Berührungspunkte  M  entfernt;  und  wenn  ^ 
die  Ordnung  der  Berührung  beider  Kurven  ist,  so  muß 

lim    ^^ 

endlich  und  von  Null  verschieden  sein.     Es  folgt  also: 

Satz  18:  Wenn  zwei  ebene  Kurven  y  =  f{x)  und  yi=fi(x) 
den  PunM  M  mit  der  Abszisse  x  gemein  haben  und  einander  dort 
in  der  ft'^'*  Ordnung  berühren^  tvenn  also  dort  y  =  y^,  V  =y\->" 
•  •  2/^'"^  =  2//'"\  «^^^  i/(,"  + 1)  ^  ^^C"  + 1)  ist^  so  tritt  folgendes  ein: 
Schneidet  eine  zur  gemeinsamen  Narmale  von  M  benachbarte 
parallele  Gerade,  die  von  M  den  Abstand  MQ  hat,  die  Kurven 
in  31'  und  M^,  so  ist  der  Grenzwert  von  M^M':3IQ''  +  ^  für 
lim  3IQ  =  0  endlich  und  von  Xtdl  verschieden.  Vorausgesetzt 
ivird  dabei,  daß  f(x)  und  fi{x)  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur 
(ft  4-  2)^  Ordnung  in  der  Umgebung  des  betrachteten  We)'tes  x 
bestimmt  und  endlich  seien. 

Später  (in  Nr.  298)  werden  wir  zeigen,  daß  umgekehrt, 
wenn  der  Quotient  3// Jf':  J/§"  +  ^  einen  endlichen  und  von 
Null  verschiedenen  Grenzwert  hat,  stets  eine  Berührung  in 
gerade    a^^  Ordnung   eintritt. 

215.  Berührung  in  gerader  und  ungerader  Ordnung. 

Ist  die  Ordnung  ^  der  Berührung  ungerade,  so  ändert  Y—  1\ 
nach  (3)  in  voriger  Nummer  und  nach  Satz  22  in  Nr.  115 
das  Zeichen  nicht,  wenn  man  das  Zeichen  von  zfx  ändert,  so- 
bald nur  zlx  in  der  Umgebung  von  zJx  =  0  gewählt  wird;  das 
Zeichen  bleibt  also  das  nämliche  wie  das  der  Differenz  y(^'  +  ^) 
~  2/i^'"  "*"  ^^-  Dißs  besagt,  daß  zu  beiden  Seiten  des  Berührungs- 
punktes die  eine  Kurve  durchaus  auf  derselben  Seite  der  an- 
dern verläuft.  Ist  dagegen  u  eine  gerade  Zahl,  so  ändert 
Y—  Yj  mit  zJx  auch  das  Zeichen,  die  Kurven  durchsetzen 
daher  einander  im  Berührungspunkte.     D.  h.: 

Satz  19:    Wenn   zwei  Kurven    in  der  Ebene  einander  in 
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einem  Punkte  in  gerader  Ordnung  herühren,  so  durchsetzen  sie 
einander  dort,  im  Falle  einer  Berührung  von  ungerader  Ordnung 
jedoch  nicht. 

Im  Falle  einer  Berührung  ^*^''  Ordnung  gibt  es  keine  Kurve 
durch  den  Punkt  Jf,  die  in  der  Umgebung  von  M  zwischen 
den  beiden  ersten  verläuft,  es  sei  denn,  daß  sie  im  Punkte  M 
Berührungen  von  ^^^"^  oder  höherer  Ordnung  mit  jenen  Kurven 
eingeht.  Denn  ist  Yg  diejenige  Ordinate  der  dritten  Kurve, 
die  zur  Abszisse  x  +  ^oo  gehört,  so  ist 

Y,-Y,  =  {Y,-Y) +  {¥-¥,). 

Verschwände    Y^  —  Y  in  niederer   als   der   {^i  -\-  1)*^"  Ordnung 

mit  /Ix,  so  wäre  Y^  —  Fj  von  derselben  Ordnung,  und  folglich 

hätten 

Y^  -  Fl     und     Y^-Y 

dasselbe  Vorzeichen,  d.  h.  die  dritte  Kurve  verliefe  nicht  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Kurve. 

Es  ist  z.  B.  nicht  möglich,  durch  den  Kurvenpunkt  M 
eine  Gerade  zu  ziehen,  die  in  der  Umgebung  des  Berührungs- 
punktes M  zwischen  der  Kurve  und  ihrer  Tangente  verliefe. 
Denn  eine  Sekante  durch  M  berührt  —  so  dürfen  wir  sagen 
—  die  Kurve  in  der  nullten  Ordnung,  also  in  einer  niedrigeren 
als  die  Tangente.     Vgl.  auch  Nr.  172. 

216.  Definition  des  Oskulierens.  K  bezeichne  eine 
gegebene  Kurve  y  =  f{x)'^  wir  nehmen  an,  daß  die  Funktion 
fix)  in  der  Umgebung  der  gerade  betrachteten  Stelle  x  =  Xq 
nach  dem  Taylorschen  Satze  entwickelbar  sei: 

(1)  y  =  fix)  =  t/,4-  y^{x-X,)  +  \  (^-^o)'+  •  •  •    . 

Der  Kurve  K  stellen  wir  eine  Schar  von  Kurven  K'  gegenüber: 

F{x,  y„  Co,  q,...cj  =  0, 

in  deren  Gleichung  n  -\-  1  willkürliche  Konstanten  vorkommen 
und  deren  Ordinaten  wir  mit  y^  bezeichnen.  Wir  wollen  an- 
nehmen, daß  die  Gleichung  dieser  Kurvenschar  nach  y^  auf- 
gelöst und  diese  Funktion  y^  von  x,  c^,  c^,  -  -  -  c^  in  der  Um- 
gebung von  X  =  Xq  nach  dem  Taylorschen  Satze  entwickelbar 
sei.     Dabei  mögen   als  Koeffizienten   der  ersten  n  -f  1  Glieder 
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insbesondere    die    n  -{-  1    Konstanten    c^^  q,  •  •  •  c„    auftreten. 
Dann  sieht  die  Gleichung  der  Kurvenschar  so  aus: 

(2)  tJi-  Cq  +  Ci'  (x  -  x^)  i-  c,'  {x  -  x^y  -i-  ■ '  • 

+  c„'(x-x,Y  +  Ä^^,{x-x,y-^'-{--. 

Die  Größen   Cq,  q,  •  •  •  c^   sind   willkürlich,   aber  die  folgenden 
Koeffizienten  A^^^y  A^^^,  ■  •  •   Funktioneu  von  ihnen. 

Wird  nun  eine  ganze  Zahl  ^i  kleiner  als  n  gewählt,  so 
kann  man  über  die  Konstanten  ^o>  ^n  '  '  '  ^n  ^^  verfügen,  daß 
die  Kurven  K  und  K'  in  einem  zu  x^  gehörigen  Punkte  ein- 
ander in  der  ^i^''^  Ordnung  berühren.  Zu  diesem  Zwecke  hat 
man  ja  nur  c^,  c^,  •  •  ■  c     so  zu  wählen,   daß 

y "  Vo^'' 

(3)  Cq  =  ?/q,     c^  =  ?/q  ,     Cg  =  "Yj- ,  •  •  •     ^^<  =  ^^ 

wird.  Die  übrigen  n  —  ^  Konstanten  bleiben  dann  willkürlich, 
und  insbesondere  wird  man  noch 

>+l  ^  (ji-\-  1)! 
zu  wählen  haben.  Wird  aber  ^i  =  n  gewählt,  so  ist  die 
Kurve  K'  der  gegebenen  Schar  durch  die  Gleichungen  (3) 
vollkommen  bestimmt  und  hat  im  Punkte  (Xq,  y^)  mit  K  eine 
Berührung  von  mindestens  /i*®'"  Ordnung.  In  diesem  Falle  sagt 
man:  Die  Kurve  K'  der  gegebetien  Kurvenschar  oskuliere  die 
Kurve  K  im  Funkte  M.  Dann  ist  nämlich  diejenige  unter 
allen  Kurven  der  Schar  bestimmt  worden,  die  mit  der  Kurve  K 
an  der  Stelle  {x^,  y^  eine  Berührung  von  der  größtmöglichen 
Ordnung  eingeht. 

Aber  es  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.     Durch  die 
n  -\-  1  Gleichungen 

^0  ^^  i/o)       ^i   "^  I/o  }    '  '  ' }       ^n  ^^  ~^V 

sind  nämlich  jetzt  alle  c  bestimmt  und  mit  ihnen  daher  auch 
bereits  alle  folgenden  Koeffizienten  A^_^^,  A^_^_2J  '  '  '  ^^  ^®^ 
Entwicklung  (2).    Im  allgemeinen  wird  nun  nicht  gerade  auch 


n  +  i         (n+1)! 

werden;   die  Berührung   wird  also  im   allgemeinen   gerade   die 
von  n*®''  Ordnung   sein.     Aber   es   könnte  die   letzte  Gleichung 
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an  einer  Stelle  x^  doch  erfüllt  werden  und  sogar  noch  von 
den  folgenden  Gleichungen  einige.  Dann  ist  die  Berührung 
von  noch  höherer  als  w*®^  Ordnung.  Die  Kurven  K  und  K' 
könnten  sogar  möglicherweise  völlig  zusammenfallen. 

Man  wird   unter  Umständen    auch   hei   einer  Kurvenschar^ 
deren  Gleichung  die  allgemeine  Form 
(4)  F{x,y,,  Co,  Ci...-O  =  0 

hat,  über  die  n  +  1  Konstanten  so  verfügen  können,  daß  die 
Berührung  mit  der  Kurve  K  mindestens  von  der  n^"^  Ordnung 
wird.  Die  Konstanten  können  jedoch  so  in  F  eingehen,  daß 
dies  nicht  mehr  möglich  ist.  Die  Behauptung,  daß  in  der 
Schar,  wenn  ihre  Gleichung  in  der  Form  (4)  gegehen  ist, 
eine  Kurve  enthalten  sei,  die  K  in  mindestens  n^^""  Ordnung 
berührt,  bedarf  daher  in  jedem  Falle  eines  besonderen  Nach- 
weises, indem  man  sich  nicht  mit  der  bloßen  Abzahlung  der 
Konstanten  begnügt,  sondern  die  verlangte  Kurve  der  Schar 
tatsächlich  bestimmt. 

217.  Oskulierende  Gerade  und  oskuliereuder 
Keg'elschuitt.  Die  Gleichung  einer  Geraden  enthält  nur  zwei 
Konstanten;  sie  läßt  sich  sofort  in  die  Form  (2)  der  vorigen 
Nummer  setzen.  Man  kann  daher  zwischen  einer  gegebenen 
Kurve  und  einer  Geraden  in  einem  allgemein  gegebenen  Kurven- 
punkte nur  eine  Berührung  in  erster  Ordnung  herstellen.  Die 
oskulierende  Gerade  einer  Kurve  ist  also  in  jedem  Punkt©  nichts 
anderes  als  die  Tangente  der  Kurve.     Es  ist  nämlich 

^1  =  ^0  +  ^1  •  (^  -  ^o) 
die  allgemeine  Gleichung  einer  Geraden,  und  man  hat  nach  (3) 
in  voriger  Nummer  anzusetzen: 

Dann  wird  die  Gleichung  der  Geraden: 

also  in  der  Tat  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (Xq,  y^. 
Ihre  laufenden  Koordinaten  sind  x  und  y^. 

Die  allgemeine  Kegelschnittsgleichung  enthält  fünf  will- 
kürliche Konstanten.  Bringt  man  sie  auf  die  Form  (2)  der 
vorigen  Nummer,  so  kann  man  zeigen,  daß  c^,  Cj,  c^,  Cg,  c^ 
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willkürlicli  bleiben;  mitlim  hat  der  oskulierende  Kegelscbnitt 
einer  gegebenen  Kurve  eine  Berührung  von  mindestens  vierter 
Ordnung  mit  dieser  Kurve.  In  gewissen  besonderen  Fällen 
kann  die  Berührung  eine  höhere  Ordnung  haben.  So  gibt  es 
z.  B.  auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung  im  allgemeinen  21  Punkte, 
in  denen  der  oskulierende  Kegelschnitt  eine  Berührung  fünfter 
Ordnung  mit  der  Kurve  eingeht.  Wenn  man  Kegelschnitte 
betrachtet,  die  noch  anderweitigen  bestimmten  Bedingungen 
genügen  sollen,  so  wird  die  Zahl  der  willkürlichen  Konstanten 
kleiner  als  fünf,  und  der  oskulierende  Kegelschnitt  hat  im  all- 
gemeinen eine  Berührung  von  niederer  als  vierter  Ordnung. 
Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  man  nur  Parabeln  betrachtet, 
die  von  vier  Konstanten  abhängen,  oder  Kreise,  die  von  drei 
Konstanten  abhäno^en.  Diesen  letzten  Fall  wollen  wir  genauer 
untersuchen. 

218.  Der  oskulierende  Kreis.  Die  allgemeine  Gleichung 
eines  Kreises  enthält  drei  Konstanten,  nämlich  die  Koordinaten 
a,  h  des  Mittelpunktes  und  den  Radius  R.  Man  kann  daher 
im  allgemeinen  in  einem  Punkte  (x,  y)  einer  gegebenen  Kurve 
nur  eine  Berührung  ziveiter  Ordnung  mit  einem  Kreise  her- 
stellen, und  die  Bedingungen  dieser  Oskulation  sind: 

(1)  Vi-y,   Vi-y'y   yi"  =  y) 

wenn  y^  die  Ordinate  des  zu  x  gehörigen  Punktes  des  Kreises 
bezeichnet.     Die  Gleichung  des  Kreises  ist: 

Differenziert  man  sie  zweimal,  so  folgt: 
.2^  (^-«) +  (2/1-2^)«//=  0, 

^^  i  +  y."+{y.-h)yr=o. 

Ersetzt  man  «/i,  2//,  lli"  in  diesen  drei  Gleichungen  durch  die 
Werte  (1),  so  kommt: 

{x-ay+(y-by   =R\ 
(3)  \{x-a)  +  (y-b)y=0, 

.l+y''+(y-h)y"=0, 
woraus   sich   die  Koordinaten  a,  h   des  Mittelpunktes  und   der 
Radius  R  des   im   Kurvenpunkte   (x,  y)   oskulierenden  Kreises 
berechnen  lassen.     Es   gehen   dabei    die   in  Nr.  197   unter  (6) 
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und  (1)  für  x^,  y^  und  i?  gefundenen  Werte  hervor,  so  daß 
wir  zum  Krämmungskreise  des  Kurvenpunktes  (ic,  y)  kommen. 

Sat0  20:  In  der  Ebene  ist  von  allen  Kreisen  durch  einen 
Funkt  einer  Kurve  der  Krümmung  skr  eis  dieses  Punktes  derjenige, 
der  die  Kurve  dort  in  der  höchsten,  nmnlich  in  mindestens  zweiter 
Ordnung  berührt. 

Er  wird  die  Kurve  dort  im  allgemeinen  in  gerade  zweiter 
Ordnung  berühren,  d.  h.  die  Kurve  im  Berührungspunkte  nach 
Satz  19  in  Nr.  215  durchsetzen.  Dagegen  berührt  er  sie  in 
mindestens  dritter  Ordnung,  wenn  noch  die  Bedingung  y^"=y" 
an  der  Stelle  [x,  y)  erfüllt  ist.  Nochmalige  Differentiation 
von  (2)  gibt  dafür,  wenn  darin  y^,  y^,  y^' ,  y^"  durch  y,  y,  y\  y" 
ersetzt  werden,  die  Bedingung: 

^yy"^  {y  —  ^y"  =  ^ 

oder,  wenn  y  —  b  aus  der  letzten  Gleichung  (3)  hierin  ein- 
gesetzt wird: 

32/V'»-(l+2/'^)2/"'  =  0. 

Diese  Bedingung  ist  dieselbe  wie  die  Gleichung  (3)  in  Nr.  200. 
Daher  sind  diejenigen  Punkte  einer  Kurve,  in  denen  sie  mit 
ihrem  Krümmungskreise  eine  Berührung  von  höherer  als  zweiter 
Ordnung  eingeht,  die  Scheitel  der  Kurve. 

Satz  21:  Die  Scheitel  einer  ebenen  Kurve,  d.  h.  diejenigen 
Funkte  (x,  y)  der  Kurve,  in  denen  das  Differential  dB  des 
Krümmungsradius  R  gleich  Null  ist,  sind  identisch  mit  den 
Funkten,  in  denen  die  Kurve  vom  Krümmungskreise  in  höherer 
als  zweiter  Ordnung  berührt  wird.     Die  Bedingung  dafür  ist 

wenn  y ,  y" ,  y"  die  Ableitungen  von  y  nach  x  bedeuten. 

Da  in  einem  Scheitel  das  Differential  dR  des  Krümmungs- 
radius verschwindet,  so  ist  der  Scheitel  ein  solcher  Punkt,  in 
dem  die  erste  notwendige  Bedingung  für  das  Vorhandensein 
eines  Maximums  oder  Minimums  des  Krümmungsradius  erfüllt 
wird  (vgl.  Nr.  140).  Man  kann  nun,  wenn  man  will,  zwischen 
eigentlichen  und  uneigentlichen  Scheiteln  (ähnlich  wie  zwischen 
eigentlichen  und  uneigentlichen  Wendepunkten,  vgl.  Nr.  172) 
unterscheiden,  d.  h.  als  eigentliche  Scheitel  nur  solche  Kurven- 
punkte bezeichnen,  in  denen  nicht  nur  dR  =  0,  sondern  wirklich 
!918] 


§  8.     Oskulierende  Kurven.  367 

ein  Maximum  oder  Minimum  des  Krümmungsradius  vorhanden 
ist.  Im  allgemeinen  wird  mit  dB  =  0  nicht  auch  d^R  =  0 
sein,  d.  h.  im  allgemeinen  wird  der  Scheitel  ein  eigentlicher 
Scheitel  sein  (vgl.  Satz  1,  Nr.  142).  Wir  werden  nur  die  erste 
notwendige  Bedingung  dR  =  0  für  einen  Scheitel  voraussetzen. 
Sollen  alle  Kurvenpunkte  Scheitel  sein,  so  muß  für  alle 
Werte  von  x  die  Bedingung  des  Satzes  21  erfüllt  sein.  Nun 
aber  ist,  wenn  x^^^  y^  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittel- 
punktes bedeuten,  nach  (6)  in  Nr.  197: 

(4)         ,^  =  ,_(i±p:,  ,,  =  ,  +  i±/-', 

also,  wenn  vollständig  nach  x  differenziert  wird: 

(5)  7 

so  daß  dx^  =  0  und  dy^  ==  0  folgt,  also  x^  =  konst.  und  y^  =  konst. 
Da  auch  dR  =  0,  daher  R  =  konst.  ist,  so  sind  dann  alle 
Krümmungskreise  der  Kurve  miteinander  identisch,  d.  h.  die 
Kurve  ist  dieser  Kreis  selbst.  Hierbei  war  die  Annahme 
y"  =  0  auszuschließen.  Im  Falle  y'=  0  aber  ist  y  =  ax  -\-  h, 
d.  h.  es  liegt  eine  Gerade  vor,  die  überall  mit  ihrem  Krüm- 
mungskreise zusammenfLillt.     Daher: 

Sat0  22:  Die  einzigen  ebenen  Kurven,  die  über  all  Seheitel 
haben,  sind  die  Geraden  und  die  Kreise. 

Dies  rechtfertigt  nachträglich  unsere  obige  Aussage,  daß 
die  Punkte   einer   Kurve   im   allgemeinen   keine   Scheitel    sind. 

Hat  eine  Kurve  eine  Symmetriegerade  und  wählen  wir 
die  Gerade  als  ?/- Achse,  so  hat  die  Funktion  y^^fipc),  deren 
Bild  die  Kurve  ist,  die  Eigenschaft,  daß  stets  f{x)  =  f(—  x) 
ist.     Hieraus  ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  x: 

r(x)  =  -f'i-x),  f"{x)=f"{-x),   rw  =  -r(-^)- 

Für  X  =  0  folgt  hieraus,  falls  dann  die  Ableitungen  nicht  un- 
stetig werden,  daß  f\0)  =  0  und  f''\0)  =  0,  also  y  und  y'' 
gleich  Null  für  die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  der  Sym- 
metriegeraden werden.  Dann  aber  ist  für  diesen  Punkt  die 
Bedingung  des  Satzes  21  erfüllt.     Daher: 
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Satz  23:  Hat  eine  ebene  Kurve  eine  Symmetriegerade,  so 
sind  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Symmetriegerade  Scheitel,  falls 
dort  die  drei  ersten  Ableitungen  stetig  bleiben. 

Z.  B.  die  höchsten  und  tiefsten  Stellen  der  Sinuslinie 
y  =  siiß.x  (siehe  Nr.  9)  sind  Scheitel,  ebenso  diejenigen  Punkte 
eines  Kegelschnittes,  die  man  in  der  analytischen  Geometrie 
seine  Haupt-  und  Nebenscheitel  zu  nennen  pflegt. 

Die  Gleichungen  (4)  stellen  die  Koordinaten  x-^,  y^  der 
Punkte  der  Evolute  als  Funktionen  von  x,  also  einer  Hilfs- 
veränderlichen, dar.  Aus  (5)  und  aus  Satz  21  folgt,  daß, 
wenn  x  die  Abszisse  eines  Scheitels  der  gegebenen  Kurve  ist, 
alsdann  für  den  zugehörigen  Punkt  der  Evolute  dx^  :  dx  und 
dy^  :  dx  gleich  Null  sind.  Nach  Nr.  191  ist  dieser  Punkt 
der  Evolute  folglich  singulär  und  zwar  in  der  Regel  eine 
Spitze. 

Einem  Scheitel  der  Evolvente  gehört  also  ein  singulärer 
PunM  der  Evolute  und  zwar  in  der  Regel  eine  Spitze  der 
Evolute  zu. 
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Achtes  Kapitel. 
Anwendungen  der  Theorie  der  ebenen  Kurven. 


§  1.   Die  Fläche  und  das  Bogenelement  der  Kegelschnitte. 

219.  Die  Farabelfläche.  Obwohl  die  Ausmessung  der 
von  Kurven  begrenzten  Flächen  der  Integralrechnung  angehört 
und  daher  in  allgemeiner  Form  erst  im  zweiten 
Bande  behandelt  werden  soll,  können  wir 
doch  schon  hier  einige  der  einfachsten  Fälle, 
insbesondere  zunächst  die  Kegelschnitte,  be- 
handeln. 

Es  sei  erstens  (siehe  Fig.  45)  die  Fläche 
des  Segmentes  MOM'  zu  bestimmen,  das 
zwischen  dem  Bogen  der  die  i/- Achse  im 
Scheitel  0  berührenden  Parabel  xf  =  2px  und  ng.  45. 

einer  Parallelen  M'M  zur  ?/ -Achse  enthalten 
ist.     Sind  Xy  y  die  Koordinaten  eines   veränderlichen  Kurven- 
punktes M,  so  gilt  für  das  Differential  des  oberhalb  der  a; -Achse 
gelegenen  Flächenstückes  w,   das  mit  x  veränderlich  ist,  nach 
Satz  11  in  Nr.  192  die  Formel: 

du  =  ydx. 

Die  Gleichung  y^  =  2px  der  Parabel  ergibt  aber: 

also  kommt: 

du  =y2p  •  x^dx. 

1  3 

Da  nun  x^dx  das  Differential  von  ^x^  ist,  so  hat  die  Fläche  u 

das    nämliche    Differential    wie    die    Funktion    '11/2 p  •  x     und 
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kann  sich  daher  nach  Satz  8  in  Nr.  29  von  dieser  Funktion 
nur  um  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Ferner  werden 
beide  Funktionen  für  x  =  0  ebenfalls  gleich  Null;  mithin  muß 
die  Konstante  auch  gleich  Null  sein.     Daher  ergibt  sich: 

u  ^  ^y2px  •  X  ^  %xy. 

Diese  Gleichung  besagt,  daß  die  Parabelfläche  OFM  gleich 
zwei  Dritteln  der  Fläche  des  Rechtecks  0P3IQ  ist.  Des- 
gleichen ist  die  Fläche  OM'F  gleich  zwei  Dritteln  des  Recht- 
ecks OPM'Q'-^  mithin  ist  das  Segment  MOM'  auch  gleich 
zwei  Dritteln  des  Rechtecks   Q'M'MQ. 

220.  Die  EUipsezxfläche.  Es  seien  2a  und  2h  die 
Längen  der  Haupt-  und  Nebenachse  einer  Ellipse,  und  diese 
beiden  Achsen  mögen  die  Koordinatenachsen 
sein.  Es  werde  nun  diejenige  Fläche  u  ge- 
sucht, die  zwischen  den  beiden  Achsen,  dem 
Bogen  BM  und  der  Ordinate  y  =  FM 
liegt  (siehe  Fig.  46).  Wird  der  Kreis  kon- 
struiert, der  die  große  Achse  2  a  zum  Durch- 
messer hat,  und  mit  u^  die  Fläche  bezeich- 
net, die  zwischen  den  Achsen,  dem  Kreis- 
bogen B'M'  and  der  Ordinate  y^  =  FM' 
liegt,  so  ist  nach  Satz  11  in  Nr.  192: 

du  =  ydx,    du^  =-  y^dx. 

Da  aber  y^  und  y  die  Ordinaten  des  Kreises  und  der  Ellipse 
sind,  so  ist  bekanntlich  y^  :  a  =  y  :h,  also 

du  =  —-  du. . 
a       1 

Mithin  haben  die  Größen  u  und  hu^\a  dasselbe  Differential, 
und  weil  beide  mit  x  verschwinden,  sind  sie  nach  Satz  8  in 
Nr.  29  einander  gleich,  d.  h.  es  ist: 


Fig.  46. 


U  = 


Die  ganze  Kreisfläche  ist  gleich  7t a^,   die  ganze  Ellipsenfläche 
demnach  gleich  7t ah. 

819,  aao] 


§  1.     Die  Fläche  und  das  Bogenelement  der  Kegelschnitte.     371 

221.  Die  Hypertaelfläche.  Hier  schicken  wir  voraus: 
Die  Betrachtung  in  Nr.  192  bleibt  —  wie  manche  unserer 
früheren  Betrachtungen  —  richtig,  wenn  die  Koordiuaten  x^  y 
nicht  recht-,  sondern  schiefwinklig  sind.  An 
die  Stelle  der  in  Nr.  192  erwähnten  Recht- 
ecke treten  dann  Parallelogramme.  Die 
Flächeneinheit  ist  der  Inhalt  desjenigen  Rhom- 
bus, dessen  Seiten  parallel  zu  den  Achsen  und 
gleich  der  Längeneinheit  sind. 

Wir  betrachten  nun   eine  Hifperhel,   die 
auf  ihre  beiden  Asymptoten  als  Koordinatenachsen  bezogen  ist; 
ihre  Gleichung  lautet: 

xy  =  wr. 

Es  sei  u  die  Fläche,  die  zwischen  der  Kurve,  der  a^-Achse  und 
den  Ordinaten  A  C  und  FM  liegt;  OA  ==  Xq  sei  fest  und  OP  =  x 
>  Xq  veränderlich.    Siehe  Fig.  47.    Nach  Nr.  192  ist  aUgemein: 

du  =  ydx. 

Also  wird  für  die  Hyperbel: 

7  a  et  X 

du  =  wr 

X 

Nun  ist  dx  :  x  das  Differential  des  natürlichen  Logarithmus 
von  X]  daher  kommt  nach  Satz  8  in  Nr.  29: 

u  =  m^  \nx  -\-  konst. 

Die  Fläche  u  ist  gleich  Null,  wenn  x  gleich  der  Abszisse  x^^ 
des  Punktes  C  ist;    folglich  muß  sein: 

0  =  w-  In  Xq  H-  konst.     oder     konst.  =  —  7n^  In  Xq. 

Demnach  wird: 

u  =  m^ln  —  • 

Benutzen  wir  als  Flächeneinheit  nicht  den  Rhombus  mit 
den  Seiteulängen  Eins,  sondern  das  Quadrat,  dessen  Seiten- 
länge die  Längeneinheit  ist,  so  ändert  sich  die  Formel.  Ist 
nämlich  a  der  Winkel  der  beiden  Koordinatenachsen,  d.  h.  der 
Hyperbelasymptoten,    so   ist   dann   noch  mit  sin«  zu  multipli- 
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zieren,  da  sich  der  Inhalt  des  Rhombus  zu  dem  des  Quadrates 
wie  sincc  zu  Eins  verhält.     Also  ist  dann: 

u  =  m^  sin  a  In  — 

Bei  einer  gleichseitigen  Hyherbel  ist  a  ein  rechter  Winkel. 
Wählen  wir  bei  ihr  als  feste  Anfangsordinate  die  des 
Scheitels  C  der  Hyperbel,  für  den  x^^m  ist,  und  nehmen 
wir  m  gleich  der  Längeneinheit  an,  so  wird: 

u  =  In  X. 

Die  durch  die  verschiedenen  Ordinalen  der  gleichseitigen 
Hyperbel  begrenzten  Flächen  sind  also  gleich  den  natürlichen 
Logarithmen  der  entsprechenden  Abszissen.  Deshalb  heißen  die 
natürlichen  Logarithmen  auch  die  hyperbolischen. 

222.  Das  Bogenelement  der  Ellipse.  Die  Koordinaten 
eines  laufenden  Punktes  einer  Ellipse,  bezogen  auf  die  Haupt- 
achsen, lassen  sich  als  Funktionen  eines  veränderlichen  Win- 
kels (p  durch  die  Gleichungen 

o;  =  a  sin  9),     y  =  b  cos  (p 

ausdrücken;  a  und  b  sind  die  Längen  der  Halbachsen,  (p  ist  die 
sogenannte  exzentrische  Anomalie,  gerechnet  von  der  kleinen 
Achse  aus.  Konstruiert  man  nämlich  den  konzentrischen  Kreis 
mit  dem  Durchmesser  2a,  so  wird  der  zu  einem  Punkte  M 
der  Fläche  zugehörige  Winkel  (p  gefunden,  indem  man  die 
Ordinate  PM  (vgl.  Fig.  46  auf  S.  370)  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitte M'  mit  diesem  Kreise  verlängert;  denn  es  ist  alsdann 
^B'OM'=fp.     Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt: 

dx  =  a  coficpdip,     dy  =  —  b  sin  cpdcp, 
also  nach  (2)  in  Nr.  193  das  Differential  der  Bogenlänge: 


(1)  ds  ==  Ya^  "cos^  (p  -\-  b^  sin^  (pd(p. 

Bezeichnet  man  mit  k  die  Exzentrizität,  d.  h.  Ya^  —  b^ :  a, 
so  gewinnt  dieser  Ausdruck  die  Form: 


(2)  ds  =  ay  1  -  P  sin^  (p  d(p, 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 
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^   '  «         ]/l  —  fc«  sin  V  yr— fcVsin'qp 

Bisweilen  ist  es  nützlicli,  {?5  als  Funktion  des  Winkels  v 
zu  bestimmen,  den  die  Normale  der  Ellipse  mit  der  a;-Achse 
bildet.  Nach  den  vorigen  Formeln  und  nach  (2)  in  Nr.  169 
wird: 

^^^  =  ~ff  ==!' ^^^^'    ^'^'    ^g^^l^^g^^ 

also: 

^252 

^    '  ^       a*cos*»'-}- ^  811^  " 

und: 

,  a  cos^qp  ,     abdv 

(i(p  =  —  -^  ^n*i^  rtl^  —  —  ä^^^-fP~8m*v  ' 

Daber  kommt: 

—  a^b^dv 
ds 


Ya^  008  V  -j-  6*  sin'v 
oder  auch: 


-^^r 


Da  v  =  t  +  ^7t  nach  Nr.  169  ist,  so  kommt  dv  =  dr.    Folglich 
ist  ds  :  dv  nach  Nr.  197  der  Krümmungsradius  der  Ellipse. 

223.   Das  Bogeuelement  der  Hyperbel. 

Wählen  wir  als  ic -Achse  die  Nebenachse,  als  y- 
Achse  die  Hauptachse  einer  Hyperbel  und  be- 
zeichnen wir  mit  2  a  die  Länge  der  ersten  Achse,  -P< 
mit  2h  die  Länge  der  zweiten,  setzen  wir  ferner 
k  =  h  :  Ya^  +  h^,  so  wird  die  Gleichung  der  Kurve 
(vgl.  Fig.  48): 

Die   Koordinaten   x,  y    kann    man    als    Funktionen    eines 
Winkels  cp  ausdrücken,  indem  man 


X-ayi  —  /c   tg(p,     y  -  y^^-^^  cosgj 

setzt.    Sie  genügen  bei  jedem  Werte  von  (p  der  Kurvengleichung. 
Hieraus  folgt: 

dx^^ayü^'-^,     dy^ayi^l? )^^===:dcp. 
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Also  wird  nach  (2)  in  Nr.  193  das  Bogendifferential: 

(1)  ds  =  Vdx'  +  df  =  a  /i  -  k'       ^--i-^^_.,^. 

Für  den  Endpunkt  31  des  Bogens  s,  dessen  Anfang  wir 
im  Scheitel  Ä  auf  der  ^-Achse  annehmen,  konstruieren  wir 
die  Tangente;  dann  fällen  wir  auf  sie  vom  Mittelpunkte  die 
Senkrechte  OP.  Die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden 
OF  lautet  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  Ij: 

■)/l  —  ]c^  sin^  qp  •  J  +  /»;  sin  9?  •  l)  =  0. 

Bezeichnet  t  die  Strecke  PM  der  Tangente^   also   die  Entfer- 
nung des  Punktes  M  von  der  Geraden  OP,  ist  mithin 

(2)  t  =  yj^  tang (pYl-h^  sin2  (p, 
so  folgt: 


(3)  dt  =  aYi-  l^ 


d(p 


cos^qp  |/ir^  k^  sin'qp 

j/riTp  1^  yi  —  Ä;«  sm«^        yi  _  fc2  si^vj 

Subtrahieren   wir  nun  die^Gleichung  (3)  von  der  Gleichung  (1), 
so  wird: 

"^    yi  — 1^  vyr^'p^n«^    yi  — t«  sin^ 

Die  Grö&e  t  ist  eine  nach  (2)  leicht  zu  berechnende  alge- 
braische Funktion  der  Koordinaten.  Man  sieht,  daß  das  Dif- 
ferential der  Differenz  s  —  t  eine  ähnliche  Form  hat  wie  das 
Differential  (3)  des  Ellipsenbogens  in  Nr.  222. 

224.  Rektifikation  der  Parabel.  Unter  Bektifihation 
versteht  man,  wie  schon  in  Nr.  202  erwähnt  wurde,  die  Be- 
stimmung der  Bogenlänge  einer  Kurve.  Es  liege  nun  ins- 
besondere die  Gleichung  einer  Parabel  vor: 

y^  =  2px, 

bezogen  auf  ihre  Achse  und  Scheiteltangente  als  Koordinaten- 
achsen.    Für  den  Tangentenwinkel  r   ist  nach  Nr.  169: 


tor  T  =   /  =  — 

®  dx        v 


223,  224:] 
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SO  daß  die  Parabel  auch  so  dargestellt  werden  kann: 
y=-pctgr,     rr  =  |-ctg-r. 

(Es  ist  dies  ein  Beispiel  zu  Nr.  213,  indem  jetzt  die  Funktion 
f(t)  den  Wert  —p  cos'r  :  2  sinr  hat.)     Nun  ergibt  sich: 


pdr 
sin^  r 


dy--^.\,     do:==- 


p  ctg  r dt 


demnach  als   Bogendifferential  nach   (2)   in  Nr.  193: 


(i; 


ds  =  — 


pd- 


Wir  müssen  hier  das  Minuszeichen  setzen,   *^r 
weil  die  Bogenlänge  s,  die  wir  vom  Schei- 
tel  an   rechnen   wollen,   wächst,   wenn  der 
Winkel  r  abnimmt. 

Bezeichnen  wir  mit  t  die  Länge  PM 
der   Tangente    zwischen    dem   Berührungs- 
punkte M,  der  zugleich  Endpunkt  des  Bogens  s  ist,  und  dem 
Schnittpunkte  P  mit  der  y- Achse  (siehe  E'ig.  49),  so  wird: 


t  = 


demnach : 

(2) 


dt 


cosr 

p     dt 
2    sin  t 


p   cosr 
Y  sm^^' 


P 


dt 

sin^tr 


Subtraktion  dieser  Gleichung  von  (1)  gibt: 
(3) 


■  ^  2   sm  t 


In  Nr.  52   wurde  gezeigt,   daß   6?r  :  sin  r  das  Differential  von 
In  tg  ^T  ist;    mithin  kommt  nach  Satz  8  in  Nr.  29: 


s-t 


^  In  tg  4-T  +  koüst. 


Der  Bogen  s  und  die  Strecke  t  verschwinden  aber  für  t  =  ^tc 
(d.  h.  wenn  31  in  0  liegt),  folglich  ist  die  Konstante  gleich 
NuU:    es  kommt  also: 


(4) 


«-l-lntgiT, 


[834 
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225.  Anwendung  der  Parataelrektifikation.  Hieran 
schließen  wir  eine  Anwendung:  Die  gerade  Linie  PF,  die  den 
Punkt  P  mit  dem  Brennpunkte  F  der  Parabel  verbindet,  steht 
bekanntlich  auf  der  Tangente  senkrecht;    ihre  Länge  ist: 

2  sin  tr 

Wählen  wir  nun  den  Punkt  J  auf  der  Verlängerung  von  MP 
so,  daß  JM  gleich  dem  Bogen  s  ist,  so  wird: 

JP  =  5-^=-|-lntgir. 

Wenn  wir  das  Lot  JS  zu  JM  konstruieren  und  alsdann  die 
beiden  Geraden  JM  und  JS  zu  Koordinatenachsen  machen,  so 
werden  die  Koordinaten  j,  t)  des  Brennpunktes  F  in  diesem 
neuen  Systeme: 

£  =  -f  Intglr,       1)  =  ,?     . 

^  o  z    7        j        2  am  r 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 

^   ^  =  %  T^     und     eP  =  ctg  |r 


oder: 

eP  -\-e   P  = 


2 

sin  t 


und  auf  Grund  der  zweiten  Geichung  wird  also: 

ei'+ei'^^     oder     ij  =  |- (^p  +  ^"'^  j  . 

Es  ist  nach  dem  Vorhergehenden  leicht  einzusehen,  daß 
dies  die  Gleichung  derjenigen  Kurve  wird,  die  der  Brennpunkt 
beschreibt,  wenn  die  Parabel,  ohne  zu  gleiten,  auf  der  festen 
Geraden  JM  abrollt.     Diese  Kurve  ist  die  Kettenlinie. 

§  2.    Krümmung  der  Kegelschnitte. 

226.    Krümmungsradius  beim  Kegelschnitte.     Die 

allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnittes  kann  immer,  indem 
die  Hauptachse  als  ^-Achse  und  ein  Hauptscheitel  als  Anfangs- 
punkt gewählt  wird,  auf  die  Form 

(1)  rf  =  2px  +  qx^ 

gebracht  werden,  wo  p  eine  positive  Konstante  bedeutet   und 
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bekanntlich  der  Parameter  des  Kegelschnittes  heißt.  Durch 
zweimalige  Differentiation  erhält  man: 

(3)  yy'+y"^=Q- 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  miteinander 
und  subtrahiert  man  alsdann  die  Gleichung  (2),  nachdem  sie 
ins  Quadrat  erhoben  worden  ist,  so  folgt: 

Der  in  Nr.  197  gewonnene  Wert  (1)  für  den  Krümmungsradius 
wird  folglich  hier: 

wobei  die  Quadratwurzel  positiv  ist.  Nach  Nr.  170  hat  aber, 
wenn  die  Normale  des  Kurvenpunktes  die  :i;- Achse  in  N  trifft, 
die  Länge  MN  dieser  Normale  den  Wert: 

Demnach  ergibt  sich: 

(4)  E  =  ^. 

Der  Krilmmungsradius  des  Kegelschnittes  ist  also  dem 
Kubus  der  Normale  proportional,  diese  gerechnet  vom  Kurven- 
pimkte  M  bis  zum  SchnittpunMe  N  mit  der  Hauptachse.  In  (4) 
ist  31 N  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Richtung  von 
M  nach  N  die  positive  oder  negative  Richtung  der  Normale 
ist.    Die  Kurve  wird  positiv  im  Sinne  wachsender  x  durchlaufen. 

Die  Gleichung  (2)  gibt  nach  (1),  ins  Quadrat  erhoben: 

folglich  ist: 

(5)  MN=±  y^J^jyuyy^ 

wo  das  Plus-  oder  Minuszeichen  gilt,  je  nachdem  y'  für  den 
betrachteten  Punkt  M,  also  je  nachdem  {p  +  qx)  :  y  positiv 
oder  negativ  wird.  Man  kann  mithin  den  Krümmungsradius 
nach  (4)  und  (1)  leicht  als  Funktion  einer  der  beiden  Koordi- 
naten ausdrücken. 

Einen  anderen  bemerkenswerten  Ausdruck  für  ihn  erhält 
man,  wenn  man  den  Winkel  X  einführt,  den  die  Normale  mit 
dem  von  einem  Brennpunkte  ausgehenden  Radiusvektor  bildet. 
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Bezeichnet  q  die  Länge  dieses  Brennstrahls  und  cd  seinen  Winkel 
mit  der  .x- Achse,  so  hat  man  bekanntlich: 


JL^H-J^-fgcoso,         ^^^^^       d,_  l/1+gsinco^^^^ 
Q  P  Q  P 

Der  Winkel  X  wird  nun  nach   (5)  in  Nr.  206  bestimmt  durch 
die  Gleichung  , 

und  es  kommt  demnach  hier: 


Die  Gleichung  (5)  gibt  folglich: 

(6)  MN'  =  -^,.' 

Die  Projektion  der  Normale  auf  den  von  einem  Brennpunkte 
ausgehenden  Radiusvektor  ist  also  heim  Kegelschnitte  konstant  und 
gleich  dem  Parameter. 

Der  Ausdruck  (4)  für  den  Krümmungsradius  wird,  indem 
man  MN  durch  seinen  Wert  aus  der  Gleichung  (6)  ersetzt: 

wo  auch  das  Vorzeichen  stimmt,  weil  R  positiv  oder  negativ 
ist,  je  nachdem  R  auf  der  positiven  oder  negativen  Normale 
liegt,  und  MN  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  N  auf  der 
positiven  oder  negativen  Normale  liegt. 

227.  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes 
beim  Kegelschnitte.    Die  letzte  Formel  führt  zu  einer  ein- 

^      fachen  Konstruktion  des  Krümmungsradius. 

.  /'^'^^^^        -  V       (Siehe   Fig.  50.)     Man   ziehe    die  Normale 
N  von  M  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  N  mit 

'^\ der  Hauptachse,  errichte  in  N  die  zur  Nor- 

^   / -^Sr  male  Senkrechte  NG  bis  zu  ihrem  Durch- 

.^(f  schnitte  G  mit  dem  Brennstrahle  MF  und 

^--.^^^^  konstruiere    im    Punkte    G    das    Lot    GC 

^   ^.    .T  zum   Brennstrahle,    das   die  Normale   in   C 

Flg.  .^0.  ' 

schneide.      Dann    ist    C    der    Krümmungs- 
mittelpunkt des  Kurvenpunktes  M.     Denn  es  ist: 

COSJl  '  cosx, 

2fie,  ftfi7] 
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Diese  Konstruktion  versagt  jedoch,  wenn  der  Kiirven- 
piinkt  31  der  Scheitel  0  ist.  Rückt  M  längs  des  Kegel- 
schnittes nach  0,  so  wird  die  Grenzlage  des  Punktes  N  nach 
Satz  13,  Nr.  198,  der  Krümmungsmittelpunkt  von  0,  weil  der 
Scheitel  0  die  Hauptachse  OF  zur  Normalen  hat.  Beim 
Grenzübergange  wird  demnach  B  gleich  MN,  so  daß  aus  (4) 
in  voriger  Nummer  R=p  als  Krümmungsradius  des  Scheitels 
0  hervorgeht. 

228.    Evolute  der  Ellipse.     Aus  der  Ellipsengleichung 

folgt  durch  zweimalige  Differentiation: 

a»  ^  6«        ^, 

^2    n-     rs    -r       72      —   U 


oder: 
fem  er: 


b^     X  n  b 


y        ^  a^    y  '       y  a«i/3> 


wenn  a^—h^^  c^  gesetzt  wird. 

Die  Gleichungen  (6)  in  Nr.  197   für   die  Koordinaten   des 
Krümmungsmittelpunktes  geben  folglich: 


i2  /v»3  /*2y,*3 


G^X 


c^y 


Nimmt  man  c^  positiv  an,  d.  h.  a^  >  6^,  und  setzt  man 
so  erfüllen  ^r^  und  y^  wegen  (1)  die  Gleichung: 

die  demnach  die  Evolute  der  Ellipse  darstellt. 

Diese  Kurve  hat   als  Symmetrieachsen  die  EUipsenachsen, 
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und  die  Punkte  G,  G',  in  denen  sie  die  Hauptachse  schneidet, 
liegen  zwischen  den  Brennpunkten  F,  F'  der  Ellipse,  weil  a^  <  c 

ist.  Ferner  erkennt  man  aus  den  Glei- 
chungen (2),  daß  der  zu  einem  Quadran- 
ten der  Ellipse  gehörige  Quadrant  der 
Evolute  auf  der  andern  Seite  der  Haupt- 
achse neben  ihm  liegt.  Auch  kann 
man  bemerken,  daß  die  Evolute  ganz 
innerhalb  der  Ellipse  liegt,  wenn  1)^  <  h, 
d.  h.  a<iy2  ist.  Sie  trifft  die  Ellipse 
gerade  in  den  Nebenscheiteln,  wenn 
a  =  hy2  ist,  schneidet  dagegen  die 
Ellipse  in  vier  Punkten,  wenn  a  >  6  )/2  ist.  Die  Krümmungs- 
radien der  Ellipse  in  den  Neben-  und  Hauptscheiteln  haben  die 
Längen  h  -\- \  und  a  —  a^  oder  a^ :  b  und  h^ :  a.  Die  Länge 
eines  Quadranten  der  Evolute  ist  folglich  nach  Satz  15  in 
Nr.  200  gleich: 


Fig.  51. 


a^  —  h^ 
ah 


Differenziert  man  die  Gleichung  (8)  zweimal,  so  folgt: 
i^^\aj  Sb,'  \bj       \dxj~^\\bj       dx,' 


3  a 
und  hieraus: 


dx. 


v<      xj 


dXi^ 


w- 


Saj^X'i^i/i^ 


Der   Krümmungsradius  R^    der   Evolute    wird    also    nach    (1), 
Nr.  197: 


R,= 


3x^^  2/i^  («1^  ^1^  4-  ^^  Vih^ 


a.^&J 


Der  Wert  dy^  :  dx^  ist  gleich  Null  bzw.  gleich  cx)  in  den 
Schnittpunkten  G,  G'  bzw.  H,  H'  mit  der  großen  und  kleinen 
Achse.  Hieraus  erkennt  man,  daß  diese  vier  Punkte  Spitzen 
sind.  Vgl.  die  letzte  Bemerkung  in  Nr.  218.  Der  Wert  von 
d^y^  :  dx^^  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  y^.    Die  Evolute 
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ist  also  nach  Satz  5  in  Nr.  173"  überall  konvex  gegenüber  der 
Abszissenacbse. 

229.  Evolute  der  Hyperbel.  Bei  der  Rechnung,  die 
uns  zur  Gleichung  der  Ellipsenevolute  führte,  braucht  h^  nicht 
positiv  angenommen  zu  werden;  sie  gilt  daher  auch  für  die 
Hyperbel.  Schreibt  man  nämlich  —  h^  an  Stelle  von  h^,  so 
erhält  die  mit  C"  bezeichnete  Größe  den  Wert 

c2  =  a^  +  h\ 

und  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  der  vorigen  Nummer  werden: 

^'  _  ^'  =  1 
a^        h^       ^' 


(1) 

(2) 


tX'i  A 


2/i  = 


c*y' 


Die  Gleichung  (1)  stellt  die  Hyperbel  dai-,  die  Gleichungen  (2) 
geben  die  Koordinaten  ihres  Krümmuugsmittelpunktes  an. 
Setzt  man  wie  früher: 


a,  == 


h 


Fig.  55 


SO  gibt  die  Elimination  von 
X  und  y  als  Gleichung  der 
Evolute  der  Hyperbel: 

Man  erkennt  hieraus  leicht,  daß  die  Evolute,  siehe  Fig.  52, 
aus  unendlichen  Asten  besteht,  die  zu  den  beiden  Achsen 
symmetrisch  und  gegenüber  der  Hauptachse  konvex  sind.  Die 
Punkte  G,  G',  in  denen  sie  diese  Achse  trifft,  sind  Spitzen. 
(Vgl.  die  letzte  Bemerkung  in  Nr.  218.)  Sie  liegen  außerhalb 
der  Brennpunktsstrecke  FF\  weil  a^"^  c  ist. 

230.  Evolute  der  Parabel.    Die  Gleichung  der  Parabel 

2/^  =  2px 
ergibt: 


y   -      y., 


1   _L  ./2        1     1    P'        2p.r4-p- 


und   hieraus   folgen  nach   (6)   in  Nr.  197  für   die  Koordinaten 
^1?  Vi  ^®s  Krümmungsmittelpunktes  die  Werte: 
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Es  ist  also: 

Trägt  man  diese  Werte   in  die  Gleichung  der   Parabel  ein,   so 
erhält  man  die  der  Evolute: 

^1  27  p 

Durch  Differentiation  folgt: 


dx. 


Vi 


d'y, 


m 


Eig.  53. 


szisse  Pj 

merkung  in  Nr.  218. 

konvexe  Seite  zu. 


Diese  Gleichungen  beweisen^  daß  die  Evolute 
der  Parabel  aus  zwei  unendlichen  Ästen  be- 
steht^ die  sich  in  einem  Punkte  G  der  Haupt- 
achse vereinigen.  Dieser  Punkt  mit  der  Ab- 
ist eine  Spitze^  siehe  Fig.  53.  Vgl.  die  letzte  Be- 
Die  Evolute  kehrt  dei-  Parabelachse  die 


§  3.    Die  gemeine  Zykloide. 

231.  Definition  der  gemeinen  Zykloide.  Die  gemeine 
Zykloide  ist  die  Bahnkurve  eines  Punktes  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises^  der  ohne  Gleiten  auf  einer  festen  Geraden  rollt 
Als  a;-Achse  wählen  wir  die  Gerade,  längs  deren  der  Kreis 
rollt,  und  als  Anfangspunkt  einen  solchen  Punkt  Ä  auf  dieser 
Geraden,  der  zur  Zykloide  gehört.    Da  sich  die  Bewegung  des 

rollenden   Kreises    unbegrenzt    fort- 
setzt und  der  erzeugende  Punkt  da- 
bei  immer    wieder    auf   die   Gerade 
kommt,  so  besteht  die  Zykloide  aus 
unendlich  vielen  kongruenten  Teilen. 
Die  positive  ^- Achse  liege   auf 
derjenigen   Seite    der  a;- Achse,    auf 
der  auch  der  Kreis  rollt.    Wir  fassen 
den    ersten    oberhalb    der    positiven 
a;- Achse   gelegenen  Teil  der  Kurve   ins  Auge.     Es   sei  G  der 
Berührungspunkt    des  Kreises    mit   der    it- Achse   in  einer   be- 
1^30,  231] 
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liebigen  Lage^  M  der  zugehörige  Punkt  der  Zykloide  und  P 
der  Fußpunkt  seiner  Ordinate^  so  daß  AF  =  x,  FM=y  ist. 
Siehe  Fig.  54.  Es  sei  ferner  H  der  höchste  Punkt  des  Kreises 
und  0  seine  Mitte.  Die  Parallele  zur  rr-Achse  durch  31  treffe 
den  Durchmesser  GH  in  J.     Dann  ist: 

x  =  ÄG-Pa  =  Äa-  MJ,     y  =  GO-JO. 

Bedeutet  a  den  Radius  des  erzeugenden  Kreises  und  (p  den 
Wähungsivmliely  d.  h.  den  Winkel,  den  der  Radius  021  mit 
dem  Radius   OG  bildet,  so  ist 

MJ  =  a  üncp,      J0  =  a(iO8(p. 

Dabei  ist  q)  positiv  gemessen  im  Sinne  der  Drehung,  die  der 
Kreis  beim  Abrollen  erfährt  (also  entgegen  dem  Sinne  der 
Drehung  von  der  positiven  a;- Achse  zur  positiven  ?/- Achse). 
Nun  ist  die  Strecke  AG  gleich  der  Länge  des  Kreisbogens 
GM  =  acp,  weil  der  Kreis  ohne  Gleiten  auf  der  Geraden  rollt. 
Mithin  wird: 

(1)  X  =^  a{(p  —  ^m(p),      1/ =  a(l  —  cos^))  =  2a  sin-4-<3P, 

und  man  erhält  alle  Punkte  des  einen  sich  periodisch  wieder- 
holenden Teiles  der  Kurve,  wenn  man  der  Größe  cp  alle  Werte 
von  0  bis  2'X  gibt.     Die  zweite  Gleichung  (1)  liefert: 

(2)  cos  (fj  =  ~~^ ,     ^  =  arc  cos     —^  , 

daher: 

/'o\  •  l/2ay  —  2/* 

(3)  sin  9?  =  ^      \  ' 

Einsetzen  dieser  Werte  in  die  erste  Gleichung  (1)  gibt: 

(4)  X  =  a  arc  cos  ^~^  —  ^2ay  —  y^. 

Beschränken  wir  uns  auf  Werte  von  qp  zwischen  0  und  2;r, 
so  sind  unter  der  Arkusfunktion  die  beiden  Werte  zwischen 
0  und  2:t  zu  verstehen;  zu  dem  zwischen  0  und  n  gehört  ein 
positiver,  zu  dem  zwischen  jr  und  2%  ein  negativer  Wert  der 
abzuziehenden  Quadi-atwurzel. 

Doch  ist  es  nicht  vorteilhaft,  die  Gleichung  (4)  an  die 
Stelle  der  Gleichungen  (1)  zu  setzen,  und  wir  behalten  daher 
die    letzteren    bei,    durch    die  x  und  y    als   Funktionen    einer 
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Hilfsveiänderlichen  cp  gegeben  werden.  Mit  wachsendem  cp 
wächst  X  ebenfalls. 

232.   Taugeute   uud   Normale    der   gemeiueu   Zy- 
kloide.   Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  der  vorigen 
Nummer  folgt: 
(1)  dx  =  a{\  —  Q,o^(p)dq)y      dy  ==  a  sing) dcp. 

Nach  Nr.  170  ist  daher  die  Subnormale  ydy  :  dx  gleich  a  sin  cp, 
also  die  Strecke  PG,  so  daß  die  Normale  des  Punktes  M  der 
Zykloide  durch  G  und  mithin  die  Tangente  durch  H  geht. 
Die  Tangente  eines  Punktes  M  der  Zykloide  können  wir,  ohne 
den  Kreis  durch  M  zu  ziehen,  mit  Hilfe  irgend  eines  der 
Kreise  vom  Radius  a  leicht  konstruieren,  z.  B.  mit  Hilfe  des 
Kreises,  der  den  höchsten  Punkt  C  der  Kurve  enthält,  wie 
nach  Fig.  54  sofort  einleuchtet,  worin  Mm  der  ic- Achse  pa- 
rallel, also  mC  der  gesuchten  Tangente  von  M  parallel  ist. 

Die  beiden  Differentiale  (1)  verschwinden  für  (p  =  0  und 
9  =  2;r;  daher  sind  die  Punkte,  in  denen  die  Zykloide  die 
iP-Achse  trifft,  nach  Nr.  191  singulär  und  zwar  augenschein- 
lich Spitzen. 

Mittels  der  Gleichung  (3)  der  vorigen  Nummer  kann  man 
den  Ausdruck  für  die  Subnormale  auf  die  Form 


(2)  FG  =  y2ay-y' 
bringen,  und  da  MG^  =  PG^  -{-  y^  ist,  so  wird: 

(3)  3IG  =  '-2asm-\(p, 

wo  das  Minuszeichen  gesetzt  werden  mußte,  weil  die  Normale 
nach  Nr.  170  dasselbe  Vorzeichen  wie  —  y  hat. 

Schreibt  man  in  (2)  für  die  Subnormale  PG  ihren  Wert 
yy,  so  erhält  man  die  Bifferentialgleichimg  der  gemeinen  Zy- 
kloide (vgl.  Nr.  86): 


(4)  ■  y-V'-"- 


Diese  Gleichung  gilt  nicht  nur  für  die  Zykloide,  die  wir  hier 
betrachten,  sondern  für  alle  Zykloiden,  die  durch  Abrollen  eines 
Kreises  vom  Radius  a  längs  der  o; -Achse  und  zwar  auf  der 
einen  Seite  dieser  Achse  hervorgehen,  also  für  alle,  die  durch 

a^  =  a (9  ~  sin  qp)  -j-  konst.,     y  =  a{l  —  cos  cp) 
1^31,  1t^1t\ 
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dargestellt  werden,    da    hier   y  und  y    von    der    willkürlichen 
Konstanten  frei  sind. 

Es  ist  mitunter  von  Vorteil,  den  Anfangspunkt  der  Koor- 
dinaten in  den  Scheitel  C  der  Zykloide  (vgl.  Satz  23  in  Nr.  218 
und  Fig.  54,  S.  382)  zu  verlegen  und  die  positive  Tangente 
von  C  als  neue  positive  y-Achse  und  die  Parallele  zur  positiven 
i/-Achse  durch  C  als  neue  positive  1}-Achse  zu  wählen.  Es  ist 
alsdann  x  =  na  -\-  ly  y  =  2a  -\-  \)  zu  setzen,  so  daß  die  Diffe- 
rentialgleichung (4)  übergeht  in: 

dl         Y   2a  +  ^* 

233.  Fläche  der  gemeinen  Zykloide.  Bezeichnet  man 
mit  u  die  Fläche  zwischen  der  Zykloide,  der  o; -Achse  und  der 
Ordinate  P3I=y,  vgl.  Fig.  54,  S.  382,  so  findet  man  nach 
Satz  11  in  Nr.  192  für  das  Differential  der  Fläche: 

die  =  ydx  =  a^(l  ~Q,o^(pyd(p  =  a^{l  —  2  cos  (p  -f  cos^cp)d(p. 

Setzt  man  hierin   für   cos^g)   den  Wert  ^(1  -fcos2qp)  ein,    so 
kommt: 

du  =  a^  (^  —  2  cos  (p  -\-  i  cos  2q))d(p. 

Die  rechte  Seite  ist  das  Differential  der  Funktion 

a^  (f  g)  —  2  sin  g? -f  ^  sin  2^)), 

die  ebenso  wie  u  für  cp  =  0  verschwindet.     Folglich  ist  nach 

Satz  8  in  Nr.  29: 

u  =  a^  (l-cp  —  2  sin  q)  -\-  \  sin  2q)) . 

Will  man  die  ganze  Fläche  bestimmen,  die  von  dem  einen 
Bogen  der  Kurve  und  der  Basis  begrenzt  ist,  so  hat  man 
(p  =  27C  zu  setzen.  Es  ergibt  sich  dann  ^Tta^,  d.  h.:  Die  ganze 
Fläche  eines  Bogens  der  gemeinen  Zykloide  ist  gleich  dem 
Dreifachen  der  Fläche  des  erzeugenden  Kreises. 

234.  Rektifikation   der   gemeinen   Zykloide.     Die 

Gleichungen  (1)  in  Nr.  232  geben: 

dx^  -f  dy^  =  2a^(l  —  cos  q))d(p^  =  4a^  sin^^-^^^^^^ 
also  nach  (2)  in  Nr.  193  das  Bogenelement : 
ds  =  2a  sm^q)dg). 

Serret-Scheffera,  DifT.-u.Iutegral-Kechnung.  I.   4.  u.  5.  Aufl.     25      [1^33—1834 


386       Kap.  VIII.    Anwendungen  der  Theorie  der  ebenen  Kurven. 

Die  rechte  Seite  ist  das  Differential  von  —4a  cos ^9);  daher 
hat  die  Bogenlänge  s  nach  Satz  8  in  Nr.  29  einen  Wert  Yon 
der  Form: 

s  =  _  4a  cos^q)  +  konst. 

Wird  die  Spitze  Ä  als  Anfang  des  Bogens  gewählt^  so  ist 
s  =  0  für  cp  =  0,  also  0  =  —  4a  -\-  konst.,  d.  h.  konst.  =  4a 
und  daher: 

5  =  4a  (1  —  cos  |-qp)  =  8a  sin^l^qp. 

Die  ganze  Länge  eines  der  sich  periodisch  wiederholenden 
Bogen  der  Zykloide  ergibt  sich  für  (p  =  2:1  und  ist  mithin 
gleich  8  a,  also  gleich  dem  Vierfachen  des  Durchmessers  des 
rollenden  Kreises. 

235.  Krümmungsradius  der  gemeinen  Zykloide. 
Der  Tangentenwinkel  r  der  Zykloide  ist  gleich  ^(tc  —  cp),  da- 
her der  Kontingenzwinkel  dt  ^  —  \dcpy  folglich  der  Krüm- 
mungsradius B  =  —  2ds  :  d(p.  Nach  voriger  Nummer  wird 
aber  ds  \  d(p  =  2a  ^m\q).  Somit  kommt  mit  Rücksicht  auf  (3) 
in  Nr.  232: 

i?  =  _4asin^9)  =  2Jf6^, 

d.  h.  der  Krümmungsmittelpunkt  N  geht  hervor,  wenn  man 
die  Normale  MG,  die  ja  negativ  ist,  über  G  hinaus  bis  N 
verdoppelt.     Siehe  Fig.  54,  S.  382. 

236.  Evolute  der  gemeinen  Zykloide.  Wenn  wir 
den  Durchmesser  HG  des  Kreises  des  Punktes  M  über  G 
hinaus  um  die  eigene  Länge  bis  L  verlängern,  so  sehen  wir, 
daß  der  soeben  gefundene  Krümmungsmittelpunkt  N  auf  dem 
Kreise  liegt,  der  GL  zum  Durchmesser  hat.  Wir  ziehen  in  L 
die  Tangente  LE  dieses  Kreises  parallel  zur  a: -Achse.  Der 
Bogen  LN  des  Kreises  ist  gleich  GB  oder  LE,  wenn  E  den 
Endpunkt  der  Strecke  vorstellt,  die  durch  Verdoppeln  von 
CD  über  L>  hinaus  entsteht. 

Hieraus  folgt,  daß  die  Evolute  der  gemeinen  Zykloide 
diejenige  gemeine  Zykloide  ist,  die  der  Punkt  N  des  Kreises 
über  GL  beschreibt,  wenn  dieser  Kreis  auf  der  Geraden  LE 
abrollt.  Wenn  für  die  ursprüngliche  Zykloide  der  beschreibende 
Punkt  auf  der  Rollbahn  selbst  liegt  (z.  B.  in  Ä),  so  liegt  der 
zugehörige  beschreibende  Punkt  der  Evolute  an  einer  höchsten 
:S34,  :^35,  ^36] 
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Stelle  des  unteren  rollenden  Kreises  (nämlicli  auch  in  Ä). 
Beide  Zykloiden  sind  kongruent,  jedoch  nicht  in  einander  ent- 
sprechenden Teilen. 

Daß  die  Evolute  eine  kongruente  Zykloide  sein  muß,  er- 
kennt man  auch,  ohne  zu  wissen,  daß  N  der  Krümmungs- 
mittelpunkt von  M  ist.  Denn  wenn  der  untere  Kreis  auf  der 
Geraden  LE  rollt,  beschreibt  N  eine  Zykloide  mit  der  Tan- 
gente MGN.  Diese  Tangente  ist  Normale  der  oberen  Zykloide. 
Die  untere  muß  also  nach  Satz  14  in  Nr.  200  die  Evolute  der 
oberen  Zykloide  sein. 

Endlich  ergibt  sich  dasselbe  auch  leicht  aus  den  Glei- 
chungen für  die  Koordinaten  a?^,  y^  des  Krümmungsmittel- 
punktes. Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  in  Nr.  232 
liefert  nämlich: 

d^x  =  a  sin  9?  d(p^y     cPy  =  a  cos  cp  d(p^. 

Aus  (1)  in  Nr.  199  folgt  also  für  die  Evolute: 

x^  =  a((p  -{-  sin  q)),     y^  =  —  a  (1  ■—  cos  cp). 

Verschiebt  man  nun  die  Koordinatenachsen  soweit  paraDel,, 
bis  der  Punkt  D,  dessen  Koordinaten  na  und  —  2a  sind,  der 
Anfangspunkt  wird,  so  sind  i^  =  x^  —  Tta  und  \)^=y^-\-2a  die 
neuen  Koordinaten  des  Punktes  (x^,  y^).  Wenn  außerdem 
(fi  =  (p  —  7t  gesetzt  wird,  so  kommt: 

h  =  «  i^i  -  sin  (p^),     tji  =  a  (1  -  cos  cp,). 

Die  Evolute  ist  also  nach  (1)  in  Nr.  231  der  ursprünglichen 
Zykloide  kongruent. 

Diese  Eigenschaft  der  gemeinen  Zykloide  führt  nun  aucli 
nach  Satz  15  in  Nr.  200  unmittelbar  zu  ihrer  Rektifikation,  die 
rechnerisch  schon  in  Nr.  234  ausgeführt  wurde.  Denn  der 
Bogen  EN  der  Evolute  ist  gleich  der  Differenz 

EC  —  N3I  =  4:a  —  Aa  sin 4-^ 

zwischen  den  Krümmungsradien  der  Punkte  C  und  M.  An- 
dererseits sieht  man,  daß  der  Bogen  s  =  AM  erhalten  wird, 
wenn  man  in  diesem  Ausdrucke  tc  —  cp  statt  q)  setzt;  also 
kommt: 

s  =  4a  —  4a  cos  ^cp  =  Sa  sin^  ^cp. 

25*  [236 
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§  4.     Epi-  und  Hypozykloide. 

237.  Definition  der  Epi-  und  Hypozykloide.  Wenn 
ein  Kreis  ohne  Gleiten  auf  einem  festen  Kreise  abrollt,  so 
heißt  die  Bahnkurve  eines  Punktes  auf  der  Peripherie  des 
rollenden  Kreises  eine  Epizykloide  oder  Hypozykloide,  und 
zwar  heißt  sie  eine  HypozyMoidej  ivenn  der  rollende  Kreis  im 
Innern  des  festen  liegt,  sonst  eine  EpizyMoide.  Wir  behaupten, 
daß  jede  Epizykloide  mittels  zweier  verschiedener  Kreise  er- 
zeugt werden  kann,  die  auf  demselben  festen  Kreise  rollen, 
ebenso  jede  Hypozykloide  mittels  zweier  Kreise,  die  im  Innern 
ein  und  desselben  festen  Kreises  rollen. 


// 

~^^^^\/ 

^..•- 

--^j/v^ 

'•-^^^^l 

o 

W^'^^^>^1 

Fig.  55. 


Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  daß  die  Hypo-  oder  Epi- 
zykloide erzeugt  sei  durch  einen  Punkt  M  eines  solchen  Kreises 
um  A,  der  auf  einem  festen  Kreise  um  0  rollt,  siehe  Fig.  55 
für  beide  Fälle.  Es  sei  H  einer  derjenigen  Punkte  des  festen 
Kreises,  mit  denen  der  erzeugende  Punkt  zusammenfallen  kann, 
und  P  der  Berührungspunkt  der  beiden  Kreise.  Wir  ziehen 
AMj  konstruieren  über  den  Geraden  AO,  AM  das  Parallelo- 
gramm OAMÄ  und  beschreiben  den  Kreis  um  den  Punkt  Ä 
als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  AM.  Dieser  Kreis  wird  den 
festen  Kreis  in  einem  Punkte  P'  berühren,  der  auf  der  Ver- 
längerung der  Linie  OÄ  liegt.  Denn  wenn  r  den  Radius  des 
8371 
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festen  Kreises,  a  und  a  die  Radien  der  Kreise  um  A  und  um 
Ä  bedeuten,  so  ist  bei  der  Hypozykloide  bzw.  Epizykloide 

r  =  a'  +  a     bzw.     r  =  a  —  a^ 

wenn   etwa  a  '>  a  ist.     Da  nun   die  Winkel  PÄ3I,   3fÄ'P'j 
FOP'  absolut  gemessen  einander  gleich  sind,  so  wird 

arc  PM arc  P'M  _  arc  PP' 

aar"* 
also 

arc  P'M  +  arc  PM       arc  PP' 


a  -^  a  r        ' 

und  weil  r  =  a  +a  ist,  so  kommt: 

arc  F'M  ±  arc  PM  =  arc  PP'. 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  die  Hypozykloide,  das  untere  für 
die  Epizykloide.  In  beiden  Fällen  aber  ist  arc  PM  ==  arc  PjET 
nach  der  Definition,  folglich  arcP'J/  =  arc  P'H^  und  demnach 
kann  die  Kurve  auch  erzeugt  werden  durch  einen  Punkt  M 
des  Kreises  um  Ä\  der  auf  dem  Kreise  um  0  rollt. 

Dabei  ist  noch  folgendes  zu  bemerken:  Wird  eine  Epi- 
zykloide erzeugt,  indem  ein  Kreis  vom  Radius  a  auf  dem  festen 
Kreise  rollt,  so  daß  sich  die  beiden  Kreise  mit  ihren  konvexen 
Seiten  berühren,  so  ist  a  =  r  -\-  a,  und  der  zweite  erzeugende 
Kreis  berührt  mit  seiner  konkaven  Seite  die  konvexe  des  festen, 
enthält  also  den  festen  Kreis  in  sich. 

Geht  man  dagegen  von  einem  rollenden  Kreise  aus,  der 
den  festen  umfaßt,  so  ist  sein  Radius  ö!>r.  Die  erzeugte  Epi- 
zykloide gestattet  dann  eine  zweite  Erzeugung  durch  Abrollen 
eines  Kreises  vom  Radius  a  =  a  —  r,  der  den  festen  Kreis 
mit  seiner  konvexen  Seite  berührt. 

Wird  eine  Hypozykloide  erzeugt,  indem  ein  Kreis  vom 
Radius  a  auf  dem  festen  Kreise  rollt,  so  daß  die  konvexe 
Seite  des  beweglichen  die  konkave  des  festen  berührt,  so  ist 
a  <ir  und  a  =  r  —  a\  der  zweite  erzeugende  Kreis  liegt  daher 
ebenfalls  im  Innern  des  festen. 

238.  G-leichuugeu  der  Epi-  und  Hypozykloide.  Wir 
nehmen  die  Gerade  OH  als  positive  rr- Achse  an  (siehe  Fig.  55, 
S.  388)  und  wählen  die  i/- Achse  senkrecht  dazu  durch  0  und 
zwar  positiv  nach  derjenigen  Seite   hin,  auf  der  das  Abrollen 
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dos  Kreises  von  H  aus  beginnt.  Den  Wälzungswirtkel  PÄM 
bezeichnen  wir  mit  qp,  positiv  gemessen  von  AP  aus,  so  daß 
acp  der  jeweils  schon  abgerollte  Bogen  PM  =  PH  ist.  Durch- 
läuft (p  alle  Werte  von  0  bis  27t,  so  wird  ein  Bogen  der  Zy- 
kloide vollendet,  der  sich  periodisch  beständig  wiederholt. 
Wir  können  daher  cp  auf  0  ^  g?  ^  2jr  beschränken.  Wegen 
HP  =  a(p  ist  <^  HOP  =  acp  :r.  Die  Lote  von  Ä  und  M  auf 
die  a;- Achse  mögen  die  Fußpunkte  B  und  Q  haben.  Schneidet 
die  Parallele  zur  a;- Achse  durch  M  die  Gerade  AB  in  C,  so 
ist  für  M: 

x=OB-{-  BQ^  0B-{-  CM,     y^^  QM=BA~  CA. 
Hieraus  folgt: 

X  =  {r  :t  a)  cos  ^^  +  a  cos  (  ^  ±  (pj , 

,      ...     acp  —        .     /acp  \ 

y==(r±  a)  sm  ^  +  «  sm  (^  ^,   ±  c^j  • 

Die  oberen  Zeichen  gelten  für  die  Epizykloide,  die  unteren  für 
die  Hypozykloide.  Das  Verhältnis  a  :  r  werde  gleich  n  gesetzt; 
dann  hat  man  für  die  Epizykloide: 

X        n-\- 1 


(1) 


cos  n(p  —  cos  {n  -\-  1)  9> , 

V        n-\-l    .  •     /      I    i\ 

—  =     -       mn  n(p  —  ^m.  in  -\-  1)  9 ; 


a  n 

und  diese  Formeln   gelten   auch  für  die   Hypozykloide,    wenn 
man  statt  a,  n,  cp  die  Werte  —a,  —n,  —  cp  setzt. 

Die  Kurve  ist  algebraisch,  wenn  die  positive  oder  negative 
Zahl  n  rational  ist.  Der  Fall  l^  =  —  ^-  liefert  als  Hypozykloide 
eine  gerade  Linie.  Die  zweite  der  Gleichungen  (1)  wird  dann 
2/  =  0,  und  die  Kurve  reduziert  sich  auf  einen  Durchmesser 
des  festen  Kreises. 

Für  w  =  —  ^  geben  die  Gleichungen  (1),  wenn  man  a 
durch  —a,  cp  durch  —cp  ersetzt,  die  Hypozykloide: 


=  3  cos  {cp  +  cos  l-cp  =  4  cos^  |qp, 


^  =  3  sin  Icp  —  sin  f  9  =  4  sin^  {cp, 


also,  wenn  man  g)  eliminiert: 
(2) 


(2)  x^  +  /  =  (4  a)*. 
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Diese  Gleichung  erinnert  an  die  Gleichung  (3)  der  Ellipsen- 
evolute in  Nr.  228,  in  der  allerdings  a^=^\  war.  Die  Kurve  (2) 
heißt  ihrer  sternförmigen  Gestalt  halber  eine  Astroide.  Wir 
werden  ihr  später  (in  Nr.  249)  noch  einmal  begegnen. 

Im  Falle  n  =  ^  ergibt  sich  eine  Epizykloide,  auf  die  wir 
ebenfalls  gelegentlich  (in  Nr.  250)  zurückkommen  werden: 

--  =  3  cos  -^(p  —  cos  f  (jp,      ^  =  3  sin  ^(p  —  sin  | (jp . 
Im  Falle  n  =  1  geht  die  Epizykloide  hervor: 


X 

a 
Hier  ist: 


=  2  cos  (p  —  cos  2cpj     —  =^  2  sinq)  —  sin  2(p. 


\^  =  cos  9  (1  — cos  9),      ^  =  sin(jp(l-cosg)). 

Führt  man  Folarkoordinaten  q  und  «  ein,  indem  man  setzt: 

X  —  a  =  Q  cos  w,      y  =  Q  sin  ca, 

so  folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

tg  9  =  tg  G5     oder     (p  =  Gj 
und: 

^  =  2a(l  —  cos ca)  =  4a  sin^-J«. 

Diese    Kurve    heißt    wegen     ihrer    herzförmigen    Gestalt    die 
Kardioide. 

Jede  nicht -algebraische  Epizykloide  oder  Hypozykloide 
besteht  aus  unendlich  vielen  kongruenten  Bogen,  und  die 
Punkte,  in  denen  diese  anf  dem  festen  Kreise  enden,  sind 
Rückkehrpunkte. 

239.  Tangente  und  Normale  der  Epi-  und  Hypo- 
zykloide. Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  in  voriger 
Nummer  ergibt: 


(1) 


also: 


—  =  (n  +  1)  [sin  (>^  -f  1)  gp  —  sin  wgp]  d(p 
=  2  (n  -f  1)  sin  ^g?  cos  (ncp  -j-  -J-qp)  dcp, 

-^  =  (?*  -f- 1)  [cos  ncp  —  cos  (^n  +  1)  cp]  d(p 
=  2  (w  -f- 1)  sin  ^9  sin  (^ncp  -f-  \-(p)  dcp, 

dy 


(2)  j:'  =  tg(»  +  i)<p 
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Diese  Gleichung  zeigt,  daß  die  Tangente  im  Punkte  M 
der  Kurve  die  Gerade  MT  ist,  die  den  Punkt  31  mit  dem 
Gegenpunkte  T  von  P  auf  dem  Kreise  um  Ä  verbindet.  Siehe 
Fig.  55,  S.  388.  Hieraus  folgt,  daß  die  Normale  im  Punkte  M 
der  Kurve  die  Gerade  31 P  ist,  die  den  Punkt  31  mit  dem 
jeweiligen  Berührungspunkte  der  beiden  Kreise  verbindet.  Es 
ist  dies  eine  entsprechende  Eigenschaft  wie  die  der  gemeinen 
Zykloide  (vgl.  Nr.  232).  In  der  Tat  gehört  ja  auch  die  ge- 
meine Zykloide  sowohl  zu  den  Epi-  als  auch  zu  den  Hypo- 
zykloiden, nämlich  zu  lim  r  =  oo  oder  lim  n  =  0. 

240.  Rektifikation    der    Epi-    und    Hypozykloide. 

Aus  voriger  Nummer  folgt  nach  (2)  in  Nr.  193: 

~  =  2  (n-\-l)  sin^cpdcpj 

wenn  wir  die  Bogenlänge  s  positiv  im  Sinne  des  wachsenden 
Winkels  cp  rechnen.  Dieser  Ausdruck  ist  das  Differential  von 
—  4(n  +  1)  cos  '^(p.  Nach  Satz  8  in  Nr.  29  ist  daher,  wenn 
wir  s  von  H  an  rechnen,  also  s  =  0  für  cp  =  0  annehmen: 

-£-  =  4  (w  +  1)  (1  -  cos  -1-9))  =  8  (w  +  1)  sin2 1 (p . 
dl 

Die  Länge  eines  ganzen  Bogens  der  Kurve  ergibt  sich 
für  q)  =  27t,  nämlich  gleich  S(n-\-l)a. 

241.  Fläche  der  Epi-  und  Hypozykloide.  Die  Glei- 
chungen (1)  in  Nr.  238  und  239  ergeben: 

oder: 

du  =  a^ '   ^  ^^      ^     (1  -  cos  (p)  d(p, 

wenn  u  die  Fläche  bezeichnet,  die  von  der  Kurve,  dem  Radius- 
yektor  031  des  Punktes  31  und  der  Abszissenachse  einge- 
schlossen wird,  nach  (3)  in  Nr.  204.  Es  ist  aber  d(p  —  cos  (p  dcp 
das  Differential  von  cp  —  sin  cp,  i^nd  diese  Funktion  verschwindet 
ebenso  wje  u  gleichzeitig  ijiit  cp.  Demnach  erhält  m^n  nach 
Mz  8  in  Nr.  29: 

2  (n-j-1)  (2n  +  l)  ,  .        X 
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Für  die  ganze  Fläche  U,  die  von  einem  Bogen  der  Kurve  und 
seinen  beiden  äußersten  Radienvektoren  eingeschlossen  ist,  wird 

(p  =  27t,  also 

(«  +  l)(2n  +  l)^ 
n 

Der  Sektor  des  Kreises  zwischen  den  nämlichen  Radien  ist 
gleich  jta^'.n,  die  zwischen  dem  festen  Kreise  und  dem  Kurven- 
bogen gelegene  Fläche  folglich  gleich  ü oder  (2n-\-  3):tal 

Da  wir  für  n  auch  negative  Werte  zulassen,  so  gelten  die 
Formeln  sowohl  für  die  Epizykloide  als  auch  für  die  Hypo- 
zykloide. Der  Annahme  n  =  0  entspricht,  wie  schon  in  Nr.  239 
bemerkt  wurde,  die  gemeine  ZyMoide.  In  diesem  Falle  redu- 
ziert sich  (2n  +  3):nra^  auf  Sita^. 

242.  Krümmungsradius  der  Epi-  und  Hypozykloide. 

Die  Gleichung  (2)  in  Nr,  239  lehrt,  daß  der  Kontingenzwinkel 
dt  gleich  (n  -{-  1)  dcp  ist.  Mithin  hat  der  Krümmungsradius 
B  =  ds  :  dt  nach  der  ersten  Formel  in  Nr.  240  den  Wert: 

(1)  ii=-^iT^''''i'P' 

und  weil  2asml(p  nach  Fig.  55,  S.  388,   die  Länge  von  MF 

angibt,  so  folgt: 

.^.  J?    _  2%  -f  2  _  2r  +  2a 

^   ^  MP  ~  2wr+  1  ~  ~r±'Iä^  ' 

Legt  man  durch  den  Punkt  T  die  Sehne  TK  parallel  zur 
Normale  IIP  und  schneidet  man  diese  Normale  mit  OK  in  J, 
so  ergibt  sich: 

FJ  ^  OP 

also,  weil  TK=  MP  ist: 

MJ  ^  OP  -\-0T  _  2r±^a 

MP~        OT        ~  r  +  2a 

Die  oberen  Zeichen  gelten  hier  wie  in  (2)  für  die  Epi- 
zykloide, die  unteren  für  die  Hypozykloide.  Aus  dieser  Glei- 
chung und  der  Gleichung  (2)  folgt,  daß  J  der  zum  Punkte  M 
gehörige  Krümmungsmittelpunkt  ist.  Der  Krümmungsmittel- 
punkt J  eines  Punktes   M   der   Epi-    oder    Hypozykloide    ist 
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demnach  der  Schnittpunkt  der  Normalen  3IP  des  Zykloiden- 
punktes  M  mit  derjenigen  Geraden  durch  den  Mittelpunkt  0 
des  festen  Kreises,  die  durch  den  Gegenpunkt  K  des  Punktes  M 
auf  dem  rollenden  Kreise  geht. 

243.  Evolute  der  Epi-  und  Hypozykloide.  Aus  der 
Gleichung  (2)  in  Nr.  239  folgt  durch  Differentiation: 

2/"      _2n-\-l  dcp ^ 
l~-fy'^^  ~  ~    2       dx ' 

folglich  sind  die  Koordinaten  x^^  y^  des  Krümmungsmittel- 
punktes J  nach  (6)  in  Nr.  197: 

_  2       dy  2       dx 

^1  ""  ^  "^  2n+'i  ^'      2/i  =  2/  -r  "2n"-f  1  d^' 

so   daß  nach   den  Gleichungen  (1)   in  Nr.  238  und  239  folgt: 

^'  =  H — TT  r^^^^  cos  nw  +  cos  (n  -\-l)(p\, 
a        2n+lLn  ^  \'/7-j7 

—  =  o — TT r^-^  sin  w qp  +  sin  (n-\-l)cp\. 

Drehen  wir  die  Koordinatenachsen  um  den  Winkel  nn 
und  zwar  in  der  Richtung  von  der  positiven  o;- Achse  zur 
positiven  «/-Achse  und  bezeichnen  wir  mit  x^  und  «//  die 
Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  in  bezug  auf  diese 
neuen  Achsen,  so  wird: 

ir/=  x^  cos  fiTt  +  y^  sinw;r,     2//===  ^  ^i  sinl^:t  +  y^  cos  UTt. 

Setzen  wir  außerdem: 


a 


so  folgt; 


-^  =  — -—  cos  ncpi  —  cos  [n  +  1)  9i, 
^-  =  — -      sm  MOP.  —  sin  (w  +  1 )  qp. . 

Diese  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen  (1) 
in  Nr.  238  nur  durch  das  Ersetzen  von  a,  (p  durch  a^^  9,.  Dies 
bedeutet:  Die  Evolute  der  Epi^yldoide  hzw.  Hypozißloide  ist 
wiederum  eine  Epizyldoide  hzw.  HypozyJcloide,  die  der  ursprüng- 
lichen ähnlich  ist.  Sie  wird  erzeugt,  indem  der  Kreis  vom 
Radius  a  :  (2w  +  1)  auf  dem  Kreise  vom  Radius  r  :(2n  -{-  1) 
Je4»,  1^43] 
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rollt;  dieser  feste  Kreis  ist  mit  dem  ursprünglichen  festen 
Kreise  konzentrisch.  Die  Spitzen  der  E^^olute  liegen  auf  den- 
jenigen Radienvektoren  von  0  aus,  die  durch  die  Drehung  um 
den  Winkel  n7t  aus  den  Radienvektoren  der  Spitzen  der  ur- 
sprünglichen Kurve  hervorgehen. 

244.  Kreisevolvente.  Ersetzt  man  in  den  Gleichungen 
(1)  der  Nummer  238,  die  eine  Epizykloide  definieren,  a  durch 
seinen  Wert  nr  und  führt  man  an  Stelle  von  cp  den  Winkel 
if;  =  nq)  ein,  den  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  0  und 
Ä  der  Kreise  mit  der  o;- Achse  bildet,  so  lassen  sich  die  Glei- 
chungen der  Epizykloide  auf  die  Form  bringen: 

sm  -^ 
^  =  cosip(l  +  2n sin2  ^J  -f-  i^  sini/; -— *^ , 

n 

sm  — 
|-  =  sin  i^  (l  +  2n  sin^  ^)  -  «^  cos  t   -^  • 

n 

Läßt  man  jetzt  den  Radius  a  des  rollenden  Kreises  über  jede 
Grenze  wachsen,  so  gilt  dasselbe  von  w,  während  das  Verhältnis 

ib       ib 

sm  —  :  — 
n      n 

nach  Nr.  26  den  Grenzwert  Eins  annimmt,  dagegen 

2n  sm^  ^        oder     „      sm  r—  :  -r— 

den  Grenzwert  Null.  Wenn  also  eine  Gerade  auf  dem  festen 
Kreise  rollt,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Epizykloide: 

cc  «  t/  • 

—  =  cos  th  -\-  ib  sinxt,      —  =  sinip  —  iIj  cos  i^ . 
r  T 

In  jeder  Lage  ist  die  Gerade  selbst  die  Normale  der  Kurve; 
da  sie  stets  den  festen  Kreis  berührt,  so  ist  die  Kurve  nach 
Satz  14  in  Nr.  200  eine  Evolvente  des  festen  Kreises. 

Sie  besteht  aus  zwei  ins  Unendliche  gehenden  Zweigen, 
deren  Vereinigungspunkt  eine  Spitze  ist,  nämlich  derjenige 
Punkt  der  Kurve,  der  auf  dem  festen  Kreise  liegt. 

Die   Eigenschaft   der   Epizykloide,    ihrer  Evolute    ähnlich 
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zu  sein,  gilt  im  eigentlichen  Sinne  nicht  mehr  für  diesen 
Grenzfall;  indessen  kann  man  doch  auch  den  Kreis  selbst  als 
Epizykloide  betrachten,  da  er  auch  dem  Falle  lim  n  =  oo  zu- 
gehört. Denn  wenn  man  einen  Kreis  vom  Radius  a  auf  einem 
beliebig  kleinen  Kreise  rollen  läßt,  so  beschreibt  der  Punkt, 
der  am  Anfange  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
im  Abstände  2a  vom  festen  Zentrum  liegt,  eine  Kurve,  die 
um  so  weniger  von  einem  Kreise  mit  dem  Radius  2  a  ver- 
schieden ist,  je  kleiner  der  Radius  des  festen  Kreises  an- 
genommen wird. 


§  5.     Einige  andere  bemerkenswerte  Kurven. 

245.  Die  Spirale  des  Archimedes.  Diese  Spirale  wird 
in  Polarkoordinaten  w,  q  definiert  durch  die  Gleichung: 

Q  =  atö, 

wobei  a  eine  gegebene  Strecke  bezeichnet.  Beschreibt  man 
um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a,  so  sind 
die  Bogen  dieses  Kreises,  vom  Schnittpunkte  des  Kreises  mit 
dem  Anfangsstrahle  der  Polarkoordinaten  gerechnet,  die  Längen 
der  Radienvektoren,  die  durch  die  Endpunkte  dieser  Bogen  zu 
legen  sind. 

Für  den  Winkel  /i  zwischen  der  Tangente  und  dem 
Radiusvektor,  für  die  Polarnormale  JfJV,  die  Polarsubtangente 
OT  und  die  Polarsubnormale  ON  kommt  hier  nach  Nr.  206 
und  207: 

OT  =  -p^  =  -''  =  -aco\      0N=  p  =  a . 
(IQ  a  '  d(o 

Mithin  ist  die  Subnormale  konstant,  woraus  eine  einfache 
Konstruktion  der  Tangente  hervorgeht,  siehe  Fig.  56.  Für  den 
Krümmungsradius  ergibt  sich  nach  Nr.  208,  wenn  wir  die 
Konstante  a  positiv  wählen: 


^  —      2  +  0)2      —  MN^-\-a^ 
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Ist  a  die  Projektion  der  Polarsub- 
normale Oi^  auf  die  Normale,  so 
ist  a  =  «2 :  M:^,  also  i?  =  JiiV^^ : 
(ülf^H-a'),  woraus  sich  JR  leicht 
konstruieren  läßt.  Die  archimedische 
Spirale  geht  durch  0  hindurch  und 
schneidet  sich  selbst  unendlich  oft, 
da  auch  negative  Werte  von  a  und 
Q  zuzulassen  sind.  In  der  Figur 
sind  nur  die  ersten  Windungen  um 
0  herum  ano^eoreben. 


Fig.  56. 


246.   Die  hyperbolische  Spirale.     Die  hyperbolische 
Spirale  wird  in  Polarkoordinaten  definiert  durch  die  Gleichung: 

QGi  =  a, 

wobei  a  eine  gegebene  Strecke  bedeutet.  Für  w  =  0  wird  q 
unendlich.  Der  Radius  nimmt  ab,  wenn  co  wächst,  und  wird 
gleich  NuU  für  lim  05  =  oo.  Die  Kurve  macht  also  um  den 
Anfangspunkt  0  unendlich  viele  Win- 
dungen, ohne  ihn  jemals  zu  erreichen; 
der  Punkt  0  heißt  daher  asymptotisch. 
Siehe  Fig.  57.  Ist  w  negativ,  also 
auch  Q  negativ,  so  sind  die  Bemer- 
kungen in  Nr.  203  zu  beachten,  aus 
denen  folgt,  daß  die  Kurve  einen 
zweiten  Zweig  hat,  der  aus  dem 
ersten  durch  Spiegelung  an  der  Senk- 
rechten zum  Anfangsstrahle  durch  0  hervorgeht.  Die  Ordi- 
nate Q  sin  w  des  Punktes  M  der  Kurve  hat  den  Wert: 


Fig.  51 


o  sm  CO  =  a 


sin  (ü 


und  wird  gleich  a  für  w  =  0.  Deshalb  hat  die  Kurve  die- 
jenige Gerade  zur  Asymptote  hat,  die  im  Abstände  a  von  der 
a:- Achse  parallel  zu  dieser  Achse  verläuft  (vgl.  Nr.  171).  Die 
Größen  tg  /i,  OT  und  OiV  haben  nach  Nr.  206  und  207  die  Werte: 


tgf^ 


OT 


0N=- 


Die  Polarsubtangente  ist  also  konstant,  und  hieraus  folgt  eine 
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einfaclie  Tangentenkonstruktion.  Auch  die  Konstruktion  des 
Krümmungsmittelpunktes  ist  leicht. 

247.   Die  logarithmische  Spirale.    Die  logarithmische 
Spirale  wird  in  Polarkoordinaten  «,  q  durch  die  Gleichung 
(1)  Q  =  ae"»'" 

definiert,  wobei  a  eine  gegebene  Strecke,  m  eine  gegebene  Zahl 
bezeichnet.  Diese  Gleichung  gibt  immer  die  nämliche  Kurve, 
wie  groß  auch  die  gegebene  Strecke  a  sein  mag.  Denn  wenn 
man  den  Anfangsstrahl  um  einen  Winkel  a  in  eine  neue  Lage 

dreht,  so  sind  cj  =  cd  —  a,  Q  =  Q  die 
neuen  Polarkoordinaten,  und  in  ihnen 
lautet  die  Kurvengleichung  wieder: 

w^enn  man  ae'""  mit  ä  bezeichnet.  Der 
absolute  Betrag  von  a  in  (1)  ist  also 
unwesentlich.  Demnach  kann  man 
a  =  -\-l  annehmen;  wir  w^oUen  in- 
dessen die  Gleichung  (1)  beibehalten 
und  a  >  0  wählen. 

Für  C3  =  0  ist  Q  =  a=  OÄ,  siehe 
Fig.  58.  Wächst  cd  von  Null  bis  +  c», 
so  wächst  Q  von  a  bis  -{-  c%:>.  Nimmt  co  von  Null  bis  —  oo 
ab,  so  bleibt  q  positiv  und  nimmt  von  a  bis  Null  ab.  Dem- 
nach hat  die  Kurve  unendlich  viele  Windungen  um  den  Pol, 
der  daher  ein  asymptotischer  Funkt  heißt  (vgl.  Nr.  246). 
Die  Differentiation  der  Gleichung  (1)  ergibt: 


Fig.  58. 


(2)  Q  =  mae^ 
Folglich  ist  nach  Nr.  206,  207 : 

(3)  tg^  =  -',     0T  = 


mg 


m 


ON  =  niQ 


Die  erste  Gleichung  besagt: 

Bei  der  logarithmischen  Spirale  ist  der  Winkel  zwischen 
dem  BadiusveMor  und  der  Tangente  konstant. 

Das  Differential  der  Fläche  eines  Sektors  der  Kurve  ist 
nach  (2)  in  Nr.  204: 


du  ==  ^Q^dco 


2m 


QdQ 
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Nun  ist  QdQ  das  Diiferential  von  ^q^,  folglich  nach  Satz  8 
in  Nr.  29: 

u  =  ~ — h  konst. 

Rechnen  wir  die  Fläche  yoiü  Radiusvektor  OÄ  an,  so  wird 
tf  =  0  für  03  =  0  oder  also  für  q  =  a^  und"  daher  ist  die  Kon- 
stante gleich  —  a^ :  47n,  so  daß  kommt: 

o^  —  a'- 
u 


4w 
Das  Bogendifferential  ds  der  Kurve  ist  nach  Nr.  205: 

(4)     ds  =  V^TT  Qd(o  =  a  V^  +  le'-Y/w  =  ^'''^-^  dQ, 
mithin  die  Bocrenläncre  nach  Satz  8  in  Nr.  29: 

s  =  ~ —  g  4-  konst. 

Messen  wir  den  Bogen  s  vom  Punkte  Ä  an,  für  den  q  =  a  ist, 
so  kommt  insbesondere: 

Der  Kontingenzwinkel  dz  wird  hier  gleich  da.    Der  Krüm- 
mungsradius it  oder  dsidco  ist  folglich  nach  (4): 


(5)  R=ym^-\-lQ. 

In  allem  Vorhergehenden  muß  man  die  Quadratwurzel  von 
7)1^  +  1  positiv  annehmen,  wenn  die  Kurve  im  Sinne  wach- 
sender Werte  von  (d   durchlaufen  wird. 

Nach  Nr.  207  hat  die  Polarnormale  MN  ebenfalls  den 
Wert  ds  :  d(x).  Mithin  ist  N  der  Krümmungsmittelpunkt.  Hier- 
nach kann  man  leicht  die  Gleichung  der  Evolute  der  logarith- 
mischen Spirale  bilden.  Denn  die  Polarkoordinaten  Wj,  ^j 
von  X  sind: 

«1  =  w  -f  -^7t,      Q^  =  ON  =  q'=  mae"""j 

so  daß  sich  durch  Elimination  von  w  als  Gleichung  der  Evo- 
lute ergibt: 

(6)  Qj^  =  mae'^^^    -K 
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Die  Evolute  der  logarithmischen  Spirale  ist  also  eine  kon- 
gruente logarithmische  Spirale  mit  dem  nämlichen  Pole.  Aber 
einander  entsprechende  Stücke  der  Evolute  und  Evolvente  sind 
nicht  kongruent. 

248.  Logarithmische  Spiralen,  die  ihre  eigenen 
Evoluten  sind.  Nach  der  Bemerkung  zu  Anfano-  von  Nr.  247 
läßt  sich  die  Gleichung  der  Evolute  dadurch  auf  die  Form 
der  Gleichung  der  ursprünglichen  Kurve  bringen,  daß  man 
den  Anfangsstrahl  um  den  Pol  um  einen  gewissen  Winkel  a 
dreht.  Da  es  frei  steht,  ein  ganzes  positives  oder  negatives 
Vielfaches  von  2;r  zu  a  zu  addieren,  so  kann  man  a  -\-  2hji 
statt  a  schreiben,  wobei  h  eine  ganze  Zahl,  a  einen  Winkel 
zwischen  0  und  27t  bedeutet.  Wir  ersetzen  also  in  der  Glei- 
chung der  Evolute  co^  durch  C3  -{-  a  -{-  2]c7t  und  schreiben  q 
an  Stelle  von  q^.     Dann  wird  die  Gleichung  der  Evolute: 

Q  ==  mae    \  ^' 

Diese  Formel  ist  nun  die  Gleichung  der  ursprünglichen  Kurve 
selbst,  nämlich: 

sobald  a  der  Bedingung  genügt: 

mlu  +  ikn-^]  ,  .    .  In  w 

me   ^  ^'  =  1     oder     a  =  ^  (1  —  4:k)  tc —• 

Ist  die  Zahl  m  insbesondere  so  beschaffen,  daß 

(1)  "^  =  -Ul-4Ä.). 

wird,  wenn  h  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  wird 
«  =  0,  d.  h.  dann  ist  die  logarithmische  Spirale  ihre  eigene 
Evolute.  Die  Funktion  In  m  :  m  von  m,  deren  Ableitung  nach 
m  gleich  (1  —  Inm)  :  m^  ist,  wächst  von  —  oo  bis  1  :  e,  wenn 
m  von  0  bis  e  wächst,  und  nimmt  von  1  :  6  bis  0  ab,  wenn 
m  von  e  bis  +  cx)  wächst.  Hieraus  folgt,  daß,  wenn  für  h 
irgend  eine  ganze  positive  Zahl  gewählt  wird,  auch  jedesmal 
ein  Wert  m  vorhanden  ist,  der  die  Gleichung  (1)  befriedigt. 
Es  gibt  also  unzählig  viele  logarithmische  Spiralen,  die  mit 
ihren  Evoluten  zusammenfallen. 
»47,  348] 
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249.    Ein  Beispiel  zur  Theorie  der  Einhüllenden. 

Wir  wollen  zum,  Schlüsse  dieses  Kapitels  zwei  Beispiele  für 
die  in  Nr.  210  entwickelte  Methode  zur  Bestimmung  der  Ein- 
hüllenden einer  Kurvenschar  geben.  Wir  stellen  uns  zunächst 
die  Aufgabe: 

Zwei  Veränderliche  x^  und  y^  seien  miteinander  durdi  die 
Bedingung  verbunden: 

m  (fr+(fr=i,    • 

in  der  m,  a  und  h  Konstanten  sind.  Es  soll  die  Einhüllende  der 
Kurvenschar  hestimmt  werden,  die  alsdann  durch  die  Gleichung 


(^)  ©"+©"^ 


definiert  wird,  tvenn  x  und  y  die  laufenden  Koordinaten  dieser 
Kurvenschar  bedeuten.     Dabei  soll  n  eine  Konstante  sein. 

Da  x^  und  y^  wegen  (1)  als  Funktionen  einer  Hilfsver- 
änderlichen a  betrachtet  werden  können,  so  hat  man  die  Glei- 
chung (2)  in  Bezug  auf  diese  Veränderliche  a  zu  differenzieren. 
Es  ist  dabei  gleichgültig,  wie  man  sich  z,  B.  x-^  als  Funktion 
von  a  gewählt  denkt.     Die  Differentiation  liefert: 


\xj    X,         \yj    y. 


Die  Akzente  sollen  dabei  die  Differentiation  nach  a  andeuten. 
Da  x^  und  y^  durch  die  Gleichung  (1)  verbunden  sind,  so  be- 
steht zwischen  x^'  und  ?//  außerdem  die  Bedingung: 


\a/     x^         \b  /     2/i 


I 


Elimination   von  y^'  :  x^  aus   den  beiden    letzten  Gleichungen 
ergibt : 


(3) 


Diese  Gleichung  (3)  geht  also  durch  die  Differentiation  der 
Gleichung  (2)  nach  der  Hilfs veränderlichen  a  hervor.  Nach 
(1)  und  (2)  ist  die  Summe  der  Nenner  und  ebenso  die  der 
Zähler  in  (3)  gleich  Eins.    Folglich  sind  beide  Seiten  von  (3) 
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gleich  Eins.     Die  beiden  Gleicliungen  (2)  und  (3)   lassen  sich 
also  ersetzen  durch  diese: 


©"=©"*'  ©"=(!)' 


oder: 

Hieraus  ist  die  Hilfs veränderliche  a  nach  Nr.  210  zu  eliminieren. 
Nun  sind  x^  und  y^  solche  Funktionen  von  a,  die  (1)  genügen. 
Wir  müssen  also  x^  und  y^  aus  (1)  und  (4)  eliminieren.  So 
ergibt  sich  als  Gleichung  der  gesuchten  Einhüllenden: 

m  n  m  n 

(5)  (^)      +(|)      =1- 

Der  Fall  a  =  hj  m  =  2,  n  =  1  verdient  besondere  Erwäh- 
nung. Hier  nämlich  besteht  die  Kurvenschar  aus  lauter  solchen 
Geraden  in  den  laufenden  Koordinaten  x,  y, 

die   auf  den  Achsen  Abschnitte  x^  und  y^  bestimmen,  für  die 

ist,  d.  h.  aus  allen  Geraden,  von  denen  die  beiden  Achsen 
Strecken  von  der  konstanten  Länge  a  abschneiden.  Ihre  Ein- 
hüllende hat  nach  (5)  die  Gleichung: 

und  sie  ist  folglich  nach  Nr.  238  eine  HypozyMoide  von  be- 
sonderer Art,  nämlich  eine  Astroide\  der  feste  Kreis  hat  den 
Radius  a,  der  rollende  den  Radius  \a. 

250.  Noch  ein  Beispiel  zur  Theorie  der  Einhüllen- 
den. Wir  entnehmen  dies  Beispiel  der  Optik,  indem  wir  uns 
die  Aufgabe  stellen:  Auf  die  Feripherie  eines  Kreises  treffen 
parallele  StraJden  auf  die  von  dort  reflektiert  werden,  wobei  der 
reflektierte  Strahl  mit  der  Normale  jedesmal  denselben  Winkel 
bildet  wie  der  auffallende.  Es  soll  die  Einhüllende  der  reflek- 
tierten Strahlen  bestimmt  iverden. 

Die  gesuchte  Einhüllende  wird  die  Katakaustika  genannt. 
Als  Koordinatenachsen   wählen   wir  zwei  rechtwinklige  Durch- 

»49,  asoj 
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messer,  von  denen  der  eine,  die  a;-Aclise,  den  auffallenden 
Strahlen  parallel  sei.  Sind  a  cos  a  und  a  sin  a  die  Koordinaten 
eines  Punktes  der  Peripherie,  den  ein  Strahl  trifft,  so  bildet 
der  reflektierte  Strahl  mit  der  a;- Achse  den  Winkel  2a.  Die 
Gleichung  dieses  Strahles  ist: 

y  —  a  ^ina  =  ig2a(x  —  a  cos  a) 
oder: 

y  cos  2a  —  X  sin  2«  +  a  sin  a  =  0  . 

Nach  Nr.  210  muß  a  mithin  aus  dieser  Gleichung  und  der 
durch  Differentiation  nach  a  aus  ihr  hervorgehenden  Gleichung: 

1/  sin  2«  -f  ^  cos  2a  —  \a  cos  «  =  0 

eliminiert  werden.  Man  kann  auch  beide  Gleichungen  nach  x 
und  y  auflösen.     Dann  kommt: 

X  =  ^a(3coso:  —  cos  3«),     y  =  ^a{^  sina  —  sin  3«). 

Nach  Nr.  238  ist  diese  Katakaustika  eine  EpisyTdoidey  die 
von  einem  Kreise  vom  Radius  \a  erzeugt  wird,  der  auf  einem 
Kreise  vom  Radius  ^a  rollt.  Der  feste  Kreis  hat  denselben 
Mittelpunkt  wie  der  gegebene  Kreis  vom  Radius  a. 
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Neuntes  Kapitel. 
Theorie  der  Raumkuryen  und  Flächen. 


§  1.     Tangenten  und  Normalen. 

251.  Analytische  Darstellung  von  Baumkurven 
und  Flächen.  Ein  Punkt  mit  den  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten x^  y,  z  ist  an  eine  Baumlcurve  gebunden,  d.  h.  sein 
geometrischer  Ort  ist  eine  Kurve  im  Räume,  wenn  seine 
Koordinaten  x,  y,  z  als  Funktionen  einer  Hilfsveränderlichen  t 
gegeben  sind: 

(1)  x  =  ^{f).    y  =  %(f),    z  =  ip(t). 

Setzt  man  die  aus  der  ersten  Gleichung  folgende  Funktion  t 
von  X  in  die  beiden  andern  ein,  so  stellen  sich  y  und  z  als 
Funktionen  von  x  dar: 

(2)  y-fioc),     z  =  g{x). 

Umgekehrt:  Liegen  zwei  solche  Gleichungen  vor  und  wird  x 
mit  t  bezeichnet,  so  sind  sie  ersetzbar  durch  x  =  t,  y  =  f(t) 
und  z  =  g(t)j  d.  h.  es  liegt  ein  Fall  vor,  der  sich  der  Dar- 
stellung (1)  einer  Kurve  unterordnet,  indem  sich  cp{t)  auf  t 
reduziert.  Es  kann  sein,  daß  nicht  gerade  die  erste  Glei- 
chung (1),  sondern  die  zweite  oder  dritte  t  als  Funktion  einer 
der  drei  Koordinaten  definiert.  Allgemein  lasse  sich  t  auf 
irgend  eine  Weise  aus  den  drei  Gleichungen  (1)  eliminieren. 
Alsdann  gehen  zwei  Gleichungen 

(3)  F{x,y,z)=-0,     G{x,y,z)  =  0 

hervor,  so  daß  wir  uns  also  eine  Kurve  auch  durch  zwei 
solche  Gleichungen  definiert  denken  können. 
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Wir  betrachten  jetzt  eine  Fläche.  Fällen  wir  von  einem 
beliebigen  Punkte  (x,  y^  z)  der  Fläche  das  Lot  auf  die  xy- 
Ebene,  so  ergibt  sich  ein  Fußpunkt  {x,  y)  in  dieser  Ebene. 
Umgekehrt  wird  zu  jedem  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  —  wenig- 
stens innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches  von  x 
und  ?/  —  ein  Punkt  {Xj  y^  z)  der  Fläche  gehören,  dessen  Höhe  z 
über  jenem  Fußpunkte  eine  Funktion  von  x  und  y  sein  wird. 
Daher  stellt  eine  Gleichung  von  der  Form 

(4)  ^='f{x,y) 

eine  Fläche  dar.  Diese  Gleichung  ist  nach  z  aufgelöst.  Bleibt 
es  noch  dahingestellt,  ob  sie  nach  einer  der  drei  Koordinaten 
auflösbar  ist,  so  wird  die  Fläche  durch  eine  unaufgelöste 
Gleichung 

(5)  F{x,y,z)  =  Q 

gegeben.  Wir  schließen  hieraus:  In  der  Form  (3)  wird  eine 
Raumkurve  als  Schnittlinie  von  zwei  Flächen  F=0  und  G  =  0 
definiert. 

Es  gibt  eine  noch  allgemeinere  Art,  eine  Fläche  analytisch 
zu  definieren.  Während  in  (1)  die  Koordinaten  eines  Punktes 
(x,  y,  z)  einer  Kurve  als  Funktionen  einer  Hilf s veränderlichen  t 
gegeben  sind,  können  wir  auch  x,  y,  z  als  Funktionen  von  ztvei 
Hilfsveränderlichen  m  und  v  definieren: 

(6)  x  =  (p{u,v),     y  =  x{u,v),     z  =  ip(u,v). 

Alle  Punkte  {Xy  y,  z),  deren  Koordinaten  hierdurch  bestimmt 
werden,  gehören  im  allgemeinen  einer  Fläche  an,  nämlich 
wenn  die  Funktionen  cp,  %,  ip  nicht  alle  drei  voneinander  ab- 
hängig sind.  In  der  Tat,  sind  z.  B.  q)  und  x  voneinander  unab- 
hängig, so  setzen  wir  die  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen 
definierten  Funktionen  n  und  v  von  x  und  y  in  die  letzte  Gleichung 
ein,  wodurch  eine  Darstellung  von  der  Form  (4)  hervorgeht. 

Ein  einfaches  Beispiel  hierzu  gibt  uns  die  Darstellung 
einer  Kugel  mit  dem  Radius  r,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangs- 
pimkt  ist,  wenn  wir  uns  der  räumlichen  Polarkoordinaten 
r,  dj  xp  bedienen;   vgl.  Nr.  97.     Denn  vermöge: 

X  =  r  sind  cos z/^,     y  =  r  sin  6  sinifj,     z  =  r  cos  6 
werden  die  Koordinaten  x,  y^  z  der  Punkte  der  Kugel  mittels 


406  Kap.  IX.     Theorie  der  Raumkurven  und  Flächen. 

der  beiden  Hilfsveränderliclien  6  und  i/>  ausgedrückt,  die  eine 
bekannte  geometrische  Bedeutung  haben. 

Die  allgemeine  Darstellungsform  (6)  einer  Fläche  werden 
wir  jedoch  nur  ganz  gelegentlich  anwenden. 

252.    Tangente    und    Normalebene    einer    Kurve. 

Eine  Raumkurve  sei  durch  die  Gleichungen: 

(1)  x==^{t),     y  =  %{t),     z  =  xl;{t) 

definiert.  Wir  setzen  voraus,  daß  die  Funktionen  cp,  %,  -il^  für 
einen  gewissen  Variabilitätsbereich  von  t  nebst  allen  ihren  Ab- 
leitungen, soweit  sie  gebraucht  werden,  stetig  seien.  Zu  einem 
bestimmten  Werte  t  gehöre  der  Kurvenpunkt  M  oder  {x,  y,  0), 
zu  einem  anderen  Werte  t  -{-  zJt  der  Kurvenpuukt  M'  oder 
{x-{-Jx,  y-\-zJy,  z-\-z]z),  so  daß  x-\-z]x  gleich  cp(t -{- zit) 
usw.  ist.  Die  Sekante  MM'  der  Kurve  hat  in  den  laufenden 
Koordinaten  g,  ^,  §  die  Gleichungen: 

l  —  ^   _    ^  —  y   _    5  — -g   . 

Die  Grenzlage  der  Sekante  für  lim  zit  =  0  heißt  die  Tangente 
der  Kurve  an  der  Stelle  M.  Da  zJx  :  zlt  den  Grenzwert  (p'{t) 
oder  X    hat,  usw.,  so  sind: 

^   -^  x  y  z 

die  Gleichungen  der  Tangente.  Hier  wie  im  folgenden  sollen 
die  Akzente  die  Differentiation  nach  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen t  andeuten. 

Die  Gleichungen  (2)  werden  unbestimmt,  wenn  für  den 
betrachteten  Wert  t  alle  drei  Ableitungen  x,  y',  z  oder  9}',  i,  ^' 
gleich  Null  sind.  Drher  schließen  wir  solche  Punlde  der  Kurve, 
für  die  cp\t),  lif),  ilj\t)  alle  drei  gleich  Null  sind,  als  Sin- 
gular ein  für  allemal  von  unseren  Unter sucliungen  aus,  vgl. 
das  Entsprechende  bei  ebenen  Kurven  in  Nr.  191.  Wir  haben 
nicht  die  Absicht,  die  Singularitäten  von  Raumkurven  zu 
besprechen. 

Die  Kurve  (1)  denken  wir  uns  stets  in  demjenigen  Sinne 
durchlaufen,  der  wachsenden  Werten  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen t  entspricht.  Dann  folgt  der  Punkt  M'  auf  den 
Punkt  M,  wenn  der  Zuwachs  zit  positiv  ist.  Der  Sekante 
1951,  !35»] 
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MM'  geben  wir  also  bei  der  Annahme  zJt  >  0  als  positiven 
Sinn  den  von  3£  nach  M',  demnach  auch  ihrer  Grenzlage,  der 
Tangente.  Ziehen  wir  vom  Anfangspunkte  0  aus  einen  Strahl 
OM  parallel  der  positiven  Tangente  von  Mj  so  bildet  er  mit 
den  positiven  Achsen  drei  Winkel,  deren  Kosinus  die  Bich- 
tungsJiOsintis  der  Tangente  des  Punktes  M  heißen.  Geben  wir 
insbesondere  dem  Strahle  OM  die  Länge  Eins,  so  sind  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  M  die  Richtungs- 
kosinus, woraus  folgt,  daß  die  Summe  der  Quadrate  der  Rich- 
tungskosinus einer  Geraden  stets  gleich  Eins  ist  Da  im  Räume 
nicht,  wie  in  der  Ebene,  von  einem  bestimmten  Drehsinne  ge- 
sprochen werden  kann,  so  bildet  OM  z.  B.  mit  der  positiven 
a;- Achse  unzählig  viele  Winkel,  die  alle  in  der  Form  dza  -\-2k7t 
dargestellt  werden  können,  wenn  a  einer  von  ihnen  und  k 
eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Die  goniometrischen  Funktionen 
dieser  Winkel  ändern  sich  sämtlich,  wenn  ca  das  Vorzeichen 
wechselt,  mit  Ausnahme  des  Kosinus.  Während  also  im  Räume 
die  Winkel  zwischen  einer  mit  positivem  Sinne  versehenen 
Geraden  und  den  drei  positiven  Achsen  nicht  eindeutig  sind, 
auch  wenn  man  von  dem  selbstverständlichen  Summanden  2k7t 
absieht,  haben  sie  dennoch  ganz  bestimmte  Kosinus.  Um- 
gekehrt gehört  zu  drei  bestimmt  gewählten  Richtungskosinus, 
wenn  nur  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich  Eins  ist,  stets 
eine  auch  dem  Sinne  nach  bestimmte  Richtung  im  Räume. 
Dies  ist  der  Grund,  weshalb  man  in  der  Geometrie  des  Raumes 
nicht  die  Winkel  selbst,  sondern  nur  ihre  Kosinus  benutzt. 
Wir  werden  daher  nicht  die  Winkel  der  positiven  Tangente  mit 
den  positiven  ÄcJisen^  sondern  die  Kosinus  dieser  Winkel  mit 
Buchstaben  a,  ß,  y  bezeichnen. 

Nach  (2)  sind  a,  ß,  y  proportional  zu  Xy  y\  /;  außerdem 
haben  sie  dieselben  Vorzeichen  wie  x\  y,  z.  Da  «^  -f-  /3^  +  7^ 
gleich  Eins  ist,  ergibt  sich  also,  daß  die  positive  Tangente  des 
Kurvenpunktes  M  die  Richtungskosinus  hat: 

(3)    a=-=^L=,     ß=   ,        y  y==     _^ :, 

wobei  die  Quadratwurzel  positiv  ist. 

Es  ist  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt  und  übri- 
gens leicht  einzusehen,  daß  der  Kosinus  des  Winkels,  den  zwei 

[^5» 
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solclie  Richtungen  einscliließen,  deren  Richtungskosinus  gleicBi 
a^j  A;  Vi   uiid  f^2?  A;  72  ^i^^;  ^®^  Wert 

hat,  woraus  folgt,  daß  beide  Richtungen  dann  und  nur  danm 
zueinander  senkrecht  sind,  wenn  diese  Summe  gleich  Null  ist.. 
Normalebene  des  Kurvenpunktes  M  oder  {x,  y,  z)  heißi 
die  Ebene  aller  Normalen  des  Punktes  ili,  d.h.  aller  derjenigen 
Geraden,  die  in  M  auf  der  Tangente  senkrecht  stehen.  Ist 
(j,  t),  §)  ein  beliebiger  Punkt  ^  der  Normalebene,  so  sind 
l  ~~  X,  ^  —  p,  l  —  ^  proportional  den  Richtungskosinus  der 
Normale  MW.  Da  andererseits  x\  y,  z  den  Richtungskosinus 
der  Tangente  proportional  sind,  so  drückt  die  Gleichung 

(4)  x\i  -x)-{-  y\t)  -  2/)  +  /(S  -z)  =  0 

aus,  daß  der  Punkt  Tl  oder  (j,  t),  §)  in  der  Normalebene  von 
M  liegt.     Dies    ist   also    die    Gleichung   der   Normalebene   des 
Kurvenpunlctes  M  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  ^,  5. 
Aus  (1)  geht  die  besondere  Darstellung 

(5)  y-f{^)y    ^-9(x) 

der  Kurve  hervor,  wenn  wir  t  =  x  annehmen  und  dement- 
sprechend (p(t)  =  x,  dagegen  x{t)  und  i^(^)  gleich  f(x)  und 
g(x)  setzen.  Als  positiver  Sinn  auf  der  Kurve  gilt  dann  der- 
jenige, in  dem  die  unabhängige  Veränderliche  x  zunimmt.  Jetzt 
ist  X  =  1,  y  =  f\x)j  z=g(x)y  so  daß  nach  (2): 

(6)  ^  -  2/  =  f\x)  -{l-x),     l~z  =  g\x)  '{l-x) 
die  Gleichungen  der  Tangente  und  nach  (3): 

/ryx  ^  1  _  n_  f  9 

,die  Richtungskosinus  ,  fder  Tangente  sind.  Die  Quadratwurzel 
ist  dabei  positiv.  Nach  (4)  wird  ferner  in  diesem  Falle  die 
'  Gleichung  der  Noxjoaalebepet': 

,(8)  (£  -  x)  -h  rW  •  (t)  -:f)  +  g(x)  .  (5  -  ^)  =  0 

in  dßn  laufenden  Koordinaten  ^j:,  tj,  5. 
252] 
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253.  Taugeuteuebeue  und  Normale  einer  Fläche. 

Nach  Nr.  251  sei  eine  Fläche  durch  eine  Gleicliung: 

(1)  F{x,y,z)^0 

definiert.  Wir  setzen  voraus,  daß  die  Funltion  F  für  einen 
gewissen  Variahüitätshereich  von  x,  y,  z  nehst  allen  ihren  Ab- 
leitungen, soweit  sie  in  der  Folge  vorliommen  werden ,  stetig  sei, 
und  daß  auch  die  Gleichung  F  =  0  innerhalb  dieses  Variabili- 
tätsbereiches z  als  eine  solche  FunMion  von  x  und  y  definiere, 
die  nebst  allen  ihren  Ableitungen j  sotveit  sie  in  der  Folge  vor- 
Tiommen,  stetig  ist.  Alsdann  ergeben  sich  z.  B.  die  Ableitungen 
von  z  nach  x  und  y  aus  den  Formeln: 

(2)  F^  +  F,%  =  0,     ^^  +  ^-^1  =  0, 

die  illusorisch  werden,  wenn  F^,  F  ,  F^  alle  drei  gleich  Null 
sind.  Die  gemachten  Voraussetzungen  werden  also  gewiß  nicht 
erfüllt  für  solche  Wertetripel  x,  y,  z^  für  die  F^,  F^j  F.  alle 
drei  verschwinden.  Wir  schließen  daher  durch  unsere  An- 
nahmen derartige  singulare  Punkte  {x,  y,  z)  aus,  die  wir  nicht 
genauer  zu  untersuchen  beabsichtigen. 
Wenn  nun: 

(3)  ^  =  nx,y) 

die  durch  (1)  definierte  Funktion  z  von  x  und  y  bedeutet,  so 
liegt  hier  eine  spezielle  Darstellung  einer  Fläche  vor  (vgl. 
Nr.  251),  und  wir  woUeu  zunächst  von  dieser  Darstellung  aus- 
gehen. Es  sei  ein  bestimmtes  Wertepaar  der  beiden  unab- 
hängigen Veränderlichen  x,  y  gewählt  und  z  aus  (3)  bestimmt 
worden ,  wodurch  ein  Punkt  M  oder  {x,  y,  z)  der  Fläche  ge- 
wonnen wird.  Es  gibt  unzählig  viele  Kurven  auf  der  Fläche, 
die  durch  diesen  Punkt  gehen.  Es  sei  nämlich  y  durch  irgend 
eine  solche  Funktion  von  x  ersetzt,  die  für  den  betrachteten 
Wert  von  x  gerade  den  angenommenen  Wert  hat.  Nach  (3) 
wird  dann  auch  z  eine  Funktion  von  x,  die  für  den  betrach- 
teten Wert  von  x  gerade  den  vorhin  bestimmten  Wert  hat. 
Nun  sind  y  und  z  Funktionen  von  x,  und  sie  definieren  eine 
durch  M  gehende  Kurve  auf  der  Fläche.  Nach  (6;  in  voriger 
Nummer  sind: 
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dy     /  \  dz     ,  N 

die  Gleichungen  der  Tangente  des  Punktes  M  dieser  Kurve  in 
den  laufenden  Koordinaten  y,  t),  §.  Dabei  ist  nach  (3)^  weil 
y  als  Funktion  von  x  aufgefaßt  wurde: 

dx       '^'^'vdx' 
Folglich  sind  auch: 

(4)  9-2/  =  f|-(?--),      ä-^  =  (/-.  +  /-,S-(S-^) 

die  Gleichungen  der  Tangente  einer  durch  den  Flächenpunkt 
M  gehenden  Kurve  der  Fläche.  Zu  verschiedenen  durch  M 
gehenden  Flächenkurven  gehören  verschiedene  Werte  von  dy :  dx. 
Daher  genügen  die  Punkte  (j,  \),  §)  aller  Tangenten,  die  man 
in  M  an  alle  durch  WI  gehenden  Flächenkurven  legen  kann, 
derjenigen  Gleichung,  die  aus  (4)  durch  Elimination  von 
dy  :  dx  hervorgeht.     Sie  lautet : 

(5)  ä-^-/;-(£-^)-/,-(t)-2/)  =  0, 

und  da  sie  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  \),  5  linear  ist,  folgt: 
Satz  1:    Ist  f{x,  y)   innerhalb   eines    Variabilitätshereiches 
eine  stetige  und  differenzierhare  Funktion  von  x  und  y,  so  daß 
die  Gleichung 

3  =  f{^y  y) 

eine  Fläche  darstellt ,  so  liegen  alle  durch  einen  Punkt  (x,  y,  z) 
der  Fläche  gehenden  Tangenten  an  alle  durch  diesen  seihen 
Funkt  laufenden  Flächenkurven  in  einer  Ebene. 

Diese  Ebene  (5)  heißt  die  Tangentenebene  der  Fläche  an 
der  Stelle  M  oder  {x,  y,  z)  und  der  Punkt  M  ihr  Berührungs- 
punkt. Die  Gerade,  die  in  M  auf  der  Tangentenebeue  senk- 
re(dit  steht,  heißt  die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  M. 

Wenn  nun  die  Funktion  z  =  f(x,  y)  diejenige  ist,  die 
durch  die  ursprünglich  vorgelegte  Gleichung  (1)  definiert  wird, 
so  bedeuten  die  in  (5)  auftretenden  Größen  f^  und  f^  die  par- 
tiellen Ableitungen  von  z  nach  x  und  y,  die  sich  nach  (2) 
berechnen  lassen.  Setzen  wir  sie  aus  (2)  in  (5)  ein,  so  folgt, 
daß  der  Punkt  31  oder  {x,  y,  z)  der  Fläche  F(x^  y,  z)  ^  0  die 
Tangentenehene  hat: 
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(6)  F,  .  (i-  -x)  +  F,y  ( .)  -y)  +  F,-(i-z)  =  0, 

wenn  p,  Ij,  §  wie  immer  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten.    Da 

clF  =F^dx-{-  FJp  -f  Fa12 

ist,  so  stellt  das  gleich  Xull  gesetzte  vollständige  Differential 
dF  von  F  die  Tangentenebene  dar,  sobald  die  Differentiale 
dXy  dy,  dz  als  die  Differenzen  l  —  x,  t)  —  y,  l  —  z  aufgefaßt 
werden.  Die  Normale  des  Flächenpunktes  M  hat,  weil  sie  auf 
der  Ebene  (6)  senkrecht  steht,  in  den  laufenden  Koordinaten 
j,  ^,  5  die  Gleichungen: 

Ihre  Richtungskosinus  sind  somit  proportional  F^,  F^,  F^. 
Wir  woUen  sie  mit  X,  Y,  Z  bezeichnen.     Es  ist  dann: 

F^  F.. 


(8) 


Z  = 


y 


F. 


Wenn  wir  hierin  der  Quadratwurzel  das  Pluszeichen  vor- 
schreiben, so  haben  wir  der  Normale  einen  positiven  Sinn  bei- 
gelegt Wir  wollen  untersuchen,  welche  geometrische  Bedeutung 
diese  Festsetzung  hat.  Es  sei  (j,  t),  j)  derjenige  Funkt  der 
Normale,  der  hervorgeht,  wenn  ein  Punkt  vom  Flächenpunkte 
M  oder  (x,  y,  z)  aus  um  die  Strecke  s  in  -positivem  Sinne  auf 
der  Normale  fortschreitet.  Alsdann  ist  x^—  x  =  X.S  usw.,  also 
£  =  rr  +  Xs  usw.  Bilden  wir  die  Funktion  F  für  das  Wert- 
system 5,  p,  i  statt  für  X,  y,  z,  so  kommt  also: 

F(£,  t),  i)  =  F{x  +  X5,  1/  +  Ys,  z-\-Zs). 

Dieser  Wert  ist  natürlich  nicht  gleich  Null,  da  der  Punkt 
(j,  tj,  l)  nicht  auf  der  Fläche  liegt.  Nach  Satz  24  in  Nr.  116 
kommt,  da  rechts  eine  Funktion  von  s  steht: 

F fe  \),l)  =  F {x,  y,  ,)-^(l^X  +  F^J+F^Z)s  +  R, 

wobei  5  nach  Satz  22  in  Nr.  115  so  klein  gewählt  werden 
kann,  daß  der  Rest  R  ohne  Einfluß  auf  das  Vorzeichen  der 
rechten  Seite  ist.     Wegen  (8)  folgt  hieraus: 
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J'(s,  t),  i)  -  Fix,  y,z)  =  s  T/j;/  +  j-;  +  F/  +  jj .      ,- 

Also  ist  diese  Differenz  bei  hinreichend  kleinem  s  positiv, 
wenn  die  Quadratwurzel  nach  Vorschrift  positiv  gewählt  wird. 

Die  Festsetzung,  die  wir  oben  über  den  positiven  Sinn  der 
Normale  machten,  hat  also  folgende  geometrische  Bedeutung: 
Sind  X,  y ,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Fläche,  so  ist 
F{x,ij,z)  =  0'^  liegt  der  Punkt  jedoch  außerhalb  der  Fläche 
auf  der  einen  oder  andern  Seite  und  zwar  hinreichend  nahe 
bei  der  Fläche,  so  ist  F  entweder  positiv  oder  negativ. 
Nennen  wir  diejenige  Seite,  auf  der  i^>0  ist,  die  Außenseite 
der  Fläche,  so  haben  wir  alsdann  die  Normale  positiv  nach  der 
Außenseite  hin  angenommen. 

Von  der  allgemeinen  Darstellung  F=0  kehren  wir  zur 
Darstellung 

(9)  ^  =  f{x,V) 

der  Fläche  zurück,  indem  wir  einfach  F=0  durch  2  —  f=0, 
d.h.  F  durch  z  —  f  ersetzen.  Außenseite  ist  alsdann  diejenige, 
auf  der  z  >  /"  ist.  Jetzt  wird  F^  =  —  /;,  F^  =  —  f^  und  F^=\, 
und  wie  in  Nr.  85  wollen  wir  dz  :dx  =  f^  und  dz  :dy  =  fy  mit 
p  und  q  bezeichnen.  Nach  (8)  sind  alsdann  die  Richtungs- 
kosinus der  positiven  Normale  der  Fläche  (9): 

/-jQN      v_ —  P Y=        ~^  Z  =         / 

^    ^  Vp^+¥i^'  VpT¥~+i'  Vi'^+s^+i' 

wobei  die  Quadratwurzel  positiv  ist.     Ferner  hat  nach  (5)   die 

Tangentenebene  der  Fläche  (9)   in   den  laufenden  Koordinaten 

l,  ^,  g  die  Gleichung: 

(11)  (§  -  z)  -Pix  -x)-q(i)-y)=-0, 

während  die  Normale  nach  (7)  die  Gleichungen  hat: 

254.  Nochmals  die  Tangente  und  Normalebene 
einer  Kurve.  In  Nr.  252  haben  wir  den  Fall,  in  dem  eine 
Kurve  in  der  Form 

(1)  Fix,y,z)  =  0,     G{x,y,z)  =  0, 

also  nach  Nr.  251  als  Schnittlinie  der  beiden  Flächen  F  =  0 
und  G  =  0  dargestellt  wird,  vorläufig  beiseite  gelassen.  Die 
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Tangente  eines  Kurvenpunktes  (rr,  y,  z),  der  ja  beiden  Flächen 
angehört,  ist  die  Schnittgerade  derjenigen  beiden  Tangenten- 
ebenen, die  bei  der  einen  und  andern  Fläche  zum  Punkte 
(Xy  y,  z)  gehören,  d.  h.  nach  (6)  in  voriger  Nummer  sind: 

F^{x-x)  +  F(X)-y)  +  FXi-^)  =  0, 


in  den  laufenden  Koordinaten  j,  t),  j  die  Gleichungen  der  Tan- 
gente der  Kurve  (1).     Sie  lassen  sich  so  schreiben: 

/3\  £  —  ^ 1^  J S  —  ^ 

Fy  Gg       Gy  Fg       Fg  Gx  —  Gg  F^       F^  Gy       G^Fy 

Die  Normalebene  der  Kurve  (1)  hat  mithin  in  den  laufenden 
Koordinaten  i,  \),  §  die  Gleichung: 

li--^    F^     GJ 
(4)  M-1/     F^     G     =0. 

\i-^  F,  gJ\ 
Die  Richtungskosinus  der  Tangente  sind  den  Nennern 
in  (3)  proportional.  Die  Summe  ihrer  Quadrate  muß  ferner 
gleich  Eins  sein.  Nun  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Nenner 
von  (3)  nach  der  in  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
oft  nützlichen  Identität: 

(a^h^  —  a^h^y  +  (a^\  -  a^^f  +  (aj)^  —  a^\f 


diese: 

(6)  T^=(F/+F/+F/j(G/+ö/+(?/)-(J:,G,+F^G^+F,G,)1 

Verstehen  wir  unter  T  die  positive  Quadratwurzel  hieraus,  so 
sind  also 

/ryx  _  Fy^z~  ^y^z  o  _  ^\^x~  ^^z^x  _  F^Gy—  G^Fy 

die  Richtungskosinus  der  Tangente.  Indem  wir  für  T  die  posi- 
tive Wurzel  gewählt  haben,  ist  der  Tangente  ein  bestimmter 
positiver  Sinn  beigelegt  worden.  Wir  machen  aber  darauf  auf- 
merksam, daß  sich  der  entgegengesetzte  Sinn  ergeben  würde, 
wenn  wir  die  Gleichungen  (1)  in  umgekehrter  Reihenfolge 
G  =  Oy  F  =  0  schrieben.  Wir  haben  es  also  hier  mit  einer 
rein  analytischen  Festsetzung  des  Sinnes  zu  tun. 
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255.  Tangentialkegel.  Gegeben  sei  außer  der  Fläclie 
F{Xyy,8)  =  0  irgend  ein  Punkt  M^  oder  {Xq,  y^,  s^  im  Räume. 
Wir  betrachten  diejenigen  Tangentenebenen  der  Fläche,  die 
durch  Mq  gehen.  Ist  {x^  y,  s)  oder  M  der  Berührungspunkt 
einer  solchen  Ebene,  so  bestehen  nach  (6)  in  Nr.  253  für 
Xy  y,  z  die  beiden  Gleichungen: 

(1)    F{x,y,^)  =  (),    F^[x„-x)  +  F^{tj,-y)  +  FX^,-0)  =  O. 

Diese  beiden  Gleichungen  in  x,  y,  z  definieren  aber  eine  Kurve  h 
und  zwar  eine  Kurve  von  Punkten  M  auf  der  Fläche,  nämlich 
den  Ort  aller  derjenigen  Punkte  M  der  Fläche,  deren  Tan- 
gentenebenen durch  Mq  gehen.  Die  Gerade  von  irgend  einem 
Punkte  M  der  Kurve  h  nach  M^  ist  eine  Tangente  der  Fläche; 
die  Gesamtheit  aller  dieser  Geraden  heißt  der  Tangenüalkegelj 
der  von  der  Spitze  M^  aus  an  die  Fläche  gelegt  vs^erden  kann. 
Ist  (j,  t),  i)  irgend  ein  Punkt  auf  einer  der  Geraden  MM^, 
so  ist 

Die  Gleichung  des  Tangentialkegels  in  den  laufenden  Koordi- 
naten j,  Ij,  i  geht  mithin  durch  Elimination  von  x,  y,  z  aus 
den  vier  Gleichungen  (1)  und  (2)  hervor.  Da  die  Tangenten- 
ebene eines  Punktes  M  der  Kurve  k  auf  der  Fläche  außer  der 
Mantellinie  MMq  des  Kegels  die  Tangente  der  Kurve  h  ent- 
hält, ist  sie  zugleich  diejenige  Tangentenebene  des  Kegels,  die 
den  Kegel  in  allen  Punkten  der  Mantellinie  3IMq  berührt. 
Man  sagt  daher,  daß  der  Tangentialkegel  von  3Iq  der  Fläche 
längs  der  Kurve  Ic  umschrieben  sei. 

Stellen  wir  uns  vor,  der  Punkt  M^  rücke  auf  irgend  einer 
Geraden  durch  den  Anfangspunkt  0  ins  Unendlichferne,  indem 
beständig  x^^y^j  Zq  drei  Konstanten  a,  h,  c  proportional  bleiben, 
so  gelangen  wir  zum  Begriffe  des  Tangentialzylinders ,  dessen 
Mantellinien  Richtungskosinus  proportional  a,  h,  c  haben. 

256.  Homogene  Koordinaten  im  Räume.     Wie  wir 

in  Nr.  175   homogene   Koordinaten    in    der   Ebene    einführten, 
so   können   wir   auch   im  Räume  statt  der  drei  rechtwinkligen 
Koordinaten  x^  y,  z  eines  Punktes  M  vier  homogene  Koordinaten 
x^y  X.2,  x^,  x^  benutzen,  indem  wir 
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/  H  \  •^'l  **'**  •*'«l 

(1)  ir  =  "' ,       y  = -^  ,       0  =  — 


setzen.  Bei  den  homogenen  Koordinaten  kommen  nur  ihre 
Verhältnisse  in  Betracht.  Im  Falle  a;^  =  0  liegt  ein  unendlich 
ferner  Punkt  vor,  nämlich  ein  unendlich  ferner  Punkt  einer 
Geraden,  deren  Richtungskosinus  proportional  x^^  x^^  x^  sind. 
Ist  FiXj  y^  z)  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche,  so  stellt 
sie  sich  in  den  homogenen  Koordinaten  so  dar: 

F  (^       ^       ^\  =  0. 

\  X^  X^  X^  1 

Links  steht  eine  homogene  Funktion  nuUten  Grades  von 
x^,  ^2?  ^3  7  ^4;  nach  Nr.  91.  Multiplizieren  wir  die  Gleichung 
mit  irgend  einer  Potenz  von  x^,  so  können  wir  ihre  linke 
Seite  in  eine  homogene  Funktion  von  beliebiorem  Grade  um- 
wandeln.  Umgekehrt:  Ist  ZJeine  homogene  Funktion  n^^"^  Grades 
von  x^y  x^y  x^y  x^y  so  ist  Ü '.  ^/  homogen  vom  nullten  Grade. 
Eine  homogene  Funktion  nullten  Grades  aber  bleibt  ungeändert, 
wenn  alle  Veränderlichen  mit  derselben  Größe  multipliziert 
werden.  Wenn  wir  also  x-^y  x.2y  x^^y  x^  mit  1  :  x^  multiplizieren, 
so  wird   U :  x^"  nach  (1)  eine  Funktion  von  XyyyZ\ 

(2)  ™      ü{X^y     X^y     X^y     X^      =     F{Xy     f/,     S)  . 

**^4 

Demnach    stellt   jede   gleich    Null    gesetzte    homogene   Funktion 

(3)  U(X^yX^yX^yX^)     =     0 

ewe  Fläche  Fix,  y,  z)  =^  0  dar. 

Die  Differentiation  von  (2)  nach  x,  y,  z  ergibt,  da  nach  (1) 

x^  =  xx^y  x^  =  yx^  und  x^  =  zx^  ist: 

U,  U^  U„ 

F„  =  — -\  ,     F.  =  —'-^ ,     F  = 


X  „n-1'       ^  y         ^«-1?       ^  z  rp  n-1 

•*'4  •^4  •*'4 

Die  Gleichung  (6)  der  Tangentenehene  in  Nr.  253  wird  mithin: 

Führen  wir  hierin  nicht  nur  für  den  Berührungspunkt  {Xy  y,  z), 
sondern  auch  für  den  laufenden  Punkt  (j:,  l),  l)  analog  (1) 
vermöge : 
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homogene  Koordinaten  y^,  jg?  hp  £4  ^^^>  ^^  kommt,  wenn  wir 
noch  mit  j^  multiplizieren: 

Da  U  homogen  vom  n^^^  Grade  ist,  so  wird  der  Inhalt  der 
Klammer  nach  Satz  9  in  Nr.  91  gleich  nü—  U^x^,  also  wegen 

(3)  gleich  —  U^x^.     Mithin  ist: 

(4)  TJ^l.+  'U.:i,+  U^i,+  U^j,  =  0 

in  den  laufenden  homogenen  Koordinaten  j^,  jg?  £3»  ?4  ^^^  6r?ei- 
c/i^*>^.^  derjenigen  Tangentenehene  der  Fläche  (3),  deren  Berüh- 
rungspunld  die  homogenen  Koordinaten  x^,  x^,  ^3,  ^4  hat. 

Ist  eine  Kurve  als  Schnittlinie  zweier  Flächen: 
(öj  ty  \X^^  x^y  x^i  x^j  =  v/,      y  [Xi,  x^j  x^y  x^)  =  u 

gegeben,  so  wird  die  Tangente  eines  Punktes  der  Kurve  durch 
die  Gleichung  (4)  und  die  Gleichung: 

in  den  laufenden  homogenen  Koordinaten  l^yl^^lzj  ?4  gegeben. 

Eine  Fläche  heißt  algebraisch  von  der  n^^"^  Ordnung,  wenn 
sie  in  homogenen  Koordinaten  durch  eine  Gleichung  U=0 
dargestellt  werden  kann,  deren  linke  Seite  U  eine  homogene 
gan^e  rationale  Funktion  ?**^"  Grades  ist.  In  der  Gleichung  (4) 
der  Tangentenebene  steht  dann  links  eine  homogene  ganze 
rationale  Funktion  (n  —  l)*®""  Grades  von  rr^,  x.^,  x^,  x^. 

Legen  wir  von  einem  hestimmten  Punkte  des  Raumes  mit 
den  homogenen  Koordinaten  y^,  i^j  jg,  i^  den  Tangentialkegel 
an  die  algebraische  Fläche  (vgl.  Nr.  255),  so  ist  die  Berüh- 
rungskurve li  durch  die  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4)  in 
den  laufenden  homogenen  Koordinaten  x^y  x^j  x^y  x^  gegeben. 
Da  man  nun  die  Schnittkurve  zweier  algebraischer  Flächen  von 
n^^^  und  m*®""  Ordnung  eine  algebraische  Kurve  von  der  nm^"^"^ 
Ordnung  nennt,  so  ist  also  h  eine  algebraische  Kurve  von  der 
n{n  —  l)*"^  Ordnung. 

Die  soeben  gegebene  Definition  der  algebraischen  Kurven 
kommt  im  Falle,  wo  die  eine  Fläche  eine  Ebene  ist,  auf  die  De- 
finition der  ebenen  algebraischen  Kurven  in  Nr.  177  zurück,  wenn 
man  nämlich  eine  algebraische  Fläche  n^^""  Ordnung  ü  =  0  und 
die  Ebene  (d.  h.  algebraische  Fläche  erster  Ordnung)  x.^  =  0 
oder  0  =  0  miteinander  schneidet. 
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§  2.    Differential  der  Bogenlänge  einer  Raumkurve. 
257.  Differeutialquotient  der  Bogenlänge.    Es  seien 

(1)  ^  =  ^(0,    y  =  x(i),    ^  =  ^(0 

die  Gleichungen  einer  Kurve.  Wie  in  Nr.  193  bei  einer  ebenen 
Kurve  können  wir  auch  bei  der  Raumkurve  (1)  die  Bogen- 
länge schon  jetzt  besprechen,  indem  wir  uns  ihre  exakte  De- 
finition für  den  zweiten  Band  vorbehalten.  Ist  C  ein  be- 
stimmter Punkt  der  Kurve,  so  durchlaufen  wir  sie  von  C  an 
im  Sinne  wachsender  Werte  der  Hilfs veränderlichen  t  bis  zu 
einer  beliebigen  Stelle  31,  die  zu  einem  allgemeinen  Werte  t 
gehört.  Zu  diesem  Kurvenstücke  C2I  gehört  eine  Bogenlänge  s 
die  eine  Funktion  von  t  sein  wird.  Wir  suchen  ihren  Diffe- 
rentialquotienten ds  :  dt.  Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  t  zu- 
nächst um  einen  beliebigen  Wert  ^t  wachsen.  Der  Punkt  M 
oder  {x,  y,  z)  gehe  dabei  in  einen  Punkt  M'  oder  (x  -\-  Ax, 
y  -\-  zJy,  z  -\-  /i£)  der  Kurve  über.  Die  Sehne  MW  hat  dann 
die  Länge: 

(2)  i.o/'=>/^.^+^,^+^.^=^.ygf)%(i)V(l)^ 

Wir  werden  im  zweiten  Bande  beweisen,  daß  der  Grenzwert 
des  Verhältnisses  der  Sehne  3I3I'  zum  Bogen  MM'  gleich 
Eins  ist,  wenn  M'  nach  21  rückt,  d.  h.  für  lim  zlt  =  0,  sobald 
g){t),  %{t),  t(f)  in  dem  Intervalle  von  t  bis  t  -\-  zit  nebst  ihren 
ersten  Ableitungen  stetig  sind.  Wenn  wir  die  Bogenlänge  im 
Sinne  wachsender  Werte  von  t  positiv  rechnen,  müssen  wir 
die  letzte  Quadratwurzel  in  (2)  positiv  annehmen,  weil  dann 
3131'  mit  zJt  positiv  ist.     Es  ergibt  sich  nun  aus  (2): 

Bogen  MM'     Sehne  3IM'  __  -i/'/Jx^,    (^VV  \    (^^\^ 
J^  Bogen  MM'  ~   V  \Jt}  "^  \Jt)  "^  \JtJ  ' 

Für  lim  zJt  =  0  geht,  wie  gesagt,  der  zweite  Bruch  links  in 
Eins  über,  dagegen  der  erste  in  die  Ableitung  ds  :  dt  des 
Boojens  s  nach  t.     Also  kommt: 


wo   die  Wurzel  positiv   ist.     Hiemach  hat  das  Differential  der 
Bogenlänge,  das  man  auch  das  Bogenelement  nennt,  den  Wert: 
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(4)  ds  =  ydx^'+'~dy^~~+dJ\ 

wobei  die  Wurzel  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  das 
Differential  dt  der  unabhängigen  Veränderlichen  positiv  oder 
negativ  gewählt  worden  ist. 

Wird  die  Kurve  insbesondere  in  der  Form: 

y  =  f{x),     3  =  g(x) 

gegeben,  so  tritt  x  an  die  Stelle  von  t  und  es  kommt: 

(5)  |^  =  ]/1+7'W^  +  ?W, 
wobei  die  Wurzel  positiv  ist. 

258.  Das  Bogenelement  in  Polarkoordinaten.  Statt 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  s  kann  man  auch  die 
Polarkoordinaten  r,  0,  tp  einführen,   indem  man  wie  in  Nr.  97 

(1^        rr  =  r  sin  ö  cosi/^,      ^  =  r  sinö  sint^,      z  =  rQ,o^d 

setzt.  Eine  Kurve  im  Räume  wird  alsdann  durch  zwei  Glei- 
chungen in  r,  6,  ^  gegeben,  z.  B.  so: 

In  diesem  Falle  ist  6  die  unabhängige  Veränderliche,  der  posi- 
tive Sinn  der  Kurve  also  der  Sinn  wachsender  Werte  von  6. 
Aus  (1)  folgt: 

dx  =  sin  6  cos  0  dr  +  r  cos  6  Qosi^dd  —  r  sin  6  sin  ^  dip , 
dy  =  sin  6  s'm  iIj  dr  -\-  r  cos  6  sin  fdd  -\-  r  sin  0  cos  ip  ^^, 
dz  =  cos  6  dr  —  r  sin  6  dO. 

Also  kommt: 

dx^  4.  dl/  +  dz^  =  dr'^  -f  r^  dO^  +  r'  sin^  6  d^\ 
Nach  (4)  in  voriger  Nummer  ist  demnach  das  Bogendifferential: 
(2)  ds  =  ydr^^rhW'^+r'^^Ödt\ 

wobei  die  Wurzel  das  Pluszeichen  hat,  sobald  das  Differential 
der  unabhängigen  Veränderlichen  positiv  ist. 

Der  Ausdruck  (2)  läßt  sich  auch  aus  der  geometrischen 
Anschauung  ableiten:  Der  Punkt  J/  mit  den  Polarkoordinaten 
r,  0,  ifj  liegt  nämlich  erstens  auf  der  Kugel  um  den  Anfangs- 
punkt 0  mit  dem  Radius  r,  zweitens  auf  dem  Kegd^  der 
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durch  Rotation  des  einen  Schenkels  des  Winkels  6  um  die 
^- Achse  hervorgeht,  und  drittens  auf  derjenigen  Ebene  durch 
die  ^- Achse,  die  mit  der  rr- Achse  den  Winkel  i)  bildet.  Ent- 
sprechend liegt  der  Punkt  31'  oder  (r-f  z/r,  B-\-/ld,  ^-(-z/^) 
auf  einer  Kugel,  einem  Kegel  und  einer  Ebene.  Diese  sechs 
Flächen  schließen  zusammen  einen  Pyramidenstumpf  ein,  dessen 
Kanten  nach  0  laufen  und  der  von  zwei  Kugeln  ausgeschnitten 
wird.  Die  auf  der  Kugel  vom  Radius  r  gelegene  Grundfläche 
des  Stumpfes  ist  ein  krummlinig  begrenztes  Rechteck,  und 
zwar  sind  zwei  der  Grenzen  Bogen  von  größten  Kreisen  einer 
Kugel  vom  Radius  r  und  Zentriwinkel  z/ö,  so  daß  ihre  Länge 
r/JB  ist.  Die  beiden  anderen  Grenzen  sind  Bogen  von  Kreisen 
mit  den  Radien  r  sin  6  und  r  sin  {6  +  zIB),  die  zum  Zentri- 
winkel z/^  gehören,  haben  also  die  Längen  r  sin  öz/^  und 
r  sin  {d-\-  zl  6)^1-4).  Die  beiden  Bogen  rzid  und  r  sin  6  zlil^  bilden 
mit  den  zugehörigen  Sehnen  Verhältnisse,  deren  Grenzwerte 
für  lim  zJB  =  0  und  lim  z/^  =  0  gleich  Eins  sind,  und  die 
beiden  Sehnen  bilden  miteinander  einen  Winkel,  dessen  Grenz- 
wert ein  rechter  Winkel  ist.  Ebenso  bildet  die  Kante  zJr  des 
Pyramidenstumpfes  mit  jenen  beiden  Sehnen  Winkel,  deren 
Grenzwerte  rechte  Winkel  sind.  Ferner  wird  das  Verhältnis 
des  Bogens  Zis  oder  31 M'  zur  Sehne  3131'  beim  Grenzüber- 
gange zu  lim  z/r  =  0,  lim  z/ö  =  0,  lim  zJip  =  0  ebenfalls  gleich 
Eins.  Beim  Grenzübergange  wird  also  z/5  Diagonale  eines 
Rechtflachs  mit  den  Seitenlängen  ^r,  rzfB  und  r  sin  öz/^», 
so  daß  sich  die  Formel  (2)  ergibt. 

259.    Die    Richtuugskosinus    der  Kurventaugente 

ausgedrückt  mittels  des  BogendiflFerentials.    Sind  «,  /3,  y 

wie  in  Nr.  252   die  Richtungskosinus   der  Kurventangente,  so 

ist  nach  den  dort  gewonnenen  Formeln  (3),  worin  die  Akzente 

die  Difierentiation  nach  der  Hilfs veränderlichen  t  anzeigen: 

dx 

z^-    usw. 


ydx'^-}-  dy^  +  dz^ 
Die   Wurzel   hat   das   Pluszeichen,   wenn   die   Differentiale   dx, 
dy,  dz  zu  einem  positiven  Differentiale  dt  gehören.    Nach  (4) 
in  Nr.  257  ergibt  sich  daher : 
/i\  dx  n       dy  dz 


2T 
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Wird  die  Bogenlänge  s  selbst  als  unabhängige  Yeränderlicbe 
gewählt,  so  ist  die  Kurve  positiv  im  Sinne  wachsender  Werte 
von  s;  die  Richtungskosinus  der  Tangente  sind  alsdann  die  Ab- 
leitungen der  Koordinaten  Xj  y,  z  nach  der  Bogenlänge  s. 


§  3.    Krümmung  einer  Raumkurve. 

260.  Das  Krümmuugsmaß.  Den  Anfangspunkt  0 
wählen  wir  als  Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  dem  Radius  Eins, 
siehe  Fig.  59,  und  alsdann  ziehen  wir  parallel  zu  jeder  Tan- 
gente einer  vorgelegten  Raumkurve  den  Radius  und  zwar  ent- 
sprechend dem  positiven  Sinne  der  Tangente.  So  gehört  zum 
Kurvenpunkte  M  ein  Radius  OM,  zum  Kurvenpunkte  M'  ein 

Radius  0N\\  Dem  Kurvenbogen 
MM'  entspricht  also  ein  sphä- 
rischer Kurvenbogen  MM';  er 
ist  ein  Stück  der  sogenannten 
sphärischen  Indikatrix  der  Tan- 
j,ig  59  genten    der   Raumkurve.      Diese 

Indikatrix  wird  im  entsprechen- 
den Sinne  positiv  gerechnet,  d.  h.  wenn  die  Raumkurve  von  M 
nach  jr  im  festgesetzten  positiven  Sinne  durchlaufen  wird,  so 
soll  der  Fortschreitungssinn  auf  der  Indikatrix  von  M  nach  M' 
positiv  angenommen  werden.  Das  Verhältnis  des  Bogens  MM' 
der  Indikatrix  zum  Bogen  MM'  der  Raumkurve  heißt  die  mitt- 
lere oder  durchschnittliche  Krümmung  des  Kurvenhogens  MM', 
und  sie  ist  nach  unseren  Festsetzungen  stets  positiv.  Es  seien 
z/s  und  z/ö  die  Längen  der  Bogenstücke  MM'  und  MM'.  Als- 
dann ist  Zl6  :  zJs  die  mittlere  Krümmung. 

Wenn  M'  immer  näher  an  M  heranrückt,  kommt  auch 
M'  immer  näher  an  M  heran.  Wir  werden  sogleich  zeigen, 
daß  das  Verhältnis  zJö  :  zJs  für  limz/5  =  0  einen  bestimmten 
endlichen  Grenzwert  hat.  Er  heißt  das  KrUmmungsmaß  oder 
die  Krümmung  der  Raumkurve  an  der  Stelle  M.  Das  Bogen- 
differential  dö  der  Indikatrix  wird  der  Kontingenz Winkel  der 
Raumkurve  genannt. 

Für  den  Fall,  daß  die  Kurve  eben  ist  und  in  der  ;2;^-Ebene 
liegt,   kommen   diese   Definitionen   auf  die   in  Nr.  195  zurück, 
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aber  ein  tvesentlicJier  Unterschied  ist  vorhanden:  Nach  dem  Vor- 
hergehenden ist  der  Grenzwert  dö  :  ds  von  z/ö  :  z/5,  also  die 
Krümmung  der  Raumkurve,  stets  positiv.  Bei  einer  ebenen 
Kurve  in  der  xy-^hene  dagegen  war  die  Krümmung  positiv 
oder  negativ.  Dies  liegt  daran,  daß  wir  jene  ebenen  Kurven 
stets  von  einerlei  Seite  der  o;^- Ebene  her  betrachtet  haben. 
Eine  ebene  Kurve  hat  dagegen,  als  Raumhirve  aufgefaßt,  überall 
eine  positive  Krümmung  ivie  jede  andere  Baumkurve. 

Zum   Beweise   der  Existenz   des  Grenzwertes   dö  :  ds  von 
zJöizJs  sei  die  Raumkurve  durch  die  Gleichungen: 

(1)  ^  =  9^(0;    y  =  z{t),    ^  =  t{t) 

gegeben;  zu  den  Werten  t  und  t -\-  Zit  sollen  die  Punkte  31 
und  3r  gehören.  Da  OM  zur  positiven  Tangente  von  M 
parallel  ist  und  die  Länge  Eins  hat,  sind  die  Koordinaten  von 
M  die  Richtungskosinus  a,  /3,  y  dieser  Tangente.  (Vgl.  Nr.  252.) 
Sie  mögen,  wenn  Ji"  nach  M'  wandert,  um  z/«,  z//3,  zly  wach- 
sen, so  daß  M'  die  Koordinaten  a-\-zJia,  ß-\-ziß,  y-{-zly  hat. 
Es  ist  nun: 

z/ff Jg  Sehne  MM'  ^  z/s 

Js  ^  Sehne  MM'  *  Sehne  iÖT  '  Sehne  iT/iJi'  ' 

Der  letzte  Bruch  rechts  hat,  wie  aus  dem  in  Nr.  257  erwähnten, 
im  zweiten  Bande  zu  beweisenden  Satze  folgt,  den  Grenzwert 
Eins,  falls  x,  y,  z  im  Intervalle  von  t  bis  t  -}-  zJt  stetige 
P^unktionen  mit  stetigen  ersten  Ableitungen  sind.  Da  M  die 
Koordinaten  a,  /3,  y  hat,  so  ist  der  Grenzwert  des  ersten  Bruches 
rechts  aus  demselben  Grunde  gleich  Eins,  falls  a,  ß,  y  die- 
selben Bedingungen  erfüllen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ergibt  sich  mithin:  ^ 

,.       Ja       da         T        Sehne  MM' 
lim  ^  =  -r-  =  lim 


^5  =  0^«       ^s      3^^^,^oSehneMiir 


Die  beiden  Sehnen  MM'  und  MM'  haben  die  Längen: 
Dividieren    wir  mit  z/^^  unter   den  Wurzeln,   so  erhalten  wir: 


^   ■  ds        V  x^-\-y'  +  z''' 

[860 
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wobei   die  Wurzel  positiv  ist  und  die  Akzente  die  Differentia- 
tion nach  t  andeuten.     Nacli  (3)  in  Nr.  252  kommt  nun: 

und    entsprechende   Werte    gehen   für   /3'  und   /   hervor.     Aus 
ihnen  folgt: 

Bezeichnen   wir  das   Krümmungsmaß  mit  /c,   so   gibt   die 
Substitution  von  (4)  in  (2): 


wo  die  Wurzeln  positiv  sind.  Der  Radikand  im  Zähler  läßt 
sich  nach  der  in  Nr.  254  unter  (5)  angegebenen  Identität  um- 
formen, so  daß  sich  ergibt: 


^  ^      "      ds  "  y^qr^'T^T/s«  ' 

wo  die  Wurzeln  positiv  sind. 

Es  war  vorausgesetzt  worden,  daß  x,  y,  z  und  a^  ß,  y 
stetige  Funktionen  mit. stetigen  ersten  Ableitungen  seien.  Nach 
(3)  ist  dies  der  Fall,  wenn  x,  y,  z  nehst  ihren  ersten  und  zweiten 
Ableitungen  stetige  Funldionen  von  t  in  der  Umgebung  der  be- 
trachteten Stelle  sind,  aber  ihre  ersten  Ableitungen  nicht  alle  drei 
zugleich  verschwinden  Iwnnen  (vgl.  hierzu  Nr.  252). 

Der  reziproke  Wert  der  Krümmung  /c,  also  die  stets  po- 
sitive Größe  i?  =  1  :  Ä;,  heißt  der  Krümmungsradius  der  Kurve 
an  der  betrachteten  Stelle.  Wir  werden  nämlich  später  sehen, 
daß  es  wie  bei  den  ebenen  Kurven  (vgl.  Nr.  197)  einen  Krüm- 
mungskreis gibt,  dessen  Radius  den  Wert  B  hat.     Es  kommt: 


(7)        B=  Vi^+y'+^^ 


Yiy'z"  —  z'y'Y  +  iz'x'  —  xz"y-^  ixy"  —  y'x'y 

Der   Krümmungsradius  B   ist   endlich,    wenn   an   der   be- 
trachteten Stelle  nicht  alle  drei  Größen: 
(8)  yz"—zy",      zx"-xz",      xy'—yx" 

gleich  Null  sind. 
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Ist  insbesondere  die  Bogenlänge  s  die  unubhängige  Ver- 
änderliclie,  so  sind  a,  ß,  y  nach  (1)  in  Nr.  259  gleich  Xy  y\  /, 
daher  a,  ß',  y  gleich  x\  y\  z'\  so  daß  sich  der  Wert  (4)  auf 
x"^  -\-  y"'  ^  z"^  reduziert.     Alsdann  ergibt  sich  mithin: 


wobei  die  Quadratwurzel  positiv  ist. 

261.  Hauptnormale  einer  Kurve.  Die  sphärische 
Indikatrix  der  Tangenten,  siehe  Fig.  59  auf  S.  420,  hat  in  dem 
zum  Kurvenpunkte  M  gehörigen  Punkte  M  eine  Tangente, 
deren  positiver  Sinn  dem  Fortschreitungssiniie  der  Indikatrix 
entsprechend  anzunehmen  ist.  Der  Strahl,  den  wir  vom  Kurven- 
punkte M  aus  parallel  zu  dieser  positiven  Tangente  der  In- 
dikatrix ziehen  können  und  der  augenscheinlich  zu  den  Nor- 
malen des  Punktes  M  gehört,  heißt  die  positive  Hauptnormale 
von  M.  Ihre  Richtungskosinus  wollen  wir  mit  /,  m,  n  be- 
zeichnen. Sie  sind  zugleich  die  Richtungskosinus  der  posi- 
tiven Tangente  des  Punktes  M  der  Indikatrix.  Da  6  die 
Bogenlänge  der  Indikatrix  ist  und  a,  /3,  y  die  Koordinaten  von 
M  sind,  so  werden  l,  m,  n  analog  den  Formeln  (1)  in  Nr.  259 
gegeben  durch: 

m  l-^""       m-^        n-^- 

W  ''-06^      ^^-da^       ^^~da 

Weil  der  Krümmungsradius  R  =  ds  :  d6  ist,  folgt  hieraus: 

(2)  l  =  Ri",     m^B'i^-,      n  =  R''/- 

^   '  ds  ^  ds'  ds 

Nach  (1)  in  Nr.  259  ist  mithin  auch: 

o\  7       T>  ^'^  T)  (t^y  -r,  d^2 

^   ^  ds^  '  ds^  '  ds^ 

Wir  erwähnen  noch  die  hieraus  folgenden  Formeln: 
d^x        l         d^y        m         d^  z        n 


(4) 


/s^        E  '       ds-        R  '       ds'        B 


Um   l,  niy  n   auch   in   einer  beliebigen  unabhängigen  Ver- 
änderlichen t  auszudrücken,  schreiben  wir  statt  (2): 
/-N  ,         j-,  da     ds 

(o)  ^  =  ^rf7  =  dt    "^^- 

und  setzen  darin  für  B  und  da:  dt  oder  a  die  Werte  (7)  und  (3) 
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ans  voriger  Nummer  und  für  ds  :  dt  den  Wert  (3)  aus  Nr.  257 
ein.     Dann  kommt: 

z{z'x" —  xz")  —  y  {xy" —  y  x") 


(6)    l 


yx'^-\-y*-\-z^  y{yz"—  z'y") ^ -\-  {z'x"—  xz") ^ -\-  {x'y'—yx'y^ 


und  die  Werte  von  m  und  n  gehen  hieraus  durch  zyklische 
Yertauschung  von  x,  y,  z  hervor.  Die  Wurzeln  sind  dabei 
'posiiw.  Der  gemeinsame  Nenner  von  ?,  m  und  n  wird  nur 
dann  gleich  Null,  wenn  entweder  die  drei  Größen  x  ^  y\  z 
oder  die  drei  Größen 

/■n\  r    rr  r    rr  r     ir  f    rr  t    n  t     rr 

(7)  yz   —zy,     zx  —xz,     xy  —yx 

gleich  Null  sind.  In  beiden  Fällen  werden  auch  die  Zähler 
von  l,  m  und  n  gleich  Null.  In  Nr.  252  wurden  ausdrücklich 
solche  singulare  Stellen  ausgeschlossen,  an  denen  x,  y,  z  alle 
drei  gleich  Null  sind.  Wir  erkennen  jetzt,  daß  auch  solche 
Stellen,  an  denen  alle  drei  Großen  (7)  gleich  Null  sind,  als 
Singular  zu  bezeichnen  und  bei  der  allgemeinen  Betrachtung 
auszuschließen  sind,  da  sich  für  sie  der  Begriff  der  Haupt- 
normale verflüchtigt.     Vgl.  (8)  in  Nr.  260. 

Wir  wollen  noch  die  Formeln  (5)  in  dieser  Weise  wieder- 
geben : 

/QN     7  Bcc'  Bß'  Ey 

^  ^  yoc'^-\-y^-^z'^'  Yx^i-y^+z'^'  ^x^  \  y'^-\- z'^' 

wo  die  Wurzel  positiv  ist. 

262.  Das  begleitende  Dreikant  einer  Kurve.     Die 

Ebene  durch  die  Tangente  und  Hauptnormale  eines  Kurven- 
punktes M  heißt  die  Schmiegungsebene,  das  Lot,  das  in  31  auf 
dieser  Ebene  errichtet  werden  kann,  die  Binormale  von  Ji"; 
es  gehört  zu  den  Normalen  der  Kurve.  Die  durch  M  gehenden 
Geraden:  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  bilden  eine  dreifach 
rechtwinklige  Ecke.  Da  zu  jeder  regulären  Kurvenstelle  M 
eine  solche  Ecke  gehört,  so  nennen  wir  sie  das  begleitende 
Dreikant  der  Kurve. 

Auch   der  Binormale   wird   ein  bestimmter  positiver  Sinn 
beigelegt,  nämlich    in   der  Weise,    daß   die  positive   Tangente, 
Haupt-  und  Binormale  gerade  so  gegeneinander  orientiert  sind 
wie  die  positive  x-,  y-  und  z- Achse. 
»61,  363] 
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263.  Krümmungskreis  und  Krümmuugsachse.    Auf 

der  positiven  Hauptnormale  des  Kurvenpunktes  31  werde  der 
zugehörige  und  nach  Xr.  260  stets  positive  Krümmungsradius  R 
vom  Punkte  J/  aus  als  Strecke  abgetragen.  Der  Endpunkt  C 
heißt  der  Krümmung smittelpunlxt  von  M,  und  der  Kreis  mit 
der  Mitte  C  und  dem  Radius  JR,  der  in  der  Schmiegungsebene 
liegt  und  folglich  die  Kurve  in  M  berührt^  heißt  der  Kriim- 
mungslireis  von  M.  Der  wahre  Grund  für  diese  Bezeichnung 
kann  erst  später  (in  Nr.  300)  gegeben  werden.  Die  Krümmung 
des  Krümmungskreises  ist  gerade  so  groß  wie  diejenige,  die 
der  Kurve  in  21  zukommt.  Das  Lot,  das  in  C  auf  der 
Schmiegungsebene  zu  errichten  und  mithin  der  Binormale 
von  M  parallel  ist,  heißt  die  Krümmung sachse  von  il/.  Es 
gilt  für  diese  Gerade  der 

Satz  2:  Sind  hei  einer  Kurve  x  =  (p{t)^  7/  =  ^(^)^  ^  =  jfj(j^ 
diese  drei  FunJdionen  x,  y,  z  von  t  in  der  Umgebung  einer  Stelle  t 
7iehst  ihren  AUeitungen  bis  zur  dritten  Ordnung  bestimmt  und 
endlich  und  sind  ferner  für  die  betrachtete  Stelle  t  iveder  alle 
drei  Größen  x,\j,z  noch  alle  drei  Größen  yz"—zy",  zx'—xz", 
^y"  —  y^'  gleich  Nullj  so  ist  die  Krümynmigsachse  des  zu  dem, 
betrachteten  Werte  t  gehörigen  Kurvenpunldcs  die  Grenzlage  der 
Schnittgeraden  der  Normalehene  dieses  KurvenpunMes  mit  einer 
benachbarten  Normalebene. 

Denn  wenn  wie  immer  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  der 
Tangente  des  Kurvenpunktes  31  bedeuten,  so  hat  die  Xormal- 
ebene  von  31  in  den  laufenden  Koordinaten  ij  l),  §  nach  (4) 
in  Nr.  252  die  Gleichung: 

(1)  a{i-x)-{-ß{i)-y)^-  y{i  -z)  =  0, 

die  wir  mit  F=0  bezeichnen  wollen.  Wächst  t  um  zit,  so 
geht  die  Gleichung  F4-z/F=0  einer  anderen  Normalebene 
hervor.     Daher  ist   für   die  Schnittlinie   beider  Normalebenen: 

Beim  Grenzübergange  für  \imz1t  =  0  kommt: 

F  =  o,    r=o, 

wobei  der  Akzent  die  Differentiation  nach  t  andeutet.  Die 
erste  Gleichung  ist  die  Gleichung  (1),  die  zweite  diese: 

[263 
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(2)  c.'(£-^)  +  ß\V-y)  +  7\h  -  ^)  -  {c^x+ßy+yz')  =  0. 
Nach  (3)  in  Nr.  252  ist  der  Inhalt  der  letzten  Klammer  gleich 
der  positiven  Quadratwurzel  aus  x^-j-y^-]-/^,  und  aus  (8) 
in  Nr.  261  entnehmen  wir  die  in  die  ersten  Glieder  von  (2) 
einzusetzenden  Werte  von   a,  ß\  y .     Dann   geht  (2)   über   in: 

(3)  •      l(x-x)-^  m{\)  -y)\  n{i  -  z)  =  R. 

Da  diese  Gleichung  linear  in  ^%  t),  §  ist,  stellt  sie  eine  Ebene 
dar  und  zwar,  weil  die  Koeffizienten  l,  m,  n  die  Richtungs- 
kosinus der  Hauptnormale  sind,  eine  zur  Hauptnormale  senk- 
rechte Ebene,  die  also  die  Normalebene  (1)  in  einer  Parallelen 
zur  Binormale  schneidet.  Um  den  Satz  zu  beweisen,  brauchen 
wir  daher  nur  noch  zu  zeigen,  daß  die  Ebene  (3)  den  Punkt  C 
enthält.  Die  Gleichung  (3)  wird  in  der  Tat  befriedigt,  wenn 
darin  für  j,  1),  §  die  Werte: 

(4)  x^=^  X  -\-lIl,      y^^  y  -\-  niB,      z^  =  z-[-nB 
eingesetzt  werden,  weil  l^  -\-  rn^  -\-  n^  =1   ist;   und  diese  Werte 

(4)  sind  augenscheinlich  die  Koordinaten  des  Krilmimmysmittel- 
punJäes  C,  da  er  auf  der  positiven  Hauptnormale  in  der  Ent- 
fernung li  vom  Punkte  M  liegt.  ^) 

Wil-  merken  noch  an,  daß  sich  x^,  y^,  z^  nach  (4)  in 
Nr.  261  auch  so  darstellen  lassen: 

(5)  x.^x^-B^'^,,    y,  =  y  +  R'f^,,     z,=z  +  R''^,- 

264.  Crleichungen  zwischen  den  Richtungskosinus 
des  begleitenden  Dreikants.  Für  die  Richtungskosinus 
der  positiven  Binormale  wollen  wir  die  Bezeichnungen  A,  ;i,  v 
einführen.  Die  drei  positiven  Koordinatenachsen  bilden  als- 
dann mit  den  drei  positiven  Kanten  des  begleitenden  Drei- 
kants Winkel,  deren  Kosinus  die  folgende  Tabelle  angibt: 

\     X    y    z 

Tangente a     ß     y 

Hauptnormale l     m     n 

Binormale k     ^     v 

1)  Ist  X  die  unabhängige  Veränderliche,  so  sind  (1)  und  (2)  durch 

zu  ersetzen,  woraus  die  auf  S.  249,  Anm.,  gemachte  Behauptung  folgt, 
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Hieraus  folgt  eine  Reihe  von  Beziehungen  zwischen  den  Kosinus. 
Zunächst  ist: 

(1)  a'^  +  ß'+y'=^,     P+m'  +  n'  =  l,     X'^ -\- ^'- -\- v'^  =  1 . 

Da  ferner  die  Kanten  des  Dreikants  paarweis  aufeinander  senk- 
recht stehen,  folgt  nach  Nr.  252: 

(2)  lX-\-m^u  +  nv  =  0,    Xa -{- aß  i- vy  =  0,    al-^  ß}n-\- yn  =  0. 

Das  begleitende  Dreikant  können  wir  nun  aber  auch  als 
ein  neues  Kreuz  von  Koordinatenachsen  auffassen.  In  ihm 
haben  die  alte^i  Achsen  die  in  der  Tabelle  in  den  Heiken  an- 
gegebenen Richtungskosinus.     Also  ist  zunächst: 

(3)  a--\-P  +  l'  =  l,     ß'  +  m'  +  u'=l,     y'  +  n''+  v'=l, 

und   da   die   alten  Achsen   paarweis  zueinander  senkrecht  sind, 
folgt  auch: 

(4)  ßy-\-mn-{-^v  =  0,     ya  +  7iJ -\-vX  =  0,     uß -{-lm  + Xa  =  0. 

Ziehen  wir  durch  den  Anfangspunkt  0  die  Parallelen  OM, 
OMj  und  OMg  zur  positiven  Tangente,  Haupt-  und  Binormale 
und  geben  wir  den  Parallelen  die  Länge  Eins,  so  entsteht  ein 
Tetraeder  OMM^Mg,  dessen  Volumen  gleich  Yg  ist.  Nach 
einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie  ist  das 
Volumen  andererseits  gleich  einem  Sechstel  der  Determinante 
der  Koordinaten  von  M,  M^,  M,.  Diese  Koordinaten  aber  sind 
die  in  der  Tabelle  angegebenen  Richtungskosinus.  Daher  ist, 
weil  OM,  OMi  und  OMg  nach  Nr.  262  gerade  so  wie  die  drei 
positiven  Koordinatenachsen  gegeneinander  orientiert  sind: 


(5) 


a 

ß 

r 

l 

m 

n 

A 

ß 

V 

=  -f  1. 


Die  zweite  Gleichung  (2),  die  erste  Gleichung  (2)  und 
die  dritte  Gleichung  (l)  können  wir  als  drei  in  l,  /i,  v  lineare 
Gleichungen  auffassen,  deren  Koeffizienten  gerade  diese  Deter- 
minante bilden.     Ihre  Auflösung  nach  A,  a,  v  ergibt  folglich: 

(6)  X  =  ßn  —  yniy     vl  =  yl  —  an,     v  =  am  —  ßl. 
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Durch  zyklische  Vertauschung  der  drei  Zeilen  unserer  Tabelle 
finden  wir  hieraus  noch  die  Gleichungen: 

(7)  a  =  mv  —  n^,     ß  =  nX  —  Ivj     y  =  1^1  —  ml] 

(8)  l  ==  iiy  —  vßj    m  ^  va  —  ly,    n  =  Iß  —  ^a. 

Vermöge  (6)  sind  wir  imstande,  auch  die  BichtunfjsJcosimis 
A,  ^j  V  der  Binormale  zu  berechnen.  Setzen  wir  nämlich  darin 
die  Werte  von  a,  ß,  y  aus  (3)  in  Nr.  252  und  die  von  l,  m,  n 
aus  (6)  in  Nr.  261   ein,  so  kommt: 

(9)  X  =  --= C-f^l , 

y{y'z" —  z'y'Y  +  {z'x"  —  x'z'Y -{-  {x'y"  —  y'x'Y 

und  analoge  Formeln  gehen  für  ii  und  v  durch  zyklische  Ver- 
tauschung von  Xy  y,  z  hervor.  Dabei  kann  die  unabhängige 
Veränderliche  irgend  eine  Hilfsgröße  t  sein;  die  Quadratwurzel 
ist  positiv.^) 

Wenn  insbesondere  die  Bogenlänge  s  die  unabhängige  Ver- 
änderliche ist,  so  folgt  aus  (6)  nach  (1)  in  Nr.  259  und  uach 
(3)  in  Nr.  261: 

und  zyklische  Vertausclmng  von  x,  y,  z  gibt  die  Werte  von 
^  und  V. 

265.  Differenz  zwischen  Kurvenbogen  und  Sehne. 

Einen  bemerkenswerten  Ausdruck  für  die  Differenz  zwischen 
einem  Kurvenbogen  und  seiner  Sehne  erhält  man,  wenn  man 
die  Krümmungsradien  in  den  Endpunkten  des  Bogen s  einführt. 
Zunächst  stellen  wir  einige  Formeln  auf  für  den  Fall,  daß  die 
Bogenlänge  s  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt  worden 
ist,  nach  der  differenziert  wird.  Nach  (4)  in  Nr.  257  und 
nach  (9)  in  Nr.  260  kommt  nämlich  dann: 

(1)  x''-^y'^z''=^l,     x'''+y''+z''=^,- 
Differentiation  dieser  Gleichungen  gibt:  ^ 

(2)  XX   ■\-yy   -^  zz   -=^,     xx    +yy    +zz    =  h ^^f 


1)  Ist  X  die  unabhängige  Veränderliche,   so  verhalten  sich  X,  /i,  v 
zueinander  wie  y'z"  —  z'y",    —  /'   und   y'\    woraus   die  in   der  dritten 
Anmerkung  zu  S.  248  aufgestellte  Behauptung  folgt. 
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Differenzieren  wir  die  erste  Gleichung  (2)  noch  einmal^ 
so   erhalten   wir   mit  Rücksicht   auf  die  zweite  Gleichung  (1): 

(3)  XX    +yy    +sz    =-  —  ^, 

und    abermalige  Differentiation    dieser    Gleichung    gibt    wegen 
der  zweiten  Gleichung  (2): 

(4)  x'x^  +  y'y^  +  Z^""  =  -  f  -  5^-  • 

Sind  nun  z!x,  z/^,  zl0  diejenigen  Zunahmen  von  rr,  y,  z, 
die  zur  Zunahme  z/s  von  s  gehören,  und  haben  x^  y,  z  in  dem 
Intervalle  von  s  bis  s  +  z/s  nebst  ihren  Ableitungen  nach  s 
bis  zur  fünften  Ordnung  bestimmte  endliche  Werte,  so  ist 
nach  Satz  19  in  Xr.  112: 

^  =  o;'  +  \x^s  +  \x"As'-  +  ^.x^^^As^  +  l , 
^  =  y^\y"zis  +  \y'"As^  +  ^.^^As^  ^^, 

wobei    ^,  ?;,  ^    mit   zJs    in    der    vierten   Ordnung   gleich   Null 
werden.      Quadrieren    und    Addieren    gibt    mit    Rücksicht    auf 

(1),  (2),  (3)  und  (4): 

ZTS«  —   ^  12-  _R2  ^^  24  '      ^s     ^^     +  ^> 

wobei   £   mit   z/s    in   der    vierten   Ordnung    gleich   Null    wird. 
Da  das  Quadrat  von 

1  ^^2 

^  24       J^i^S  48         as     ^^ 

bis   zur   dritten  Potenz   von  zis   dieselbe  Form  wie  die  rechte 
Seite  hat,  so  kommt: 


JS  ~   ^  24  •  :^.  ^8  48  •      rfs     ^^     +  '/  ^ 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist  und  i]  mit  Zis  in  der  vierten 
Ordnung  gleich  Null  wird.  Die  Wurzel  stellt  den  absoluten 
Betrag  s  der  zum  Bogen  /Js  gehörigen  Sehne  dar,  so  daß  sich 
ergibt : 

[365 


430 


Kap.  IX.     Theorie  der  Raumkurven  und  Flächen. 


(5) 


z/s 


'^s'  +  h-     ^'"^^ 


z/s^-f-  ^, 


wobei  d'  mit  z:/5  in  der  fünften  Ordnung  gleich  Null  wird. 
Nun  zeigt  (9)  in  Nr.  260,  daß  1  :  R^  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  nach  Satz  19  in  Nr.  112  entwickelt  werden 
kann.  Ist  B^^  der  Krümmungsradius  an  der  zu  s  +  zis  ge- 
hörigen Kurvenstelle,  so  gibt  diese  Entwicklung: 

1 


d 


B' 


+  -.    zfs  +  d, 


1 

B,^       B^   '     ds 

wobei   0   mit   z/s   in   der   zweiten   Ordnung  gleich   Null    wird, 
also  auch: 

,1  1 1_ 

B^  ^B^^ B^  _  e 

äs  Js  z/s^ 

so  daß  die  Substitution  dieses  Wertes  in  (5)  liefert: 

1 


(6) 


^^  -  «  =  4^   {t'  +  ^.)  ^«'  +  "' 


wobei  ^  mit  z/s  in  mindestens  fünfter  Ordnung  gleich  Null 
wird.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  Differenz  an- 
sehen der  Bogenlänge  und  der  zugehörigen  Sehne;  insbesondei-o 
ergibt  sich: 

1 
24  JB^  ' 


m 


lim 


Js  —  $ 


266.  Berührung  zwischen  Kurve  und  Fläche.  Eine 
Fläche  möge  mit  einer  Kurve  den  Punkt  M  gemein  haben. 
Wir  sagen,  daß  die  Kurve  die  Fläche  in 
M  berührt,  wenn  die  Tangente  der  Kurve 
in  31  zugleich  eine  Tangente  der  Fläche 
in  31  ist,  die  Kurventangente  also  in  der 
Tangentenebene  des  Flächenpunktes  31 
liegt.  Wir  wählen  nun,  falls  wirklich  die 
Kurve  die  Fläche  in  M  berührt,  einen 
Punkt  31'  auf  der  Kurve  in  der  Umgebung  von  31  und  fällen 
von  ihm  das  Lot  31' Q  auf  die  Tangentenebene.  Siehe  Fig.  60. 
Dieses  Lot  treffe  die  Fläche  in  dem  ebenfalls  in  der  Umgebung 
von   3f  gelegenen   Punkte  Jf/   und   habe   auf  der   Tangenten- 


Fig.  60. 
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ebene  den  Fußpiinkt  Q.    Wir  sagen,  daß  die  Kurve  die  Fläche 
in  M  insbesondere  in  der  r^^"  Ordnung  henihre,  wenn 

(1)  lim    ^^' 


endlich  und  von  Nidl  verschieden  ist. 

Um  diese  Definition  analytisch  zu  formulieren,  wollen  wir 
annehmen,  die  Fläche  sei  durch  eine  Gleichung: 
(2)  Fix,  y,  z)  =  0 

gegeben.  Die  Richtungskosinus  der  Normale  des  Fiächenpunktes 
j\[  oder  {Xj  y,  z)  bezeichnen  wir  wie  in  Nr.  253  mit  X,  F,  Zy 
so  daß: 

(3)  x(j-a;)+rO)-j,)  +  ^(ä-5)  =  o 

in  den  laufenden  Koordinaten  J,  9,  §  die  Tangentenebene  des 
Punktes  darstellt.  Die  Kurve  sei  mittels  einer  Hilf s veränder- 
lichen t  gegeben: 

(4)  ^  =  qpW.    y  =  i^)^    3  =  t(t). 

Für  einen  gewissen  Wert  t  sollen  diese  Gleichungen  die  Ko- 
ordinaten jenes  Punktes  M  angeben.  Zum  Werte  t  -{-  zlt  ge- 
höre der  Punkt  31'  oder  (x  +  zJx,  y  -f  z/?/,  z  +  Zlz)  der  Kurve. 
Der  Fußpunkt  Q  des  Lotes  von  ihm  auf  die  Taugentenebene 
von  M  habe  die  Koordinaten  ^,  t/,  ^.  Alsdann  ist  nach  (3): 
X{1  -  x)  -V  Yiri  -  y)  ^  Z{i-  z)  ^0 , 

während  J  —  (iC  +  zlx),  rj  —  (y  -{-  zJy)^  t,  —  {z-\-  Zlz)  den  Rich- 
tungskosinus X,  Y,  Z  proportional  sind,  so  daß  wir  schreiben 
können: 

1  =  x  -{-  ^x  -^  uX,      7]  =  y  -\-  ziy  -^  uYy      ^  =  z  -\-  ztz  -\-  uZ- 

Setzen  wir  diese  W^erte  in  die  letzte  Gleichung  ein,  so  ergibt  sich 
für  die  Bestimmung  der  Hilfsgröße  u,  da  X^-\-Y^  +  Z^=l  ist: 
Xzlx  +  Xzly  +  Zziz  +  u^O,  d.h.  u  =  -  {XzJx  -^r  YzJy  -{-Z^z). 

Das  Quadrat  der  Strecke  MQ  ist  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate von  ^  —  X,  t]  —  y  und  t>  —  z,  d.  h.: 

J/§2  _  (^^  _^  ^xf  -{-{zJy-i-u  Yy  +  (Jz  -f  uzy 

=  .dx^  +  z/^2  -f  ^^-2  _^  2u (X^x  -f  Yzly  +  Zziz)  +  w- 
oder,  wenn  der  gefundene  Wert  von  u  eingesetzt  wird: 
(5)    3IQ'  =  (  Y^z  -  Zziyf  +  {Zzfx  -  X^zf  +  {XJy  -  Y^x)\ 
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Das  Lot  M'Q  trifft  die  Fläche  (2)  in  einem  Punkte  ilf/, 
dessen  Koordinaten  x-\-zi^x,  y-\-Zl^y,  s -\- zl-^z  seien.  Einer- 
seits muß: 

(6)  F{x  +  z],x,  y  +  z],y,  z  +  J^z)  =  0 

sein,  weil  der  Punkt  M(  auf  der  Fläche  liegen  soll,  und  an- 
dererseits muß  MyM'  der  Normale  von  M  parallel  sein,  d.  h. 
es  müssen  die  Koordinatendifferenzen  von  M^  und  M'y  näm- 
lich z/^ic  —  zlx,  ^^y  —  /iy^  A^z  —  AZj  proportional  X,  F,  Z 
sein.     Wir  setzen  deshalb: 

z^^x  —  zJx  =  vX,     z^^y  —  zJy  ^  vY,     zJ^z  —  zJz  =-  vZ 

und  erhalten  alsdann  aus  (6): 

(7)  F{x  i-  zJx  +  vX,  y  +  zJy  -\-vY,  z  -{-  zlz  -i- vZ)  =  0 

als  Bedingung  für  die  Hilfsgröße  v.  Das  Quadrat  der  Strecke 
31,' M'  ist: 

(8)  M,'3r'  =  {zJ^x  -  zfxy  -f  (zf,y  -  zJyf  +  {zl^z  -  zlzf 

=  v\X'--\-  Y'"  +  Z'')=^v\ 

Wetm  nun  die  Funktion  cp  mit  ihrer  ersten  Ableitung  in 
der  Umgebung  des  zu  31  gehörigen  Wertes  t  bestimmte  end- 
liche Werte  hat,  so  ist  nach  dem  Mittelvrertsatze  3   in  Nr.  28 

zJx  =  (p{t  +  zit)  -  (p(t)==  zJt'  (p\t  -f  6,zJt), 

wo  öj   einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.     Analog  wird: 

zly  =  zit-  lit  +  e^zlt),     z1z  =  zlt-  ilj\t  4-  O.zJt), 

falls  für  X  uiid  ^  dieselben  Voraussetzungen  gemacht  werden, 
also: 

YzJz  -  ZzJy  =  Jt[Y7lj\t  +  e,^zJt)  -  Zx(t  +  d^^zJt)], 

und  analoge  Werte  gehen  für  ZzJx  —  Xzlz  und  XzJy  —  Yzlx 
hervor.  Wenn  (p'{t)y  %' (t)  und  il^' (t)  an  der  Stelle  t  überdies 
stetig  sind,  so  folgt  hieraus,  daß  wenigstens  eine  der  drei 
Differenzen  YzJz  —  ZzJy,  ZzJx  —  XzJz  und  Xzly  —  YzJx 
mit  zit  in  gerade  erster  Ordnung  verschwindet,  wenn  nicht 
alle  drei  Differenzen  Yijj' —  Zx\  Z(f)  —  Xi\)  und  X%  —  Ycp' 
an  der  Stelle  t  gleich  Null  sind.  Sie  könnten  jedoch  nur 
dann   alle   drei  gleich  Null  sein,  wenn  entweder  (p\  %,  ^'  alle 
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drei  gleich  Null  wären ^  d.  h.  31  ein  singulärer  Punkt  der 
Kurve  wäre  (was  wir  ausschließen),  oder  wenn  cp',  x,  ^'  pro- 
portional X,  Y,  Z  wären,  was  aber  nicht  eintritt,  weil  cp',  x,  ^' 
proportional  den  Kichtungskosinus  der  Kurven tangente  sind, 
die  zur  Flächennormale  senkrecht  ist.  Also  folgt  aus  (5),  daß 
MQ  mit  zJt  in  der  ersten  und  nicht  in  höherer  Ordnung  ver- 
schwindet. Xach  (1)  tritt  demnach  eine  Berührung  in  gerade 
r^^''  Ordnung  ein,  wenn  31^ M'  mit  At  gerade  in  der  (r -|- 1)'^" 
Ordnung  verschivindet. 

Wir  haben  hiernach  den  Ausdruck  für  31^31'  zu  be- 
trachten, der  nach  (8)  gleich  v  ist.  Dabei  wird  v  durch  die 
Bedingung  (7)  bestimmt.  Wir  wollen  darin  vorläufig  x  +  zix, 
y  +  Ay,  z  -f  z7^,  d.  h.  die  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  31' ^ 
mit  y,  Ij,  i  bezeichnen,  so  daß  wir  statt  (7)  haben: 

Nehmen  wir  nun  an^  daß  die  Funktion  i\x,  y,  z)  in  der  Um- 
gebung des  Wertsystems  x,  y,  z  nebst  ihren  ersten  partiellen 
Ableitungen  stetig  sei,  so  läßt  sich,  wenn  (j,  t),  §)  und  (j  +  vX, 
i)  -\-  vYj  i-\-  vZ)  in  dieser  Umgebung  liegen,  die  letzte  Glei- 
chung nach  Satz  28  in  Nr.  137  so  schreiben: 

0  =  F{i,  t,,  ä)  +  v[XF,  +  YF,  +  ZFalj,,,^, ,,,,,,  ,,,.,. 

Dabei  bedeuten  F^j  F^,  F^  in  der  Klammer  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  F{i,  j,  t))  für  den  Fall,  daß  i  durch  i  +  dvX 
usw.  ersetzt  wird.  Ferner  ist  6  ein  positiver  echter  Bruch. 
Beim  Grenzübergange  für  lim  v  =  0  ergibt  sich  hieraus,  daß 
^(??  ^;  i)  gerade  in  erster  Ordnung  mit  v  verschwindet,  falls 
XF^  -f-  YF^  -f  ZF^  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
Daß  diese  Summe  in  der  Tat  nicht  verschwindet  und  endlich 
ist,  folgt  aber  so:  Beim  Grenzübergange  für  lim  z/^  =  0  gehen 
j,  1),  l  oder  x  +  zlx  usw.  in  x,  y,  z  über,  so  daß  jene  Summe 
dann  gleich  XF^  +  YF^  +  ZF^  oder  nach  (8)  in  Nr.  253 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  F^  -f  F^  ■\-  F^  wird,  die  nicht 
verschwindet,  weil  der  Punkt  31  oder  {x^  y,  z)  der  Fläche, 
wie  wir  voraussetzen,  nicht  singulär  ist,  also  F^,  F^  und  F, 
nicht  alle  drei  gleich  Null  sind.    Wir  haben  also  erkannt,  daß 

F{x  -^  zJx,  y  -\-  Ay,  z  +  Az) 
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mit  V  gerade  in  erster  Ordnung  gleich  Null  wird.  Da  v  die 
Strecke  M^ M'  bedeutet,  folgt  also: 

Satz  3:  Wird  die  Fläche  F{x,  y,  z)  =  0  in  ihrem  Funkte 
M  oder  {x,  y,  z)  von  der  Kurve: 

herührt  und  gehört  zu  diesem  Berührungspunlde  der  Wert  t  der 
unabhängigen  Veränderlichen ^  so  ist  die  Berührung  ton  gerade 
r^jer  Ordnung j  tvcnn  der  Ausdruck 

F{x  -\-  ^x,  y  -i-  zJy,  z  +  /Iz), 
worin: 
x-\-Jx^(p{t  +  zit),   y-\-z1y  =  i{t-\-zJt),    z -{- ^z  =  t(t-\- ^t) 

ist,  mit  zJt  gerade  in  der  (r -{- ly'^"'  Ordnung  verschwindet.  Da- 
bei wird  vorausgesetzt,  daß  der  Funkt  M  tveder  für  die  Fläche 
noch  für  die  Kurve  singulär  sei,  daß  ferner  die  Funktionen 
(p,  1,  ip  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  in  der  Umgebung  des  be- 
trachteten Wertes  t  stetig  seien  und  außerdem  auch  die  Funhtiou 
F  nebst  ihren  ersten  partiellen  Ableitungen  in  der  Umgebung  des 
zu  M  gehörigen  Wertsystems  x,  y,  z  stetig  sei. 

Will  man  den  Satz  anwenden,  so  muß  man  für  F(x-\-zJx, 
y  -\-  Ay,  z  +  z/^)  die  Taylorsche  Entwicklung  benutzen,  d.  h. 
voraussetzen,  daß  F  nebst  den  Ableitungen  bis  zur  (r  -\-  1)*®" 
Ordnung  in  der  Umgebung  der  Stelle  M  stetig  sei.  Alsdann 
ergibt  sich  nach  Satz  28  in  Nr.  137,  da  F  an  der  Stelle  M 
verschwindet: 

F(x -\-Ax,y-^  Ay,  z-\-ziz)==  ^  (F^Ax^F^^Ay-^F^Az) 


(10) 


^\,\F,Ax  -^  F^jAy  ^  F^AzY  \  ^ 
+  1,  [F,Ax-\-F^jAy-YF^AzY 
^Trhx^^^^^^'rF^^Ay^F.AzC" 


wobei  die  geschweiften  Klammern  symbolisch  zu  verstehen  sind, 
wie  es  in  Nr.  137  auseinandergesetzt  wurde.  Ferner  werde  vor- 
ausgesetzt, daß  (pj  X,  i^  in  der  Umgebung  von  t  nebst  ihren 
Ableitungen  bis  zur  (r  +  1/^"  Ordnung  bestimmte  endliche 
Werte  haben,  so  daß  nach  Satz  19  in  Nr.  112: 
266] 


§  3.     Krümmung  einer  Raumkurve.  435 

^x  =  <p'(0  f + .p"(0  rl  +  -  +  <P<''  (0  ~  +  9*'-+"('+  6,M)  ^ 

wird  und  analoge  Formeln  für  z/i/  und  Jz  bestehen.  Diese 
Werte  von  /JXy  z/i/,  zlz  sind  in  (10)  einzusetzen,  wodurch 
sich  rechts  in  (10)  eine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  zlt 
bis  zur  (r  +  1)*®^  ergibt.  Die  Bedingungen  der  Berührung  in 
mindestens  r^^''  Ordnung  sind  dann  diejenigin  Gleichungen,  die 
durch  Nullsetzen  der  Koeffizienten  von  zJt,  Zlt^,  .  .  .  zlf  her- 
vorgehen 

Insbesondere   ergibt   sich   für   eine  Berührung  von  minde- 
stens erster  Ordnung  die  Bedingung: 

(11)  F,,p'+F,jy:+F^xi,'^0, 

die  schon  erfüllt  ist,  weil  wir  voraussetzen,  daß  die  Tangente 
des  Kurvenpunktes  21  in  der  Tangentenebene  des  Flächen- 
punktes M  liege.  Soll  die  Berührung  von  mindestens  zweiter 
Ordnung  sein,  so  muß  außerdem: 

.      \  +^(F^an''+F,^tV+F,„<p'x')  =  0 

sein.  Soll  die  Berührunor  von  mindestens  dritter  Ordnuno-  sein, 
so  tritt  noch  die  Bedingung  hinzu: 

F,<p"'+t,r+F'^"'+HF..'P''p"+  F„xx"+  ^„  ^>")  + 
+  3  [F,.ixf"+  ^'X")  +F,Äi'V+  f't")  +F^,  (9>'/'+  xV)] 
(13)1    +  J;,.9''^+  F^^^x''+F,,tp''+  öJ',,„..<pV*'  + 

+  3[-F„.z'>'+  ^,,..ZV^+  F,^^ij'W+F,^fV'  + 
+  F^^,cp''x+F^^,cp'x"]  =  0. 

267.   Oskuliereude  Flächen  bei  einer  Raumkurve. 

Ist  außer  der  Kurve: 

nicht  nur  eine  Fläche,  sondern  eine  Flächenschar  durch  eine 
Gleichung 

(1)  F{x,y,z,a^,a^,...a^)  =  0 

gegeben,  die  n  willkürliche  Konstanten  a^,  a.^,  .  .  .  a^^  enthält, 
so  können  wir  einen  zu  einem  bestimmten  Werte  t  gehörigen 

28*  [;^66,   267 
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nicht  singulären  Punkt  M  der  Kurve  ins  Auge  fassen  und 
uns  die  Konstanten  a^,  a^,  •  •  •  ^ti  ^^  gewählt  denken,  daß  die 
Koordinaten  x,  y,  0  dieses  Punktes  die  Gleichung  (1)  erfüllen. 
Da  dann  (1)  nur  eine  Bedingung  für  die  n  Konstanten  ist,  so 
werden  n  —  1  Konstanten  willkürlich  bleiben.  Verlangen  wir, 
daß  die  Kurve  in  dem  Punkte  M  von  Flächen  der  Schar  in 
erster  Ordnung  berührt  werden  soll,  so  tritt  die  Bedingung 
(11)  der  vorigen  Nummer  hinzu;  fordern  wir  Berührung  in 
zweiter  Ordnung,  so  tritt  noch  die  Bedingung  (12)  der  vorigen 
Nummer  hinzu,  usw.  Verlangen  wir  allgemein  eine  Berührung 
in  r^^^  Ordnung,  so  treten  zu  (1)  noch  r  Bedingungen  hinzu. 
Kann  man  r  so  groß  wählen,  daß  durch  alle  r  +  1  Bedingungen 
gerade  alle  n  Konstanten  a^,  «g,  .  .  .  «„  bestimmt  werden,  so 
gibt  es  gerade  eine  Fläche  der  Schar,  die  mit  der  Kurve 
an  der  Stelle  M  eine  Berührung  von  der  höchsten  möglichen 
Ordnung  eingeht.  Diese  Fläche  heißt  die  oskulierende  Fläche. 
Man  darf  im  dllgemeinen  erwarten,  daß  r  -\-  1  =  n,  also  die 
höchste  Ordnung  der  Berührung  die  {11  —  Vf^  sein  wird. 

268.  Die  Schmiegungsebene  als  Oskulationsebene. 

W^ir  wenden  diese  Theorie  auf  den  Fall  an,  daß  die  Flächen- 
schar aus  allen  Ehenen  besteht,  fragen  also  nach  derjenigen 
Ebene,  die  durch  den  Punkt  M  oder  (x,  y,  z)  der  Kurve: 

(1)  x^cpit),     y  =  iit),     z  =  ^{t) 

geht  und  dort  mit  der  Kurve  eine  Berührung  von  möglichst 
hoher  Ordnung  hat.  Da  eine  Ebene  von  drei  wesentlichen  Be- 
stimmungsstücken abhängt,  so  darf  man  erwarten,  daß  diese 
Ordnung  die  zweite  sein  wird.  Dies  bestätigt  die  Rechnung: 
Wenn  wir  alle  Ebenen  ins  Auge  fassen  wollen,  auch  die 
durch  den  Anfangspunkt  gehenden,  so  müssen  wir  die  Ebenen - 
gleichung  mit  vier  willkürlichen  Konstanten  a^,  a^,  a^,  a^  ver- 
sehen : 

(2)  «iS  +  0^2^   +«35  +  ^4  =  0. 

Allerdings  kommen  für  die  Bestimmung  der  Ebene  nur  die 
drei  Verhältnisse  der  Konstanten  in  Betracht.  Wir  werden  zu- 
nächst verlangen,  daß  der  Punkt  {x,y,z)  auf  der  Ebene  liege: 

(3)  a^x -\- a^y -\- a^z -\- a^  =  0 . 
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Wenn  wir  a^x  -\-  a.2y  -\-  a^^  -\-  0^4^  für  F  in  die  Gleichungen  (11) 
und  (12)  von  Nr.  266  einsetzen  und  cp,  x?  ^  ^i©  i^  (1)  i^^i^ 
Xy  y,  z  bezeichnen,  so  ergeben  sich  die  übrigen  Bedingungen 
für  eine  Berührung  in  mindestens  zweiter  Ordnung: 

(4)  «1  x  +  «2  y  +  «3  ^'  =  0 ,     a^  x"  +  0^2  y"  +  «^  ^"  =  0 . 

Sie  bestimmen  die  Verhältnisse  der  drei  Konstanten  a^,  a^,  «3, 
sobald  nicht  alle  drei  Größen 

(5)  ys  —2y,      zx   -xs  ,      xy  -yx 

gleich  Null  sind,  und  (3)  gibt  alsdann  noch  die  Verhältnisse 
von  «4  zu  a^j  %,  a^.  Elimination  von  «j,  a^j  «g,  a^  aus  (2), 
(3),  (4)  liefert  die  Gleichung  der  oskulierenden  Ebene  in  den 
laufenden  Koordinaten  ^^  X^,  §  in  der  Form: 

l-x     i)-y     i-z 

(6)  X  y  z        =0. 

rr  rr  rr         \ 

X  y  z       \ 

Nach  (9)  in  Nr.  264  ist  die  Normale  dieser  Ebene  zur  Bi- 
normale der  Kurve  parallel  und  die  Ebene  folglich  die 
Schmieg  H)  ujsebene. 

Im  allgemeinen  wird  sie  die  Kurve  nicht  in  noch  höherer 
als  zweiter  Ordnung  berühren,  denn  es  müßte  sonst  noch 
mindestens  die  Bedingung  (13)  in  Nr.  2QQ  erfüllt  sein,  die 
hier  so  lauten  würde: 

(7)  a,x"'+aJ"+a,r=Q. 

Es  gibt  nur  dann  endliche  und  nicht  sämtlich  verschwindende 
Werte  von  a^,  a^y  «g,  die  den  drei  Gleichungen  (4)  und  (7) 
genügen,  wenn  ihre  Determinante  gleich  Null  ist.  Indem  wir 
noch  daran  erinnern,  daß  die  Werte  (5)  für  einen  regulären 
Kurvenpunkt  nach  Nr.  261  nicht  sämtlich  gleich  NuU  sind, 
kommen  wir  zu  dem  Ergebnisse: 

Satz  4:  Ist  der  zu  einem  hestimmten  Werte  t  gehörige 
Punkt  der  Kurve: 

^  =  9>{i)y       y  =  %{i),       Z  =  7fj(t) 

nicht  Singular y  so  geht  von  allen  Ebenen,  die  diesen  Punkt  ent- 
halten,  die  Schmiegungsehene  dmi  eine  Berührung  von  höchster 
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Ordnung  mit  der  Kurve  ein.  Die  Ordnung  ist  im  allgemeinen 
gleich  zwei;  sie  ist  nur  dann  größer  als  zwei,  icenn  die  Deter- 
minante 

x'       y        / 

//  //  ff 

X        y        z 
X        y        z 
an  der  betrachteten  Stelle  verschwindet. 

269.    Die   Schmiegungsebeue    als   G-renzlage.     Es 

gilt  der 

Satz  5:    Wenn  der  zu  t  gehörige  Punkt  M  der  Kurve: 

^  =  9^(0.    y-%{i),    ^==^(0 

nicht  singtdär  ist  und  cp,  %,  ip  in  der  Umgebung  von  t  nebst 
ihren  Ableitungen  bis  zur  dritten  Ordnung  einschließlich  bestimmt 
und  endlich  sind,  so  ist  die  Schmiegungsebene  von  M  die  Grenz- 
lage der  Ebene  durch  die  Tangente  von  M  und  einen  Kurven- 
punM  M^  in  der  Umgebung  von  M  für  den  Fall,  daß  M^  auf 
der  Kurve  nach  M  rückt. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  der  Punkt  M^  habe  Koor- 
dinaten x^,  y^,  z^j  die  zu  dem  Werte  t -\- h  gehören.  Eine 
Ebene  durch  M: 

<^i  (?  -  ^)  +  (^2  (9  -  y)  +  «3  (ä  -  ^)  =  Ö 
enthält  die  Tangente  von  M,  wenn: 

(7i X  +  a^ y  -{■  a^z  =  0 
ist,  und  geht  durch  üfj,  wenn: 

«1  (^1  -oc)-\-a^  (i/i  -?/)  +  %  (^1  —  ^)  =  ^ 
ist,  so  daß  ihre  Gleichung  durch  Determinantenbildung  in  der 

Form : 

'   l  -  X      t)-i/      i-z   I 

X  y  z       \  =  ^ 

\  ^i-x     y^  —  y    z^-z  \ 

hervorgeht.     Hierbei  ist  nach  Satz  19  in  Nr.  112: 

x^-  x  =  (p{t  +  h)~(p{t)  =  h(p\t)  +  -yi^q)'\t  +  e^h), 

worin  6^  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Entsprechende 
Werte  gehen  für  y^  —  y  und  z^  —  z  hervor.  Subtrahieren  wir 
868,  »69] 
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von  der  letzten  Zeile  der  Determinante  das  /^- fache  der  vor- 
hergehenden  und  multiplizieren  wir  sie  dann  mit  2  :  A^,  so 
wird  (p'\t-r-  6^h)  ihr  erstes  Glied.  Xach  Satz  1  in  Nr.  27  ist 
aber  (p"  stetig,  so  daß  dies  Glied  beim  Grenzübergange  für 
lim  h  =  0  gleich  (p"{t)  oder  x'  wird.  Ebenso  wird  y"  und  /' 
das  zweite  bzw.  dritte  Glied.  Wir  gelangen  folglich  in  der 
Tat  zu  der  in  Nr.  268  gefundenen  Gleichung  (6)  der  Schmie- 
gungsebene. 

§  4,    Torsion  einer  Baunikurve. 

270.    Die    drei    sphärischen    ludikatrizen.     Wie   in 

Nr.  260  benutzen  wir,  siehe  Fig.  61,  die  Kugel  mit  dem  Radius 
Eins,  deren  Mitte  der  Anfangspunkt  0  ist,  und  ziehen  von 
ihrer  Mitte  0  aus  diejenigen  drei  Radien  OM,  OM^  und  OM2, 
die  der  positiven  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  des  Punk- 
tes 31  der  Raumkurve  gleichsinnig  parallel  sind.  Durchläuft 
M  einen  Bogen  21 M'  der  Raum- 
kurve, so  durchlaufen  M,  M^  und 
Mo  drei  Bogen  MM',  M^M/  und 
M^Mg'  von  Kurven  auf  der  Ku- 
gel, von  denen  die  erste  nach 
Nr.  260  die  sphärische  Indilafrix 
der  Tangenten  heißt.    Die  beiden  Fig.  ci. 

andern    werden    die   sphärischen 

Indihatrizen  der  Haupt-  und  Binormalen  genannt.  Die  drei  zu- 
sammengehörigen Punkte  M,  M^  und  M,  sind  stets  die  Ecken 
eines  gleichseitigen  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks.  Wir 
wollen  uns  insbesondere  mit  der  sphärischen  Indikatrix  der 
Binormalen  beschäftigen.  Wenn  wir  mit  A,  ^u,  v  wie  in  Nr.  264 
die  Richtungskosinus  der  positiven  Binormale  bezeichnen,  so 
sind  A,  II,  V  zugleich  die  Koordinaten  des  Punktes  Mo  der  In- 
dikatrix der  Binormalen.  Wird  bei  der  Raumkurve  die  Bogen- 
länge s  als  unabhängige  Veränderliche  gewählt,  so  wird  auch 
diese  Indikatrix  mittels  der  Hilfsveränderlichen  s  dargestellt, 
so  daß  die  Ableitungen  A',  ft',  v  nach  s  den  Richtungskosinus 
der  Tangente  dieser  Indikatrix  proportional  sind. 
Nun  gelten  nach  Nr.  264  die  Gleichungen: 
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Ik  H-  m^  +  nv  =  0,      al  -{-  ß^-{-yv  =  0,      X^  -^  ^^  ^  v^  =  1, 

von  denen  die  erste,  da  l,  m,  n  nach  (3)  in  Nr.  261  und  (1) 
in  Nr.  259  zu  a,  ß\  y    proportional  sind,  durch.: 

ersetzt  werden  kann,  so  daß  die  zweite  und  dritte  nach  6'  dif- 
ferenziert mit  Rücksicht  hierauf  ergeben: 

aX'  -\-  ßn'  -\-  yv  =  Oy      XX'  -\-  ^^'  -\-  vv  =0, 

woraus  nach  (8)  in  Nr.  264  folgt: 

(1)  X'  :  n'  :  v  =  l :  m  :  n. 

Die  Tangente  der  Indikatrix  der  Binormdlcn  ist  somit  zur  Haupt- 
normale von  M  oder  also  m  OMj^  parallel. 

Wir  haben  der  Indikatrix  der  Tangenten  in  Nr.  260  den- 
jenigen positiven  Sinn  beigelegt,  in  dem  sie  durchwandert 
wird,  wenn  M  die  Raumkurve  im  positiven  Sinne  durchläuft. 
Bei  der  Indikatrix  der  Binormalen  dagegen  werden  wir  den 
positiven  Sinn  davon  abhängig  machen,  wie  die  Tangente  der 
Indikatrix  in  Mg  zum  zugehörigen  Punkte  M  der  Indikatrix 
der  Tangenten  liegt.  Ein  von  0  aus  auf  die  Kugel  blickender 
Beobachter  sieht  den  Punkt  Mg,  wenn  31  auf  der  Raumkurve 
weitei*  wandert,  eine  Richtung  senkrecht  zum  Bogen  MMg 
eines  größten  Kugelkreises  einschlagen.  Ist  der  Sinn  dieser 
Bewegung  von  Mg  um  M  herum  derselbe,  wie  der  positive 
Drehsinn  der  ^^/-Ebene,  von  der  positiven  ^-Achse  aus  be- 
trachtet, so  soll  die  Forschreitung  auf  der  Indikatrix  der  Bi- 
normalen positiv  angenommen  werden,  sonst  negativ.  Diese 
Vorschrift  werden  wir  später  in  den  Formeln  zum  Ausdrucke 
bringen. 

271.  Torsion.  Die  Raumkurve  werde  von  M  nach  Jf 
im  positiven  Sinne  durchlaufen,  so  daß  ein  positiver  Bogen 
zJs  zurückgelegt  wird  und  die  Koordinaten  x,  y,  z  von  M  um 
Ax^  Ay,  Az  wachsen.  Der  Bogen  Mg  Mg',  den  dabei  der  zu- 
gehörige Punkt  der  Indikatrix  der  Binormalen  beschreibt,  sei 
gleich  z/t,  gemessen  mit  demjenigen  Vorzeichen,  das  der  soeben 
gegebenen  Vorschrift  entspricht.  Der  Bruch  Ar  :  As  heißt 
alsdann  die  mitÜere  Torsion  des  Bogens  MM'  der  Raumkurue. 
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Er  liat^  wie  wir  sehen  werden^  für  lim  z/5  =  0  einen  Grenz- 
wert dt  :  dSj  den  wir  die  Torsion  der  BaumJcnrve  an  der 
Stelle  M  nennen. 

Zum  Nachweise   dieses  Grenzwertes   verfahren  wir  wie  in 
Nr.  260.     Es  ist: 

^T  z/r  Sehne  Mg  Mj'^  ^s 

J~s  ~~  Sehne  MTM^'  *  Seime~M  3/'  '  Sehne  M3I' ' 

An  die  Stelle  von  6,  a,  ß,  y  in  Nr.  260  treten  hier  r,  A,  /u,  v, 
während  sonst  alles  heim  Alten  hleibt,  so  daß  sich  analog  (2) 
in  Nr.  260  für  die  Torsion  der  Wert  ergibt: 


,j.  dt  _  yr^  +  ^-^+i;-^ 

sobald  X,  y,  0  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  x,  y,  z  nach 
der  Hilfs veränderlichen  t  und  überdies  X,  ft,  i/  nebst  ihren 
ersten  Ableitungen  A',  ^\  v  nach  t  für  den  Punkt  M  stetig 
sind.  Dies  ist  nach  (9)  in  Nr.  264  der  Fall,  wenn  M  nicht 
singulär  ist  und  x,  y,  z  nebst  ihren  ersten,  zweiten  und  dritten 
Ableitungen  nach  t  an  der  betrachteten  Stelle  stetig  sind.  Die 
Quadratwurzel  im  Nenner  von  (1)  ist  positiv,  dagegen  die  im 
Zähler  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  positive  Richtung 
der  Indikatrix  der  Binormalen  in  Mg  mit  der  Fortschreitungs- 
richtung  von  Mo  nach  Mg'  übereinstimmt  oder  nicht.  Wie 
man  dies  Vorzeichen  analytisch  bestimmt,  soll  erst  in  Nr.  273 
erörtert  werden. 

Der  reziproke  Wert  der  Torsion  heißt  der  Torsionsradüis] 
wir  wollen  ihn  mit  T  bezeichnen.  Ist  die  unabhängige  Ver- 
änderliche insbesondere  die  Bogenlänge  s  der  Raumkurve,  so 
wird  x^  -f-  y'^  ■\-  z^  =  1  nach  (4)  in  Nr.  257,  so  daß  sich  für 
die  Torsion  ergibt: 

Sie  wird  hier  als  eine  Ableitung  nach  s  dargestellt.  Das 
Differential  dx  heißt  der  TorsionstvinM]  er  ist  zugleich  das 
Bogenelement  der  sphärisclien  Indil'atrix  der  Binormalen. 

Wenn  wir  die  Differentiation  nach  der  Boojenläno^e  s  durch 
Akzente  bezeichnen,  so  wird  der  Kosinus  A  nach  (10)  in 
Nr.  264  gleich  B{y'z' -  zy'\  also: 
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l'  =  R'iri'z"  —  zy")  -f  11  (\jz"'  —  zy") . 

Nach  (1)  in  Nr.  270  sind  X',  ^\  v  zu  l^  m,  n  proportional, 
so  daß  es  eine  Funktion  «  von  s  derart  gibt,  daß  nach  (3) 
in  Nr.  261: 


^ 


CO 


V   =  (OZ 


(3)  l'  =  ax", 

ist,  woraus  folgt: 

cox"  =  R\y'z'  —  z'\j")  +  R  {y'z"  —  z'y") . 

Zyklische  Vertauschung  von  x,  y,  z  gibt  zwei  analoge  Glei- 
chungen. Multiplizieren  wir  die  drei  Gleichungen  mit  x"  bzw. 
y"  bzw.  z"  und  addieren  sie  dann,  so  geht  wegen  (4)  in  Nr.  261 
und  wegen  P  -\-  m}  -\-  7%^  =  1  hervor: 

z 


(4) 


to=-J?» 


X 

y 

x" 

y 

x" 

y 

Weil  r^  +  ^u'2  4- i.'2  ^jjßi^  (^3)  gi^i^i^  (D\x'^+y"^^z"'),  d.h. 
nach  (4)  in  Nr.  261  gleich  co^ :  R^  ist,  erhalten  wir  nach  (2) 
für  die  Torsion  den  Wert: 

x' 

^  _dr  _  _  1 

T  ~  ds~~  ^'^2_j_y'2_^^"2 


(5) 
oder : 

(6) 


=  -R' 


Hier  ist  das  Minuszeichen  gewählt  worden;  wir  werden 
in  der  Tat  in  Nr.  273  zeigen,  daß  es  nach  den  in  Nr.  270 
getroffenen  Festsetzungen  gewählt  werden  muß. 

272.  Die  Prenetschen  Formeln.  Man  nennt  so  die- 
jenigen Formeln,  die  nach  Freuet  zeigen,  wie  sich  die  Ableitungen 
der  Richtungskosinus  der  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  nach 
der  Bogenlänge  s  durch  die  Richtungskosinus  selbst  ausdrücken. 
Nach  (1)  in  Nr.  259  ist  da  :  ds  gleich  d^x  :  ds^,  d.  h.  nach  (4) 
in  Nr.  261  gleich  l :  R.  So  kommt  überhaupt: 
/ ^  s  da         l  d  ß        m         dy         n 

^^  'ds^R'ds^B'dJ^B' 
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Die  in  voriger  Nummer  cj  genannte  Größe  ist  nach  den  dort  ge- 
gebenen Gleichungen  (4)  und  (6)  gleich  R  :  T,  so  daß  die  Glei- 
chungen (o)  von  Nr.  271   geben: 

^"^^  ds~T'      Js~~T'      Ts^T' 

Aus  (8)  in  Nr.  264  folgen  nach  (1)  und  (2)  sofort  durch  Dif- 
ferentiation die  Werte  der  Ableitungen  von  l,  niy  n  nach  s,  aus- 
gedrückt durch  a,  ß,  y,  X,  ^,  v,  JR  und  T.  Wegen  (6)  und  (7) 
in  Nr.  264  ergeben  sie: 

(3) 

Da  nach  Nr.  260  der  Kontingenzuivkel  dö  =  ds  :  R  und  nach 
Nr.  271  der  Torsionsivhikel  dt  =  ds  :  T  ist^  lassen  sich  diese 
Frenetscheu  Formeln  (1),  (2)  und  (3)  auch  so  schreiben: 

(A\  ^"L-i         ^-m        '^'^-n- 

W  da-^^       dö~^^^'      dc-^^^ 


dl 

Ci 

X 

dm               ß 

^ 

dn              y 

V 

ds~ 

~  B~ 

T' 

ds              B 

T' 

ds  ^  ~  E  ~ 

"  ~T 

dX        j  dfi        ^  dv 

"  ^  '"         dt  ~  '" ' 


(5)  ^  =  Z,       ^-^-  =  m,      V  =n 


(6)     dl  =  —  ad6  —  ldx,    dni^  —  ßda  —  ^udr,    dn^  —  ydö—vdr. 

273.  Vorzeichen  der  Torsion.  Um  nun  zu  beweisen, 
daß  das  in  Formel  (5)  von  Nr.  271  gewählte  Vorzeichen  der 
Torsion  richtig  ist,  und  zu  erkennen,  wie  es  die  Kurve  charak- 
terisiert, wählen  wir  einen  Kurvenpunkt  Mq  als  Anfangspunkt 
und  sein  begleitendes  Dreikant  als  das  Achsenkreuz,  so  daß 
für  den  Punkt  21^  insbesondere  a^  =  1,  uIq  =1,  i'o  =  1  wird 
und  alle  anderen  Richtungskosinus  gleich  Null  sind.  Nach  (1) 
in  Nr.  25')  und  nach  (4)  in  Nr.  261  gilt  dann,  wenn  der  Ak- 
zent die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  bedeutet,  für  M^: 

^0  =  ^,     Ik  =0;     ^o'  =  Ö ,     x^'  =0,     yo'=-^,     s^'  =  0. 
Nach  der  Formel  (6)  in  Nr.  271   ist  ferner  für  M^: 

yT  =  —  -Ro^o'";      ^-  ^'      ^o'"  =  —  -^^  • 

-^  0  .  -'i  0  -*  0 

Sind  nun  x,  y,  z  für  die  Kurvenpunkte  in  der  Umgebimg  von 
M^  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur  dritten  Ordnung  stetige 
Funktionen   der  Bogenlänge  5,   so  können  wir  x,  y,  z  für  eine 
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liinrei eilend    kleine    positive    oder    negative    Zunahme    z/s    der 

Bogenlänge    von  Mq    an    nach    Satz  19,  Nr.  112,    entwickeln. 

Es  kommt: 

1       .  o   .  1 


z/s2  + 


6i?o2^o 


z/5^  + 


(1)    x^zis^--',  y  =  2ji^ 

wobei  die  angegebenen  ersten  Glieder  für  hinreichend  kleine 
Werte  von  z/s  nach  Satz  22  in  Nr.  115  für  die  Vorzeichen 
der  rechten  Seiten  ausschlaggebend  sind.  Rq  ist  nach  Nr.  260 
positiv.  Die  zweite  Formel  (1)  lehrt  daher,  daß  die  Kurve  in  der 
Nähe  von  Mq  auf  derjenigen  Seite  der  Ebene  durch  die  Tan- 
gente und  Binormale  verläuft,  auf  der  die  positive  Hauptnor- 
male liegt.    Ist  die  Torsion  1 :  Jq  ^^^  ^o  insbesondere  negativ, 

so  sind  X  und  0  für  negatives 
z/s  beide  negativ,  für  positi- 
ves z/s  dagegen  positiv.  In 
Mq  durchsetzt  also  die  Kurve 
die  Schmiegungsebene  von 
der  negativen  Seite  her,  sich 
aber  doch  ihr  anschmiegend. 
Siehe  Fig.  62,  worin  die  Kurve 
mit  c  bezeichnet  ist,  während 
c'  ihre  Projektion  in  der 
Schmiegungsebene  und  c'  ihre 
in  der  Ebene  der  Tangente  und  Binormale  ist.^) 
c'  hat  in  Mq  einen  Wendepunkt.  Ein  in  Mq  auf 
der  Schmiegungsebene  stehender  und  nach  der  positiven  Haupt- 
normale blickender  Beobachter  sieht  also  die  Kurve  von  der 
negativen  Seite  der  Schmiegungsebene  nach  der  positiven  Seite 
ansteigen.  Die  Kurve  ist  daher  in  Mq  rechts  gewunden  (wie 
eine  gewöhnliche  Schraube),  vorausgesetzt,  daß  die  Drehung 
von   der   positiven  Tangente   zur  positiven   Hauptnormale   hin. 


Fig.  6; 


Projektion 
Die  Kurve 


1)  Es  dürfte  nützhch  sein,  hier  darauf  hinzuweisen,  daß  wir  uns 
die  positive  rc-,  y-  und  ^-Achse  besser  nicht  in  der  sonst  in  den  deutschen 
und  französischen  Lehrbüchern  gebräuchUchen  Art  orientiert  denken, 
sondern  so,  wie  in  der  obigen  Figur  die  positive  Tangente,  Haupt-  und 
Binormale.  Nämlich  nur  bei  dieser  Orientierung  liegt  für  jemanden, 
der  die  a:; 2/ -Ebene  von  der  positiven  ;2r- Achse  her  betrachtet,  die  positive 
2/ -Achse  gegenüber  der  positiven  a^- Achse  so,  wie  man  es  in  der  analy- 
tischen Geometrie  der  Ebene  fast  stets  anzunehmen  gewöhnt  ist. 
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von  der  positiven  Binormale  aus  betrachtet,  dem  Sinne  der 
Uhrzeigerdreliung  entgegengesetzt  ist. 

Wir  konstruieren  nun  die  zu  J/q  gehörigen  Punkte  M 
und  Mo  der  sphärischen  Indikatrizen  der  Tangenten  und  Bi- 
normalen. M  liegt,  weil  Mq  Anfangspunkt  ist,  auf  der  positiven 
Tangente  und  Mg  auf  der  positiven  Binormale.  Nach  (2)  in 
Nr.  272  haben  dl  :  ds,  d^i  :  ds  und  di>  :  ds  für  3Iq  die  Werte 
0,  1 :  Tqj  0.  Da  diese  drei  Ableitungen  den  Richtungskosinus 
der  positiven  Tangente  der  Indikatrix  in  Mg  proportional  sind 
und  in  den  Vorzeichen  mit  ihnen  übereinstimmen,  und  da  wir 
1 :  Tq  negativ  angenommen  haben,  so  besteht  wirklich  die  in 
Nr.  270  geti-offene  Festsetzung. 

Wir  heben  zum  Schlüsse  nochmals  hervor:  Bechtsgeivundene 
Kurven  haben  negative  Torsion. 

274.    Allgemeiner   Ausdruck    der  Torsiou.     Ist  die 

Raumkurve  mittels  einer  beliebigen  Hilf s veränderlichen  t  ana- 
lytisch dargestellt,  so  ist,  wenn  die  Akzente  die  Differentiation 
nach  t  andeuten: 


(1) 


Analoge  Formeln  gelten  für  die  Ableitungen  von  ij  und  s 
nach  s.  Die  m  (6),  Nr.  271,  auftretende  Determinante,  in 
der  ja  x\  x\  x"  usw.  die  Ableitungen  nach  s  bedeuteten,  hat 
also  'den  Wert: 

!  ^     y      z' 

\  n  n  r 

■^  ^     y     ^ 

X      y      s 

worin  jetzt  die  AUeitungen  nach  t  auftreten.  Da  ferner  R  den 
in  Nr.  260  unter  (7)  angegebenen  Wert  hat,  in  dem  s^  im 
Zähler  steht,  so  ergibt  sich  aus  (6)  in  Nr.  271  als  allgemeiner 
Ausdruck  der  Torsion: 

!^'  y  /  I 

(2)    |  =  -  ^"  y"  z"  ':[(//'-/j/")^  +  (/^"-.-.-V')'+(*-y'-?A-'T]- 


dx        x 

d^x  _    1      //       s"     , 

ds~  ~  s'^             s'^    '  ^ 

d^x          1 

ds^  ~  s's 

S   ^                    '                          S^ 

:af"f'z- 
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275.  Kurven  von  der  Torsion  Null.     Wählen  wir  x 

selbst  als  nnabhängige  Veränderliche,  so  ist  x'=lj  x'=0, 
x"'=0.  Die  letzte  Formel  zeigt  also,  daß  die  Torsion  längs 
der  ganzen  Kurve  gleich  Null  ist,  wenn  bei  dieser  Annahme 
die  Differenz  ij'z"  —  z"y"',  folglich  auch  die  Ableitung  von 
3"  :  %j"  nach  x  gleich  Null,  daher  z"  :  xj"  konstant,  etwa  gleich 
i?,  mithin  z"  —  By"  gleich  Null  ist.  Dann  aber  ist  z  —  By' 
konstant,  etwa  gleich  A,  also  auch  z  —  By  —  A  gleich  Null, 
d.  h.  z  —  By  —  Ax  ebenfalls  konstant,  mithin  schließlich: 

z  =  Ax-{-By  +  G, 

wo  auch  G  eine  Konstante  bedeutet.  Hier  aber  liegt  die  Glei- 
chung einer  Ebene  vor,  die  Kurve  ist  demnach  eben.  Diese 
Schlußfolgerung  wird  unmöglich,  wenn  x  selbst  für  die  ganze 
Kurve  konstant  ist;  dann  aber  liegt  die  Kurve  ebenfalls  in 
einer  Ebene,  nämlich  iti  einer  Ebene  x  =  konst. 

Umgehehrt:  Ist  eine  Raumkurve  eben  und  liegt  sie  in 
der  Ebene: 

Axi'  Byi-  Gz  -{-  D  =  0, 

so  gibt  die  Differentiation  nach  der  Hilfsveränderlichen  t: 

Ax'+By-\-Gz  =  0,  Ax"-^By"-{-Gz"=0,  Ax'"^-By'"-\-Gz"=0, 

d.h.  1 :  T=  0  nach  der  Formel  (2)  der  letzten  Nummer.    Also: 

Satz  6:  Diejenigen  Kurven,  die  überall  die  Torsion  Ntdl 
haben,  sind  die  ebenen  Kurven. 

Es  sind  dies  die  einzigen  Kurven,  bei  denen  alle  Scjiraie- 
gungsebenen  dieselbe  Stellung  haben  und  also  in  eine  Ebene, 
die  der  Kurve,  zusammenfallen.  Die  nicht- ebenen  Kurven 
heißen  auch  Kurven  doppelter  Krümmung,  indem  man  ihre 
Torsion  als  ihre  zweite  Krümmung  bezeichnet. 

Aus  unseren  Betrachtangen  folgt  noch  ein  rein  analyti- 
sches Ergebnis:  Die  in  der  Formel  (2)  der  vorigen  Nummer 
auftretende  Determinante  ist  hiernach  dann  und  nur  dann 
gleich  Null,  wenn  zwischen  x,  y,  z  eine  lineare  Gleichung  mit 
konstanten  Koeffizienten  besteht.     Also  allgcemein: 

Satz  7 :  Sind  x,  y,  z  drei  Funktionen  von  einer  Veränder- 
lichen, so  ist  die  Determinante  aus  den  ersten  Ableitungen  x,  y,  z, 
den  ziveiten  Ableitungen  x" ,  y" ,  z"  und  den  dritten  Ableitungen 
375] 
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x"\  y"\  z"  dann  und  nur  dann  gleich  Nidl,  ivenn  eine  lineare 
Gleichung: 

mit  Ixonstanten  Koeffizienten  A,  B,  C,  B  bestellt. 

276.  Die  Schmiegungskugel.  Unter  allen  Kugeln,  die 
durch  den  Punkt  31  oder  (x,  y,  z)  einer  Kurve  gehen,  wird 
es  eine  geben,  die  mit  der  Kurve  in  M  eine  Berührung  von 
höchster  Ordnung  eingeht.  Da  die  allgemeine  Gleichung  einer 
Kugel  vier  willkürliche  Konstanten  enthält,  so  ist  nach  Xr.  267 
zu  erwarten,  daß  die  höchste  Ordnung  der  Berührung  die  dritte 
sein  wird.  Dies  ist,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  in  der  Tat 
der  Fall.  Die  oskulierende  Kugel  heißt  die  Schmiegungshigel  des 
Punktes  M  der  Raumkurve,  ihr  Radius  der  Schmieg ungsr ad ius. 
Es  seien  Xy  y j  z  die  Koordinaten  der  Kugelmitte,  und  es  sei 
^  der  Kugelradius.  Die  Kugel  hat  dann  in  den  laufenden 
Koordinaten  j,  tj,  §  die  Gleichung: 

(l-  -  xf  +  (l)  -  yf  +  (ä  -  zf  =  ^\ 
Nach  der  in  Nr.  266  gegebenen  Methode   setzen   wir  als  erste 
Bedingung  an: 

(1)  P=  (X  -  xf  +  (y  -  yf  +  {z-  Bf  -  fR^  =  0. 

Die  Gleichungen  (11),  (12)  und  (13)  jener  Nummer  geben  die 
drei  übrigen  Bedingungen  für  eine  Berührung  von  mindestens 
dritter  Ordnung: 

(2)  {x-x)x  +  {y-y)y'  +  {z-z)z  =  0, 
{x-x)x"-\-{y-y)y'-]-{z-z)z"-{-x''  +  y''-^-z'=0, 
{x-x)x"-\-  (y-y)y'"+  {z-z)z"+  3  {x'x"-^  yy"-\-  zz")  =  0. 

Benutzen  wir  die  Bogenlänge  s  der  Kurve  als  unabhängige  Ver- 
änderliche, so  ist  x^ -\r  y'^ -\- z'^  =  1,  also  xx"-\-yy"^zz"=0, 
so  daß  die  beiden  letzten  Gleichungen  die  Form  annehmen: 

{x  -  x)x"  -f  (2/  -  y)y"  +  (^  -  t)0"  =  -  1, 


(3) 

'  [x  -  x)x"-\-  (y  -  ij)y"'+  (z  —  z)z''=  0. 

Sobald  für  den  betrachteten  KurvenputiM  M  die  Torsion  1  :  T 
nicht  verschivindety  ist  nach  (6)  in  Nr.  271  die  Determinante 
der  drei  in  x  —  x,y  —  y,z  —  z  linearen  Gleichungen  (2)  und  (3) 
nicht  gleich  Null,  vielmehr  gleich  —  1  :  TJ?^,  so  daß  sich 
durch  Auflösen  dieser  Gleichungen  ergibt: 
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(4)  X  -  X  ==  -  TB'  {yz"  -  zy")     usw. 

Nach  (4)  in  Nr.  261  ist  aber  x'=l'.B,  daher  x"-=V:B-lR''.W, 
also  nach  (3)  in  Nr.  272: 

,„_  _    a l ?^ 

^    ~       M'       BT       W 

Entsprechende  Werte   gehen   für  y",  z"  hervor,  so   daß   sich 

aus   (4)    mit  Rücksicht    auf  (1)   in  Nr.  259,    (8)  und    (G)    in 

Nr.  264  für  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Schmie- 
gungskugel  die  Werte  ergeben: 

(5)  x=x-\-lB-lB'T,   y=y-\-mB-^RT,   z  =  z^nB-vB'T. 

B'  ist  dabei  die  Ableitung  von  B  nach  der  Bogenlänge.     Nach 

(1)  kommt  ferner: 

W  =  {IB  -  iB'Tf  +  {mB  -  ^B'Tf  +  {nB  -  vB'Tf, 

woraus  wegen  der  bekannten  Beziehungen  zwischen  den  Ko- 
sinus sofort  folgt: 

(6)  W  =  B^-^B'^T\ 

Nach  Nr.  263  geht  die  Krümmungsachse  des  Kurvenpunk- 
tes M  durch  den  Krümmungsmittelpunkt,  dessen  Koordinaten 
X  +  IB,  y  +  vnBj  z  +  nB  sind.  Außerdem  ist  sie  zur  Bi- 
normale parallel,  deren  Richtungskosinus  A,  ft,  v  sind.  Nach 
(5)  liegt  daher  der  Mittelpunkt  der  Schniegungshigel  auf  der 
Krümmungsachse  und  zwar  in  der  Entfernung  —  B' T  vom 
Krümmungsmittelpunkte,  wobei  diese  Entfernung  positiv  ge- 
rechnet wird,  sobald  die  Richtung  vom  Krümmungsmittelpunkte 
zum  Kugelmittelpunkte  mit  der  positiven  Richtung  der  Bi- 
normale übereinstimmt.  Da  der  Krümmungsmittelpunkt  vom 
Kurvenpunkte  die  Entfernung  B  hat,  so  lehrt  (6): 

Satz  8:  Der  Krümmungskreis  eines  Kurvenpunktes  ist  der 
Kreis,  in  dem  die  Schmiegungschene  die  Schmiegungskugel  schneidet. 

Wenn  —  was  wir  oben  ausschlössen  —  die  Torsion  des 
Kurvenpunktes  31  gleich  Null  ist,  so  versagen  die  Gleichungen 

(2)  und  (3)  für  die  Berechnung  von  x  —  x,  y  —  y ,  z  —  z.  In 
der  Tat  ist  dann  leicht  zu  zeigen,  daß  keine  Kugel,  sondern 
eine  Ebene^  nämlich  die  Schmiegungsebene,  die  Kurve  in  M  in 
dritter  Ordnung  berührt,  und  diese  Ebene  darf  als  eine  Kugel 
mit  unendlich  fernem  Mittelpunkte  betrachtet  werden. 
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277.  Ein  Hilfsatz.     Bei  den  folorenden  üntersucliunffen 


o 


bedürfen  wir  eines  aucli  sonst  nützlichen  einfachen  Hilfsatzes, 
den  wir  hier  ausdrücklich  ableiten  wollen,  obgleich  er  sich 
leicht  aus  früheren  Betrachtungen  ergibt: 

Es  sei  F  eine  Funktion  von  a  und  mehreren  anderen 
Veränderlichen  x,  y,  Zy  .  .  ..  Geben  wir  der  Veränderlichen  a 
außer  dem  einen  Werte  a  noch  zwei  andere  Werte  a  -\-  li  und 
a  +  ^,  so  wollen  wir  die  Wertsysteme  Xy  y,  Zy  .  .  .  betrachten, 
die  allen  drei  Gleichungen: 

(1)  F{ayX,yyZ,..)=0,  F{a+hyXyy,Zy,..)=Oy  F(a  +  ]CyX,yyZy...)  =  0 

genügen.  Die  Frage  ist,  icas  aus  diesen  Gleichungen  ii)irdy  falls 
h  und  h  nach  Null  streben.  Es  ist  nicht  richtig,  diese  Frage 
einfach  dadurch  zu  beantworten,  daß  man  direkt  h  =  0  und 
k  =  0  setzt,  wobei  dann  nur  die  eine  Gleichung  F(cCy  x, y,Zy..)  =  0 
übrig  bliebe.  Vielmehr  soll  ein  Grenzübergang  gemacht,  d.  h. 
unter  h  und  Ic  sollen  Werte  verstanden  werden,  die,  wie  nahe 
sie  auch  an  Null  heranrücken  mögen,  immer  noch  von  Null 
und  voneinander  verschieden  bleiben  (vgl.  §  3  des  1.  Kapitels). 
Wir  nehmen  an,  daß  a  +  h  und  a  -\-  h  in  einer  solchen 
Umgebung  von  cc  liegen,  innerhalb  deren  F{ayX,yyZy..?)  nebst 
den  pai-tiellen  Ableitungen  nach  «bis  zur  dritten  Ordnung  be- 
stimmte endliche  Werte  hat.  Nach  Satz  19  in  Nr.  112  läßt 
sich  dann  die  zweite  und  dritte  Gleichung  (1)  mit  Rücksicht 
auf  die  erste  so  schreiben: 

F\a)  +  iF"(«  +  eh)  h  =  0,     r{a)  +  iF'\a  +  ^l:)Jc  =  0, 

wo  6  und  d-  positive  echte  Brüche  sind.  Zur  Vereinfachung 
der  Schreibweise  haben  wir  die  Veränderlichen  ^,  ?/,  ^, . . .  nicht 
ausdrücklich  angegeben.  Die  Akzente  deuten  die  partielle 
Differentiation  nach  a  an.  Hieraus  folgt,  daß  die  drei  Glei- 
chungen (1)  durch  folgende  ersetzbar  sind: 

F(«)  =  0,      F\a)-^-^F'\a-{-dh)h  =  0, 

F'\a  +  dh)h  -  F"{a  +  ^h)l:  =  0. 

Weil  nach  Voraussetzung  die  zweite  Ableitung  von  F  in  der 

Umgebung  von  a  stetig  ist,  so  ergibt  sich  beim  Grenzübergange 
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für  lim  h  =  0  aus  der  zweiten  Gleichung  einfach  F\cc)  =  0, 
während  die  dritte  beim  Grenzübergange  für  lim  /^  =^  0  und 
lim  h  =  0  nur  dann  keine  Identität,  sondern  F"{cc)  =  0  gibt, 
wenn  h  beständig  von  k  verschieden  bleibt.     Also: 

Satz  9:  Ist  F(a,  x,  y,  z, .  .  .)  eine  FunJäion,  die  nebst 
ihren  partiellen  Ableitungen  nach  a  bis  zur  dritten  Ordnung  für 
die  zu  betrachtenden  Wertsysteme  x,  y^  z^ .  . .  in  der  Umgebung 
des  Wertes  a  bestimmte  endliche  Werte  hat,  so  gehen  die  drei 
Gleichungen: 

F(a,  X,  y,z,...)  =  0,      F(«  +  h,  x,  y,z,..)  =  0, 
F{a  +  li,x,y,z,...)^(} 
beim  Grenzübergange  für  lim  h  =  0  und  lim  ^  =  0  in  die  drei 
Gleichungen : 

überj  wenn  dabei  h  :  Tc  beständig  von  Eins  verschieden  bleibt. 

Wenn  wir  künftig  drei  verschiedene  Werte  a,  a-j-h,  a  -|-  Z; 
in  der  Grenze  zu  a  übergehen  lassen,  so  ist  dabei  stets  still- 
schweigend vorausgesetzt,  daß  alle  drei  beständig  voneinander 
verschieden  bleiben. 

278.  Einhüllende  einer  Flächenschar.    Es  liege  nun 
eine  Gleichung  zwischen  x^  y,  z  und   einer  willkürlichen  Kon- 
stanten a  vor: 
(1)  F{x,y,z,a)  =  0, 

die  für  jeden  Wert  von  a  innerhalb  eines  gewissen  Variabilitäts- 
bereiches eine  Fläche  definiere,  so  daß  also  durch  (1)  eine 
Flächenschar  gegeben  wird.  Die  zu  einem  bestimmten  Werte  a 
und  einem  bestimmten  andern  Werte  a-i-h  gehörigen  Flächen 
der  Schar  haben  eine  Schnittkurve,  die  der  Gleichung  (1)  und 
der  Gleichung: 

F(x,y,z,a+h)==0 

genügt.  Ziehen  wir  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  (1)  ab 
und  dividieren  wir  mit  h,  so  ergibt  sich  beim  Grenzüber- 
gange für  lim  h  =  0:  Die  Grenzlage  der  Schnittkurve  einer 
bestimmten  Fläche  (a)  der  Schar  (1)  mit  einer  benachbarten 
Fläche  der  Schar  genügt  außer  der  Gleichung  (1)  noch  der 
Gleichung: 
»77,  878] 
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^   ^  da 

Diese  Grenzlage  wird  nach  Monge  die  Charakteristik  der 
Fläche  (a)  der  Schar  (1)  genannt.  Vorausgesetzt  ist,  daß  F 
und  cF'.ca  in  der  Umgebung  des  angenommenen  Wertes  a 
stetige  Funktionen  von  a  seien. 

Auf  jeder  Fläche  (a)  der  Schar  (1)  liegt  eine  Charakte- 
ristik. Die  Gesamtheit  aller  Charakteristiken  wird  eine  Fläche 
erfüllen,  die  aus  einem  sogleich  einleuchtenden  Grunde  die 
EinMiUende  der  Flächenscliar  (1)  heißt  Die  Gleichung  der 
einhüllenden  Fläche  geht  durch  Elimination  der  willkürlichen 
Konstanten  u  aus  (1)  und  (2)  hervor.  Vgl  die  entsprechenden 
Überlegungen  für  eine  Kurvenschar  in  der  Ebene  in  Nr.  210. 
Dem  damaligen  Satze  17  in  Nr.  212  entspricht  hier  der 

Satz  10:    Die  Einhüllende  einer  Flächenschar 

F{x,  y,  z,a)  =  0 

berührt  jede  einzelne  Fläche  der  Schar  in  allen  Punkten  der  zu- 
gehörigen Charakteristik. 

In  der  Tat,  bedeutet  31  einen  Punkt  (x,  y,  z)  der  zu  einem 
bestimmten  Werte  von  a  gehörigen  Fläche  (1),  so  ist: 

(3)  F^{x-x)  +  F,fy-y)  +  F,{i-z)=^i) 

die  Gleichung  seiner  Tangentenebene  in  den  laufenden  Koordi- 
naten i,  t),  J.  Nun  bedeutet  (1)  auch  die  Gleichung  der  Einhüllen- 
den, falls  wir  darin  unter  c^  die  durch  (2)  definierte  Funktion 
von  X,  y^  z  verstehen.  Daher  hat  die  Einhüllende,  sobald  M 
auch  auf  ihr  liegt,  in  M  die  Tangentenebene: 

Da  aber  für  die  Funktion  a  von  Xj  y,  z  die  Gleichung  (2) 
gilt,  so  ist  jP^  =  0,  so  daß  die  letzte  Gleichung  in  der  Tat 
mit  (3)  übereinstimmt. 

279.  Gratliuie  der  Eiuhülleudeu.  Wir  betrachten 
jetzt  die  zu  drei  verschiedenen  Werten  «,  a  -\- h  und  u  -\- k 
gehörigen  Flächen  der  Schar: 

(1)  F{x,y,,,oc)^0. 

29*      [i878,  ar» 
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Ist  (Xy  y,  z)  ein  gemeinsamer  Punkt  von  allen  dreien,  so 
genügen  seine  Koordinaten  nach  Satz  9  in  Nr.  277  für  den 
Fall,  daß  Ji  und  h  zur  Grenze  Null  streben,  den  drei  Glei- 
chungen: 

falls  die  Funktion  F  von  a  nebst  ihren  ersten  drei  Ableitungen 
nach  a  bestimmte  endliche  Werte  hat.  Wir  haben  also  drei 
Bedingungen  (2)  für  den  Grenzpunht,  d.  h.  für  den  Schnitt- 
punkt dreier  benachbarter  Flächen  der  Schar  für  den  Fall  er- 
halten, daß  die  drei  Flächen  immer  näher  aneinander  rücken. 
Gibt  es  einen  Punkt  {x,  y,  z),  der  den  drei  Gleichungen  (2) 
für  den  gewählten  Wert  von  a  genügt,  so  liegt  er  auf  der 
Charakteristik  der  zugehörigen  Fläche  (a),  da  die  beiden  ersten 
Gleichungen  (2)  mit  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  der  vorigen 
Nummer  übereinstimmen.  Weil  nun  die  Charakteristik  der 
Fläche  («)  die  Grenzlage  ihrer  Schnittlinie  mit  der  Fläche 
(a  -j-  h)  ist  und  weil  die  Fläche  (a  -f  h)  mit  der  Fläche  {a  +  h) 
beim  Grenzübergange  ebenfalls  eine  Charakteristik  gemein  hat, 
so  ist  der  Grenzpunkt  auch  als  Grenzlage  eines  Schnittpunktes 
zweier  benachbarter  CharahteristiJcen  aufzufassen. 

Wenn  die  drei  Gleichungen  (2)  für  beliebige  Werte  von  a 
nach  Xy  y,  z  auflösbar  sind,  so  werden  Xy  y,  z  Funktionen  von  a. 
Fassen  wir  a  als  Hilfsveränderliche  auf)  so  ist  damit  eine  ana- 
lytische Darstellung  einer  Kurve  gewonnen,  nämlich  des  Ortes 
aller  Grenzpunkte  aller  Charakteristiken.  Diese  Kurve  heißt 
die  Gratlinie  oder  RückkehrJcurve  der  Einhüllenden,  weil  die 
Einhüllende,  der  ja  die  Gratlinie  angehört,  längs  ihrer  eine 
scharfe  Kante  aufweist,  was  wir  in  der  Folge  wenigstens  in 
einem  speziellen  Falle  (in  Nr.  283)  zeigen  AvoUen. 

280.  Berührung  zwischen  der  G-ratlinie  und  den 
Charakteristiken.  Es  sei  31  oder  (x,  yy  z)  ein  Grenzpunkt,  der 
auf  der  Charakteristik  einer  bestimmten  Fläche  F(Xy  yy  ZyO)  =  0 
der  angenommenen  Flächenschar  liegt. 

Diese    Charakteristik    selbst   hat    die    beiden   Gleichungen 
F  =0   und  F^  =  0.     Nach  Nr.  254    ist    daher   die   Tangente 
der  Charakteristik   in  M  in  den  laufenden  Koordinaten  j,  ^,  i 
gegeben  durch  die  beiden  Gleichungen: 
»79,  »80J 
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FJi  -  x)  +  F^it)  -  y)  +  F,{i  -  ^)  =  0, 

FaAi  -  ^)  +  F,yis>  -y)  +  KAl  -  ^)  =  0. 

Wenn  wir  dagegen  in  F  =0  und  i^^  =  0  unter  a  die  durch 
F^^  =  0  definierte  Funktion  von  x,  y,  z  verstehen,  so  stellen 
die  Gleichungen  jF  =  0,  .F^  =  0  die  Gratlinie  dar,  die  folglich 
in  M  die  Tangente  mit  den  beiden  Gleichungen: 

{F^-^F^a^)  (s-x)  +  (F^J^F,a;)(^)-y)  +  (J',+ J".«,) {l-z)  =  0, 
(F„,+F„A)(j-^)  +  (J'„,+J',„«;(t)-2/)  +  (F,,+F„„aJ(ä-^)  =  0 

hat.  Da  aber  für  die  Gratlinie  i^„  =  0  und  i^^^  =  0  ist,  so 
sind  dies  dieselben  Gleichungen  wie  die  der  Tangente  der 
Charakteristik,     Also  folgt: 

Satz  11:  Die  Gratlinie  der  Einhüllenden  einer  Flächen- 
schar F(xj  y,  z,  a)  =  0  berührt  in  jedem  Grenzpunkte  die  zu- 
gehörige CharakteristiJi. 

Bei  den  allgemeinen  Betrachtungen  der  letzten  drei  Num- 
mern muß  man  beachten,  daß  über  die  Funktion  F  und  über 
die  durch  F=Oj  F^ --=  0  und  F^^  =  0  implizite  definierten 
Funktionen  besondere  Annahmen  gemacht  wurden,  deren  Rich- 
tigkeit bei  jeder  Anwendung  zu  prüfen  ist. 

281.  Taugenteuflächeu.  Es  sei  insbesondere  eine  Schar 
von  Ebenen  gegeben,  d.  h.  eine  in  x,  y,  z  lineare  Gleichung 
F=  0,  nämlich: 

(1)  ii{a)x -\- v{a)y -^  iv{a)z -[- 03(a)  =  0, 

deren  Koeffizienten  u,  v,  tv,  o  Funktionen  einer  willkürlichen 
Größe  cc  sind.     Differentiation  nach  cc  liefert: 

(2)  II X  +  vy  +  IV  z  +  cd'  =0, 

(3)  u'x  +  v'y  4-  iv"z  -f  «"  =  0. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  geben  für  einen  beliebigen  Wert 
von  a  eine  zugehörige  Charakteristik,  und  zwar  eine  Gerade, 
sobald  nicht  alle  zweireihigen  Determinanten  vtv'  —  wv\ 
wu'—uw'y  uv'—vu  gleich  Xull  sind.  Alle  drei  Gleichungen 
geben  einen  auf  der  zuorehörioren  Charakteristik  orelecrenen 
Grenzpmiktj  falls  die  Determinante 

[»80,  »81 
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U       V       W 

(4)  u      V      w 

rr  ff  r 

U  V  W 

nicht  verschwindet.  Alsdann  sind  auch  die  vorhin  erwähnten 
zweireihigen  Determinanten  nicht  alle  drei  gleich  Null.  Die 
Charakteristiken  sind  nach  Satz  11  der  vorigen  Nummer  die 
Tangenten  der  Gratlinie.  Die  Einhüllende  ist  folglich  die  Fläche 
der  Tangenten  der  Gratlinie,  also  die  sogenannte  Tangenten- 
fläche einer  Raumkurve.  Jede  Ebene  (1)  berührt  sie  längs 
einer  Geraden,  nämlich  längs  der  zugehörigen  Charakteristik. 
Verstehen  wir  unter  x,yy  z  diejenigen  Funktionen  von  a, 
die  durch  die  Auflösung  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  hervor- 
gehen, also  die  Koordinaten  der  Punkte  der  Gratlinie,  aus- 
gedrückt durch  die  Hilfs veränderliche  a,  so  muß  die  voll- 
ständige Differentiation  jener  Gleichungen  nach  a  Null  liefern. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  gibt  mit  Rück- 
sicht auf  (2)  und  (3): 

(5)  ux'  -{-  vy  -\-  WZ  =  0 ,     u'x  -f  ^V  +  ^^V  =  0. 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wiederum  liefert,  abermals 
vollständig  nach  a  differenziert,  mit  Rücksicht  auf  die  zweite: 

(6)  ux"  +  vy" -\-  wz'  =0. 

Nach  der  ersten  Gleichung  (5)  und  nach  (6)  sind  w,  v,  w  pro- 
portional yz"  —  zy"  usw.,  d.  h.  nach  (9)  in  Nr.  264  propor- 
tional den  Richtungskosinus  der  Binormale  der  Gratlinie.  Die 
Gleichung  (1)  stellt  daher  für  jeden  bestimmten  Wert  von  a 
die  Schmiegungsebene  der  zugehörigen  Stelle  der  Gratlinie  in 
den  laufenden  Koordinaten  x,  y,  z  dar. 

Gehen  wir  umgeJiehrt  von  einer  Raumkurve  aus  und  be- 
trachten wir  die  Schar  ihrer  Schmiegungsebenen  als  die  ge- 
gebene Ebenen  schar,  so  folgt  aus  Satz  5  in  Nr.  269  und  kann 
auch  leicht  direkt  bewiesen  werden,  daß  die  Charakteristiken 
die  Tangenten  der  Raumkurve  sind. 

Ist  die  Determinante  (4)  für  alle  Werte  von  a  gleich 
Null,  so  heißt  dies:  Drei  Funktionen  von  a^  deren  Ableitungen 
Uj  V,  w  sind,  haben  die  in  Satz  7,  Nr.  275  angegebene  Eigen- 
schaft, so  daß  zwischen  ihnen  eine  lineare  Gleichung  mit 
381] 
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konstanten  Koeffizienten  besteht,  aus  der  durch  Differentiation 
nach  a  eine  Gleichung: 

Au-\-Bv  -^010==^ 

folgt,  in  der  A^  Bj  C  Konstanten  sind.  Weil  aber  ^*,  i),  w  den 
Richtungskosinus  der  Normale  der  Ebene  (1)  proportional  sind, 
so  bedeutet  dies,  daß  alsdann  alle  Ebenen  der  gegebenen  Schar 
eine  feste  Richtung  enthalten,  nämlich  diejenige,  deren  Kosinus 
proportional  A,  B,  C  sind.  Eine  derartige  Ebenenschar  um- 
hüllt einen.  Zylinder y  dessen  Mantellinien  jene  feste  Richtung 
haben  und  die  Charakteristiken  vorstellen.  Eine  Gratlinie  ist 
dann  nicht  mehr  vorhanden. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  nach  Xy  y,  z 
kann  unter  Umständen  für  tr,  i/,  z  von  a  freie,  also  konstante 
Werte  ergeben.  Dann  gehen  alle  Ebenen  (1)  durch  ein  und 
denselben  festen  Punkt,  sie  umhüllen  daher  einen  Kegd,  der 
diesen  Punkt  zur  Spitze  hat,  und  die  Mantellinien  des  Kegels 
sind  die  Charakteristiken.  Die  Gratlinie  ist  jetzt  auf  einen 
Punkt,  die  Kegelspitze,  reduziert.  Wemi  insbesondere  alle 
Ebenen  (1)  eine  feste  Gerade  enthalten,  liegt  ein  Ehenenhüschel 
vor,  und  der  Kegel  reduziert  sich  auf  die  feste  Gerade. 

Satz  12:   Die  Ebenen  einer  Schar: 

u{a)x  +  v{a)y  -f  w{a)z  -f-  »(«)  =  0, 

die  nicht  sämtlich  einen  Punkt  gemein  haben  und  auch  nicht 
sämtlich  eine  feste  Richtung  enthalten,  umhüllen  die  Tangenten- 
fläche einer  Kurve  und  sind  die  Schmiegungsebenen  der  Kurve. 
Die  Kurve  selbst  ist  die  Gratlinie  der  Tangentenfläche. 

282.  Die  Taugeuteuflächeu  als  abwickelbare  Flä- 
chen. Es  seien  die  Koordinaten  der  Punkte  21  oder  (x,  y,  z) 
einer  Kurve  als  Funktionen  der  Bogenlänge  s  gegeben: 

(1)  ^  =  ^{s),     y  =  i{s),     z  =  Jij{s), 

ferner  sei  M^  derjenige  Punkt  auf  der  Tangente  von  31,  der 
von  M  die  Entfernung  t  hat,  wobei  t  =  MM^  positiv  im  Sinne 
der  positiven  Tangente  gerechnet  werden  soll.  Da  a  =  x,  ß  =  y, 
y  =  z  die  Richtungskosinus  der  positiven  Tangente  sind,  so  hat 
M^  die  Koordinaten: 

(2)  x^=x-\-  xty     yi  =  y  +  y't,     z^  =  z  +  z't, 
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wobei  der  Akzent  die  Differentiation  nach  der  Bogenlänge  s  an- 
deutet. Die  Formeln  (2)  geben  also  die  Koordinaten  x^,yij2^ 
aller  Punkte  der  Tangenten  fläche  der  Kurve  (1),  ausgedrückt 
mittels  zweier  Hilfsveränderlicben  s  und  t.  Dies  ist  ein  Bei- 
spiel zu  der  am  Schlüsse  von  Nr.  251  erwähnten  Darstellung 
(6)  einer  Fläche.  Es  sei  ferner  JR  der  Krümmungsradius  der 
Kurve  (1);  er  ist  eine  gewisse  Funktion  von  s.  Wir  be- 
trachten außer  M  noch  einen  benachbarten  Punkt  M'  der 
Kurve  (1),  etwa  den  zu  s  -{-  /]s  gehörigen;  die  Tangenten 
von  M  und  M'  bilden  miteinander  einen  gewissen  Winkel, 
auch  wenn  sie  einander  gar  nicht  treffen.  Der  Grenzwert  des 
Verhältnisses  aus  diesem  Winkel  und  aus  z/.s  für  lim  z/s  ==  0 
ist  nach  Nr.  260  die  Krümmung  1  :  li. 

Außer    der  Raumkurve   (1)    wollen   wir  jetzt   eine  Kurve 
in  einer  j^-Ebene  betrachten,   bei  der  s  ebenfalls   die  Bogen- 
länge bedeute: 
(3)  j  =  9{s),      t;  =  W(s), 

und  wir  wollen  voraussetzen,  daß  der  Krümmungsradius  R  dieser 
ebenen  Kurve  genau  dieselbe  FunJction  der  Bogenlänge  von  s 
sei  wie  hei  der  Raumlmrve  (1). 

Nun  können  wir  jedem  Punkte  M  von  (1)  einen  Punkt  9Jl 
von  (3)  zuordnen,  nämlich  denjenigen,  der  zu  demselben  Werte 
von  s  gehört.  Die  Kurven  (1)  und  (3)  haben  in  entsprechenden 
Punkten  M  und  Tl  die  gleiche  Bogenlänge  und  die  gleiche 
Krümmung.  Wie  bei  der  Raumkurve  ziehen  wir  auch  bei  der 
ebenen  Kurve  (3)  die  Tangente  des  Punktes  ^  und  tragen 
auf  ihr,  mit  gehöriger  Beachtung  des  Vorzeichens,  von  ^ 
aus  die  Strecke  t  ab,  wodurch  wir  zu  einem  Punkte  SD^j  der 
j^ -Ebene  gelangen,  dessen  Koordinaten  sind: 

(4)  £i  =  ?  +  £'^;        t)i  =  t)  +  \)'t. 

Der  Akzent  deutet  wieder  die  Differentiation  nach  der  Bogen- 
länge s  an.  Zu  jedem  bestimmten  Wertepaare  s,  t  gehört  also 
ein  Punlit  M^  der  Tangentenfläche  der  RaumJcurve  und  ein 
Punkt  Tli  der  ir)- Ebene. 

Lassen  wir  auch  bei  der  ebenen  Kurve  (3)  die  Bogen- 
länge s  um  z/s  wachsen,  wodurch  wir  zu  demjenigen  Punkte 
9}l'  gelangen,  der  dem  Punkte  M'  zugeordnet  ist,  so  bilden 
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die  Tangenten  von  d)l  und  9Jr  einen  gewissen  Winkel  mitein- 
ander. Der  Grenzwert  des  Verhältnisses  aus  ilim  und  aus  z/s 
für  lim  z/5  =  0  wird  die  Krümmung  1  :  B,  die  nach  Annahme 
in  ^  dieselbe  wie  in  M  ist. 

Hieraus  folgt:  Der  Streifen  der  Tangentenfläche  der  Raum- 
kurve (1),  der  zwischen  den  zu  M  und  21'  gehörigen  Tan- 
genten liegt,  und  der  zugehörige  Streifen  der  j:^- Ebene 
zwischen  den  Tangenten  von  Tl  und  Tl'  werden  zwar,  je 
kleiner  z/s|  gewählt  wird,  immer  schmaler,  aber  um  so  ge- 
nauer lassen  sich  beide  Streifen  in  entsprechenden  Punkten 
31,  il/',  J/j  und  dJl,  äR',  3}?i  miteinander  zur  Deckung  bringen. 
Dies  meint  man,  wenn  man  sagt:  Die  Tangentenfläche  der 
RaumJcune  (1)  ist  auf  die  jct)- Ebene  ahivicJielbar. 


Fig.  63. 


Fig.  64. 


Eine  Vorstellung  von  dieser  Abwicklung  kann  man  sich 
dadurch  machen,  daß  man  die  Raumkurve  (1)  zunächst  durch 
ein  räumliches  Polygon  MM'M" .  .  .  und  die  Tangenten  der 
Raumkurve  durch  die  beliebig  weit  verlängerten  Seiten  MM', 
M'M", ...  des  Polygons  ersetzt,  siehe  Fig.  63.  Die  Tangenten- 
fläche ist  dann  durch  eine  Reihe  von  ebenen  Winkel feldern 
ersetzt,  und  zwar  steht  jedem  solchen  Winkelfelde  das  Feld 
des  Sclieitdwinliels  gegenüber,  so  daß  wir  zivei  Mäntel  der 
Fläche  erhalten.  Da  dies  Modell  aus  lauter  aneinander  grenzen- 
den ebenen  Stücken  besteht,  so  läßt  es  sich  auf  eine  Ebene 
ausbreiten,  siehe  Fig.  64,  wobei  aus  dem  räumlichen  Polygone 
MM'M"...    ein    ebenes    Polygon    mWW  .  .  .    hervorgeht. 
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Je  mehr  sich  das  Polygon  MM'M". . .  einer  Raumkurve  nähert, 
um  so  deutlicher  geht  die  Vorstellung  von  der  Abwicklung 
der  Tangentenfläche  einer  Raumkurve  hervor. 

Die  Tangentenfläche  einer  Raumkurve  läßt  sich  also  auf 
die  Ebene  so  ausbreiten,  daß  dabei  die  Längen  von  Linien  auf 
der  Fläche  keine  Veränderung  erfahren.  Man  erkennt  auch, 
daß  die  beiden  Mäntel  der  Tangentenfläche,  von  denen  der 
eine  die  positiven,  der  andere  die  negativen  Tangenten  enthält 
und  die  längs  der  Raumkurve  ineinander  übergehen,  bei  der 
Abwicklang  aufeinander  fallen,  da  die  Tangenten  der  ebenen 
Kurve  in  der  Nähe  ihrer  Berührungspunkte  auf  der  konvexen 
Seite  der  Kurve  liegen. 

283.  G-ratliuie  einer  Tang^eutenfläche.  Die  beiden 
Mäntel  der  Tangentenfläche  einer  Raumkurve,  auf  denen  die 
positiven  bzw.  negativen  Tangenten  liegen,  trefien  einander 
längs  der  Kurve,  der  Gratlinie.  Wir  wollen  zeigen,  daß  sie 
längs  ihrer  einen  scharfen  Grat  miteinander  bilden.  Zu  diesem 
Zwecke  wählen  wir  das  begleitende  Dreikant  eines  Punktes  Mq 
der  Raumkurve  als  Achsenkreuz,  so  daß  nach  (1)  in  Nr.  273: 

die  Koordinaten  eines  zu  M^  benachbarten  Punktes  M  der 
Kurve  sind,  wenn  zis\  hinlänglich  klein  gewählt  wird.  Für 
die   Richtungskosinus   der  Tangente  von  M  ergibt  sich  leicht: 


«=!+■. 

•,     ^- 

=  i-^,  +  ...,    y  =  _ 

1 

^s' 

'-V 

so 

daß  nach 

(2)  in 

voriger  Nummer: 

Vi  = 

=  2-k^^^+-  +  ^(i^^  +  -- 

•)' 

z  = 

1 

//  q3  _L   .  .  .     1     /  /               ^ 

/U^ 

4- • 

■■) 

n^^    +          +M       2i?, 

-'■0 

die  Koordinaten  eines  Punktes  M^  der  Tangentenfläche  sind. 
Wir  wollen  den  Schnitt  der  Tangentenfläche  mit  der  Normal- 
ebene von  Mq  betrachten,  d.  h.  mit  der  ?/-^- Ebene,  wählen  also 
t  so,  daß  ^1  =  0  wird.  Ist  |z/6'|  hinlänglich  klein,  so  setzen 
wir  daher  für  t  einen  Wert  von  der  Form  —  z/5  +  •  •  •?  wo 
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die  durch  Punkte  angedeuteten  Glieder  höhere  Potenzen  von 
z/s  enthalten.  Setzen  wir  eine  solche  Entwicklung  für  t  in 
die  Werte  von  y^  und  z^  ein,  so  kommt: 

2'^  =  -  i^«'+  •••'     ^'  =  3J^T,^*'+  •••• 

Daher  ist  der  Anfangspunkt  Mq  eine  Spitze  oder  ein  Bück- 
A'ehrpunJit  der  Schnittlinie  der  Tangentenfläche  mit  der  Normal- 
ebene von  3Iq,  vgl.  Nr.  184  und  Nr.  190.  Seine  Tangente  ist 
die  y- Achse,  d.  h.  die  Hauptnormale  von  J/^. 

Die  beiden  Mäntel  der  Tangentenfläche  bilden  also  in  der 
Tat  längs  der  Raumkurve  einen  scharfen  Grat  miteinander. 


§  6.    Polarfläche,  Evoluten  und  Evolventen. 

284.  Polarfläche.  Die  Einhüllende  der  Normalebenen 
einer  Kurve: 

(1)  a{l-x)  +  ß{ri-y)  +  y{i-z)  =  () 

heißt  die  Polarfläche  der  Kurve.  Zweimalige  Differentiation 
von  (1)  nach  der  Bogenlänge  s  gibt  nach  Nr.  272  mit  Rück- 
sicht auf  (1): 

^l(jc-x)-\-  m  (t)  -  2/)  4-  n  (§  -  ^)  =  E, 
(^)  I  l{i-x)  +  ^(t)  -  2/)  +  KS  -^)  =  -  ^^, 

da  «^  + /3^  +  y2  =  1  und  Icc  -^  mß  +  ny  =  0  ist.  Alle  drei 
Gleichungen  (1)  und  (2)  definieren  zusammen  die  Punkte 
(?7  ^}  i)  ^^^  Gratlinie  der  Polarfläche,  die  Gleichung  (1)  und 
die  erste  Gleichung  (2)  dagegen  die  Charakteristiken  der  Polar- 
fläche. Man  sieht  nach  Nr.  263,  daß  diese  Charakteristiken  die 
Krümmungsachsen  der  gegebenen  Kurve  sind,  und  nach  (5)  in 
Nr.  276,  daß  die  Gratlinie  der  Polar  fläche  der  Ort  der  Mittel- 
punkte  der  Schmiegungskugeln  ist.  Nach  Nr.  281  sind  also  die 
Krümmung  Sachsen  die  Tangenten  des  Ortes  der  Mittelpunkte  der 
Schm  iegungskugeln. 

285.  Gratlinie  der  Folarfläche.  Die  Koordinaten 
der  Punkte  der  Gratlinie  der  Polarfläche,  d  h.  diejenigen  Werte 
von  X,  y  und  ^,   die   den  Gleichungen  (1)  und  (2)  der  letzten 
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Nummer  genügen,  mögen  Xy  y  und  z  heißen.  Dann  ist  wie 
in  (5),  Nr.  276: 

(1)    x=x-\-lR-XR'T,  y=y-YmB—iiR'T,   z=z-\-nR—vB'T. 

Dies  also  sind  die  Gleichungen  der  Gratlinie  der  Polarfläche, 
ausgedrückt  mittels  der  Bogenlänge  s  der  UrJcurve,  wobei 
R'  =  dB  :  ds  ist.     Differentiation  nach  s   gibt   nach   Nr.  272: 

und  entsprechende  Formeln  gehen  für  dy  :  ds  und  dz  :  ds 
hervor.  Da  die  Tangenten  der  Gratlinie,  nämlich  die  Krüm- 
mungsachsen der  Urkurve,  den  Binormalen  der  Urkurve  pa- 
rallel sind,  so  geben  wir  ihnen  und  damit  auch  der  Gratlinie 
denselben  positiven  Sinn  wie  diesen  Binormalen.  Es  ist  dann 
dx  :  ds  =  X,  dy  :  ds  =  ft,  dz  :  ds  =  Vy  wenn  ds  das  Bogen- 
differential  der  Gratlinie  bedeutet,  so  daß  aus  (2)  folgt: 

/oN  ds  (B    ,   dB'T\ 

^^^  ds^-KT-^    -ds    )' 

Sind  ccy  ßy  y  die  Richtungskosinus  der  positiven  Tangente  der 
Gratlinie,  so  hat  man: 

(4)  ä  =  Xy     J=li',     y  =  v. 

Es  seien  l ,  ffly  n  die  Richtungskosinus  der  positiven  Haupt- 
normale der  Gratlinie,  und  es  sei  i^  der  Krümmungsradius  der 
Gratlinie.     Da  dcc  =  dX  usw.  ist,  so  folgt  aus  Nr.  272: 

(5)  —  <is  =  -77T  ds.     -^ds  =  yfr  ds,     -r  ds  =  -^~ds, 
B  ^  B  ^  B  ^ 

mithin  l  :  m  :n  =  1 :  m  :  n,  d.  h.  die  Haiiptnormale  der  Grat 
linie  der  Polarfläche  ist  zur  Hauptnormale  der  Urkurve  parallel, 
natürlich  an  entsprechenden  Stellen  beider  Kurven.  Bie  Bi- 
normale der  Gratlinie  ist  folglich  der  Tangente  der  Urkurve 
parallel. 

286.  Krümmung  und  Torsion  der  G-ratlinie  der 
Folarfiäche.  Aus  den  letzten  Formeln  folgt  durch  Quadrieren 
und  Addieren,  daß  ds^ :  B^  =  ds^ :  T^  wird.  Da  B  nach  Nr.  260 
stets  positiv  ist,  kommt  also: 

(1)  i^-^^'t 
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wobei  £  =  -|-  1  oder  —  1  und  zwar  so  zu  wählen  ist,  daß  dieser 
Ausdruck  positiv  wird.     Aus  (5)  in  Nr.  285  folgt  nun: 

(2)  T  ==  d,     m  =  sm,     n  =  sn. 

Nach   (6)   und   (7)   in  Nr.  264   ergeben   sich   hieraus   und   aus 

(4)  in  voriger  Nummer  die  Richtungskosinus  der  positiven 
Binormale  der  Gratlinie: 

(3)  A  =  —  f «,      iü  =  —  sß,      y  =  —  sy. 

Durch  Differentiation  folgt  mit  Hilfe  von  (2)  und  (1)  in 
Nr.  272,  wenn  1  :  T  die  Torsion  der  Gratlinie  vorstellt: 

—  as  =  —  s-zrras     usw., 

also  nach  (2)  auch  T  =  —  Bds  :  ds,  so  daß  sich  mit  Rück- 
sicht auf  (1)  ergibt: 

^  .N  ds  ds        d's  ds 

Sind  dö  und  dr  Kontingenz-  und  Torsionswinkel  der  ürkurve, 
da  und  dr  die  der  Gratlinie  der  Polarfläche,  so  folgt  hieraus 
nach  Nr.  260  und  271: 

(5)  dö  =  —  dr,      dö  =  sdr. 

Die  Formel  (3)  der  vorigen  Nummer  läßt  sich  mithin  auch 
so  schreiben: 

(6)  ds  =  -€(Rd6  +  d^)- 

287.  Sphärische  Kurven.  Eine  Kurve,  die  auf  einer 
Kugel  liegt,  heißt  sphärisch.  Die  Kugel  ist  für  alle  Punkte 
der  Kurve  die  Schmiegungskugel.  Die  Gratlinie  der  Polar- 
fläche reduziert  sich  also  auf  den  Mittelpunkt  der  Kugel.  Die 
Polarfläche  ist  folglich  ein  Kegel,  dessen  Spitze  in  der  Kugel- 
mitte liegt. 

Umgekehrt:  Ist  der  Radius  der  Schmiegungskugel  einer 
Raumkurve  konstant,  so  ist  R^  +  R'-^T^  nach  (6)  in  Nr.  276 
konstant,  so  daß  durch  Differentiation  nach  s  folgt: 

(1)  R\R  +  R''T'  +  R'TT')  =  .0. 

Sehen  wir  von  dem  Falle  ab,  wo  die  Krümmung  konstant  ist, 
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nehmen  wir  also  i?'  4=  0  an,  so  lehrt  (3)  in  Nr.  285,  daß 
ds  =  0  wird,  und  (2)  in  Nr.  285,  daß  auch  x  =  konst.  wird. 
Ebenso  ergehen  sich  für  y  und  z  konstante  Werte.  Dabei  ist 
jedoch  vorausgesetzt,  daß  1  :  T  4=  0  sei,  weil  sonst  die  For- 
meln (1)  in  Nr.  285,  aus  denen  die  soeben  benutzten  Formeln 
folgen,  nicht  brauchbar  sind.  Es  wird  also  von  den  ebenen 
Kurven  abgesehen  (vgl.  Nr.  275).     Demnach  gilt  der 

Satz  13:  Eine  Kurve,  die  nicht  eben  ist  und  deren  Krüm- 
mung nicht  lionstant  ist,  ist  dann  und  nur  dann  sphärisch,  wenn 
der  Radius  ihrer  Schmiegungshugel  'konstant  ist. 

288.  Kurven  konstanter  Krümmung.  Hat  eine 
Kurve  konstante  Krümmung,  so  ist  für  sie  R'  =  0.  Nach  (1) 
in  Nr.  285  fällt  also  für  jeden  Punkt  der  Kurve  der  Mittel- 
punkt des  Krümmungskreises  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Schmiegungskugel  zusammen,  vorausgesetzt,  daß  1  :  T  4"  0, 
die  Kurve  also  nicht  eben  ist  (vgl.  Nr.  275).  Die  ebenen 
Kurven  konstanter  Krümmung  sind  ja  nach  Satz  12  in  Nr.  196 
die  Geraden  und  Kreise;  sie  gehören  also  zu  den  sphärischen 
Kurven.  Im  Falle  R'  =  0  wird  ferner  ds  ^  —  Rds  :  T,  nach 
(3)  in  Nr.  285,  daher  nach  (l)_in  Nr.  286  auch  R  =  -  sR, 
weshalb   dann  s  =  —  1   wegen  i?  >  0   sein   muß.     Also  folgt: 

Satz  14:  Die  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  einer 
nicht  ebenen  Kurve  fallen  dann  und  nur  dann  mit  den  Mittel- 
punkten der  Krümmungskreise  derselben  Stellen  zusammen,  wenn 
die  Kurve  konstante  Krümmung  hat.  Alsdann  ist  der  Ort  dieser 
Mittelpunkte,  also  die  Gratlinie  der  Polarfläche,  eine  Kurve  von 
derselben  konstanten  Krümmung. 

289.  Folarfläche  einer  ebenen  Kurve.  Eine  ebene 
Kurve  hat  an  jeder  Stelle  ihre  Ebene  zur  Schmiegungs- 
ebene.  Diejenigen  Geraden  also,  die  wir  in  Nr.  169  als  die 
Normalen  definierten,  sind  ihre  Hauptnormalen  zu  nennen,  so- 
bald wir  die  ebene  Kurve  als  eine  Kurve  im  Räume  be- 
trachten. Die  Geraden,  die  in  den  Punkten  der  Kurve  auf 
der  Ebene  der  Kurve  senkrecht  stehen,  bedeuten  die  Binor- 
malen. Nach  Satz  13  in  Nr.  198  und  nach  Nr.  199  sind  folg- 
lich die  Krümmungsachsen  diejenigen  Geraden,  die  in  den 
Punkten  der  Evolute  auf  der  Ebene  der  Kurve  senkrecht  stehen, 
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d.  h.  die  Polar  fläche  ist  derjenige  Zylinder,  dessen  senkrecJäer 
Querschnitt  die  Evolute  ist.  Die  Polarfläche  hat,  weil  sie  in 
einen  Zylinder  ausartet,  keine  Gratlinie,  vgl.  Nr.  281. 

290.  Planevolveuteu.  Ist  eine  Kurve  im  Räume  ge- 
gegeben, so  kann  man  sich  fragen,  ob  sie  die  Gratlinie  der  Polar- 
fläche einer  andern  Kurve  sein  Kann.  Nach  der  Definition  in 
Nr.  284  hat  man  zu  fordern,  daß  die  Schmiegungsebenen  der 
gegebenen  Kurve  die  Normalebenen  der  gesuchten  Kurve  werden, 
d.h.  die  gesuchten  Kurven  sind  die  orthogonalen  TrajeJctorien  det- 
Schmiegungsebenen  der  gegebenen  Kurve.  Man  nennt  sie  die 
Planevolventen  der  gegebenen  Kurve,  diese  selbst  die  zuge- 
hörige Planevolute.  Die  Gratlinie  der  Polar fläehe  eitler  Kurve 
ist  also  die  Planevolute  der  Kurve. 

Die  Bestimmung  der  Planevolventen  einer  gegebenen  Kurve 
kann  in  folgender  Weise  durchgeführt  werden:  Wir  wollen 
bei  der  gegebenen  Kurve  die  gebräuchlichen  Bezeichnungen 
rr, «/,  ^;  a,  ß,  y^  /,  m,  n;  A,  ii,  v  und  P  für  die  Koordinaten,  die 
Richtungskosinus  der  Kanten  des  begleitenden  Dreikants  und 
den  Krümmungsradius  benutzen.  Dagegen  seien  ^j  r],  l  die 
Koordinaten  des  in  der  Schmiegungsebene  des  Punktes  M 
oder  {x,  y,  z)  gelegenen  Punktes  der  gesuchten  Planevolvente. 
Zunächst  muß  sein: 

Die  Größen: 

X=^a{l-x)^ß(yi-y)^-y{l-z),     Y=l{l-x)-\-m{ri-y)-^n(^%-z) 

sind  die  Koordinaten  des  Punktes  (|,  ?/,  J)  in  demjenigen  Achsen- 
kreuze, das  von  der  positiven  Tangente  und  Hauptnormale  von  M 
in  der  Schmiegungsebene  gebildet  wird.  Die  Auflösung  aller 
drei  Gleichungen  gibt  nach  Nr.  264: 

(1)  |  =  :r-faX-f  Zr,    ri  =  y-\-ßX^mY,    i^z  +  yX  +  nY. 

Da  die  Planevolvente  die  Schmiegungsebene  senkrecht 
schneiden  soll,  handelt  es  sich  nun  darum,  die  Funktionen 
X  und   Y  so  zu  bestimmen,  daß: 

(2)  ad^  +  ßdrj  -f  ydt  ==  0,      Idh,  +  mdrj  -f  nd^  =  0 

wird.  Aus  (1)  aber  folgt  nach  (1)  in  Nr.  259  und  nach  (4) 
und  (3)  in  Nr.  272,  tvenn  tvir  die  Bogenlänge  6  der  sphärischen 
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Indikairix  der  Tangenten  der  gegebenen  Kurve  als  unabhängige 
Veränderliche  benutzen,  so  daß  ds  =  Bdö  ist: 

und  entsprechende  Werte  gelien  für  die  Ableitungen  von  rj 
und  ^  hervor.  Die  Forderungen  (2)  geben  also  mit  llücksicht 
auf  die  Gleichungen  in  Nr.  264: 

(3)  JR-r+^-O,     x  +  ^=o. 

Diese  Bedingungen  werden  einfacher,  wenn  wir  statt  X  und  Y 
die  Größen 

j  =  —  X  cos  (?  +  Y sinö,      t)  =  —  X  sind  —  Y cosö 

als  die  zu  berechnenden  Funktionen  von  ö  einführen,  also: 

(4)  X  =  —  j  cos  (?  —  ^  sin  6,       Y=  ^  sin  6  —  t)  cos  ö 
setzen,  da  sie  dann  übergehen  in: 

(5)  -~  =  Rcosö,     -^^Bs'mö. 
^  ^                             da  'da 

Betrachten  wir  nunmehr  eine  ebene  Kurve  in  einer  jQ- 
Ebene,  bei  der  <?  den  Tangenten winkel  und  R  den  Krüm- 
mungsradius bedeutet,  so  bestehen  bei  ihr  nach  Nr.  200  genau 
dieselben  Gleichungen  (5).  Die  Aufgabe,  die  Planevolventen 
einer  Raumkurve  zu  bestimmen,  bei  der  der  Krümmungs- 
radius R  eine  bekannte  Funktion  der  Bogenlänge  6  der  sphä- 
rischen Indikatrix  der  Tangenten  ist,  kommt  also  auf  die 
Aufgabe  zurück,  diejenigen  ebenen  Kurven  zu  bestimmen,  bei 
denen  der  Krümmungsradius  R  als  Funktion  des  Tangenten- 
winkels r  gegeben  ist.  Hat  man  diese  Aufgabe  erledigt,  so 
sind  X  und  Y  nach  (4),  also  auch  ^,  rj,  ^  nach  (1)  gefunden. 
Es  kommt: 

(6)  ^  =  X  —  a (j  cos  ö  -{-  \)  sin  ö)  -i- l(jc  sin  6  —  i)  cos  (j), 

und  entsprechende  Werte  gehen  für  rj  und  t,  hervor. 

291.  Filarevolveuteu.  Diejenigen  Kurven,  die  alle  Tan- 
genten einer  Raumkurve  senkrecht  schneiden,  also  die  ortho- 
gonalen Trajeläorien  der  Tangenten  ^  heißen  die  Filarevolventen 
der  gegebenen  Kurve,  die  selbst  eine  zugehörige  Filarevolute 
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genannt  wird.  Nach  Satz  14  in  Nr.  200  sind  diejenigen  Kurven^ 
die  wir  schlechtweg  als  Evolventen  und  Evoluten  bezeichneten^ 
Filarevolventen  und  -evoluten  ebener  Kurven. 

Wir  woUen  die  Elemente  einer  gegebenen  Kurve  in  der 
gebräuchlichen  Weise  bezeichnen.  Alsdann  seien  X,  Y,  Z  die 
Koordinaten  desjenigen  Punktes  P  einer  Filarevolvente,  der  auf 
der  Tangente  des  Punktes  M  oder  {x,  y,  s)  der  gegebenen  Kurve 
liegt.  Ist  MP  =  tj  positiv  gerechnet  im  Sinne  der  positiven 
Tangente^  so  kommt: 

X^x-\-at,      Y=tj-\-ßt,      Z=3-\-yt. 

Um  die  Filarevolventen  zu  finden,  hat  man  t  so  als  Funktion 
der  Bogenlänge  s  der  gegebenen  Kurve  zu  bestimmen,  daß: 

adX+  ßdY+ydZ  =  0 

wird.  Nach  den  Frenetschen  Formeln  in  Nr.  272  lautet  diese 
Bedingung: 

a(a  +  -^t  +  af)  +  ß  [ß  +  "^t^  ßt')  +  y  (y  +  ^t  +  rt')=  0, 

wenn  f  die  Ableitung  von  t  nach  s  bedeutet.  Nach  Nr.  264 
vereinfacht  sich  die  Bedingung  zu  l-\-f=0,  d.h.  s-\-t  =  konst. 
Daher  sind: 

(1)     X  =  x  +  a{c-s),     Y=y  +  ß(c-s),    Z=z  +  y{c-s), 

wo  c  eine  ivülkürliclie  Konstante  vorstellt,  die  Gleichungen 
einer  Filarevolvente.  Wächst  s  um  z/5,  so  möge  der  Kurven - 
punkt  M  oder  (xy  y,  z)  in  den  Punkt  M^  übergehen.  Der  zu 
M^  gehörige  Punkt  P^  der  Evolvente  schneidet  auf  der  Tan- 
gente von  Jfj  die  Strecke  t-\-zlt  =  c  —  s  —  zls  ab.  Also 
ist  der  Bogen  MM^,  vermehrt  um  die  Strecke  M^P^,  gleich 
z/5  +  (c  —  s  —  /Is)  =  c  —  s  =  MP. 

Die  Filarevolventen  lassen  sich  mithin  mechanisch  gerade 
so  durch  Ahivicklung  eines  Fadens  von  der  gegebenen  Evolute 
erzeugen  ivie  die  Evolventen  einer  ebenen  Kurve,  vgl.  Nr.  201. 

292.  Filarevoluteu.  Wir  woUen  jetzt  die  gegebene 
Kurve  als  Filarevolvente  auffassen,  d.  h.  die  zugehörigen  Filar- 
evoluteu suchen.  Sie  sind  definiert  als  diejenigen  Kurven, 
deren  Tangenten  zugleich  Normalen  der  gegebenen  Kurve  sind. 
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Wir  schicken  dabei  eine  einfache  Bemerkung  über  einen 
Spezialfall  voraus:  Ist  eine  solche  Filarevolute  eben^  so  er- 
hellt, daß  die  Filarevolvente  ebenfalls  eben  ist.  Deshalb  kann 
heine  Filarevolute  einer  nicld- ebenen  Kurve  eben  sein. 

Da  wir  mit  x^,  y^,  0^  in  Nr.  263  schon  die  Koordinaten 
des  Krümmungsmittelpunktes  eines  Punktes  M  oder  {x^  y,  s) 
einer  gegebenen  Kurve  bezeichnet  haben,  so  wollen  wir  für 
die  Punkte  der  Filarevoluten  der  gegebenen  Kurve  die  Koor- 
dinaten X2,y2,^2  gebrauchen.  Es  sei  also  Jfg  ^^^^'  (^2?  2/2' ^2) 
der  in  der  Normalebene  von  M  gelegene  Punkt  einer  Filar- 
evolute, so  daß: 

a(x,  -  oc)  -\-  ß(y^  -  y)  +  y  (^2  -  ^)  =  0 

ist.  Bedeuten  X  und  Y  die  Koordinaten  von  Jfg  i^  ^^^  ^^^^ 
der  positiven  Haupt-  und  Binormale  von  M  gebildeten  Achsen- 
kreuze, d.  h.  ist 

X  =  l(x2  ~x)  +  m{y2  -  2/)  +  ^(^2  -  ^); 
Y=  A(a;2  -  x)  +  ^  (tj^  -  y)  -\-v{z^-  z), 

so  folgt  aus  den  vorstehenden  drei  Gleichungen  mit  Rücksicht 
auf  die  Formeln  in  Nr.  264: 

(1)    X2  =  x-\-lX-\-XY,  y.^==yi-mX-\-^-Y,  0^  =  0 -\-nX-\-vY. 

Unsere  Aufgabe  ist  es  jetzt,  X  und  Y  als  Funktionen  der 
Bogenlänge  s  der  gegebenen  Kurve  so  zu  bestimmen,  daß  die 
Tangente  der  durch  (1)  mittels  der  Hilf s veränderlichen  s  dar- 
gestellten Kurve  die  Richtung  M^M  hat,  d.h.  daß  dx2y  dy^,  dz^ 
zu  x^  —  x,  y^—yy  ^2~^  ^^^^'  ^^^  (1)  zu  lX-\-KYj  mX-\-iiYy 
nX-\-vY  proportional  werden.  Nach  (1)  und  den  Formeln 
in  Nr.  272  ist  daher  zu  fordern: 

wobei  der  Proportionalitätsfaktor  o  eine  noch  unbekannte 
Funktion  von  s  bedeutet,  oder: 

Zyklische  Vertauschung  von  a^  ß,  y  bzw.  /,  m,  n  bzw.  X,  ^,v 
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gibt  zwei  entsprechende  Formeln.    Wegen  (5)  in  Nr.  264  muß 
mithin  einzeln  sein: 
.       X       ,,         r    ,    dX  -sr       a  X    .   dY         ^      .. 

Die  erste  Gleichung  oder  X  =  R  besagt,  daß  der  Punkt  M^ 
der  Filarevolute  auf  der  Krümraungsachse  von  31  liegt.  Die 
Füarevolute  verläuft  daher  auf  der  PolarfläeJte  der  gegebenen 
Kurve.  Die  Elimination  der  Hilfsgröße  co  aus  den  beiden 
letzten  Gleichungen  gibt  außerdem: 

.c>N  rfarctg(r:X)_  1 

^^^  äs  ~  T' 

Bezeichnen  wir  arctg(y:  X)  mit  (p,  so  können  wir  unter  qp 
wegen  der  Bedeutung  von  X  (=  B)  und  Y  denjenigen  Winkel 
verstehen,  den  die  positive  Hauptnormale  des  Punktes  M  in 
der  Normalebene  von  M  zurücklegen  muß,  um  in  die  Richtung 
MM^  überzugehen,  positiv  gemessen  im  Sinne  der  Drehung 
nach  der  positiven  Binormale  hin.  Dann  ist  X  =  R,  Y=R  tg(p 
und  nach  (2): 

Bedeutet  dt  den  Torsionswinkel  der  gegebenen  Kurve,  so  wird 
andererseits  1:T  =  dx'.dSy  daher  nach  (3)  auch  dcp  —  dt  =  0^ 
mithin  gj  =  t  +  c,  wo  c  eine  Konstante  ist.  Dabei  bedeutet  t 
die  Bogenlänge  der  sphärischen  Indikatrix  der  Binormalen  der 
gegebenen  Kurve.  Die  spezielle  Annahme  c  =  0  gibt  mithin 
nach  (1)  die  eine  Filarevolute: 

x^  =  x  +  (1  +  ?.  tgt)R,     2/2  =  2/  +  0>^  +  ^  tgTji?, 


(4) 

^2  =  5^  +  (n  +  vtgt)R. 

während  die  aTlgemeinste  Filarevolute  in  der  Form: 

ix,^  =  x  +  \l   +Atg(r  +  c)]i2, 
(5)  N/2=i/+[»^4-/ttg(r  +  c)]i?, 

\  3^  =  2  -^[n  +t;tg(r-fc)]i? 

dargestellt  wird,  wobei  c  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet. 
Eine  gegebene  Kurve  hat  somit  unzählig  viele  Filarevoluten,  und 
sie  liegen  sämtlich  auf  der  Polarfläche.  Dabei  ist  jR  tg  (r  +  e) 
die  Strecke,  die  von  der  P^ilarevolute  (5)  auf  der  Krünimungs- 
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achse  abgeschnitten  wird,  gemessen  vom  Krümmungsmittel- 
punkte an  und  positiv  im  Sinne  der  positiven  Binormale. 

Die  Filarevolute  (5)  würde  nur  dann  auf  allen  Krümmungs- 
aclisen  die  Strecke  Null  abschneiden,  wenn  R  ig  (t  -{-  c)  =-  0 
wäre.  Da  R  nur  für  singulare  Punkte  gleich  Null  ist,  bleibt 
die  Annahme  x  =  konst.,  d.  h.  dt  =  0  oder  1  :  T  =  0.  Nach 
Satz  6  in  Nr.  275  ist  mithin  der  Ort  der  Krümmimgsmittel- 
punkte  nur  dann  eine  Filarevolute,  wenn  die  Urhurve  eben  ist. 

Die  Tangente  Mlf^  der  Filarevolute  (4)  liegt  in  der  Nor- 
malebene von  M  und  bildet  mit  der  positiven  Hauptnormale 
von  M  den  Winkel  r.  Die  Projektionen  von  M3T2  auf  die 
Kanten  des  Dreikants  von  M  sind  gleich  0,  MM2  cos  r  und 
MMc^  sin  T ;  die  Projektion  von  M^I^  auf  die  rr- Achse  ist  mit- 
hin gleich  MM2  (cos  r  ?  +  sin  t  •  A) .  Folglich  sind  die  Rich- 
tungskosinus der  Tangente  MM^  der  Filarevolute  (4): 

(6)    a2  =  ?cosT-f  Asinr,    /32  =  mcosr-f-ftsim:,   y,^=ncost-\-vBmrj 

wenn  die  Tangente  im  Sinne  von  M  nach  M2  positiv  gerechnet 
wird.  Bedeutet  $2  die  Bogenlänge  der  Filarevolute  (4),  so  wird 
§2  eine  Funktion  der  Bogenlänge  s  der  Urkurve  sein,  so  daß 
da2  :  dSy  dß2  :  ds  und  dy2  :  ds  nach  (1)  in  Nr.  272  den  Rich- 
tungskosinus der  Hauptnormale  der  Evolute  proportional  sind. 
Mit  Rücksicht  auf  (2)  und  (3)  in  Nr.  272  sowie  auf  qp  =  r 
und  (3)  ergibt  sich  mithin  aus  (6),  daß  die  Hauptnormale  der 
Filarevolute  der  Tangente  der  Urkurve  parallel  und  somit  zu- 
gleich Normale  der  Polarfläche  ist.  Dies  gilt  übrigens  für  alle 
Filarevoluten  (5). 

293.  Filarevoluten  einer  ebenen  Kurve.  Die  Polar- 
fläche einer  ebenen  Kurve  ist  nach  Nr.  289  derjenige  auf 
der  Ebene  der  Kurve  senkrecht  stehende  Zylinder,  dessen 
Grundkurve  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte,  die  ebene 
Evolute,  ist.  Wegen  Satz  6  in  Nr.  275  wird  cp  in  diesem  Falle 
konstant.  Die  Tangenten  einer  Filarevolute  bilden  also  hier 
mit  der  Normale  der  Kurvenebene  einen  konstanten  Winkel. 
Daher  sind  die  Filarevoluten  jetzt  solche  Kurven  auf  einem 
Zylinder,  die  alle  Mantellinien  unter  einem  konstanten  Winkel 
schneiden.  Derartige  Kurven  heißen  allgemein  Sehratdjen- 
linien.  Der  Winkel  ist  von  Kurve  zu  Kurve  ein  anderer. 
29»,  393J 
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Bei  der  Ausbreitung  der  zylindrisclien  Polarfläche  auf  der  Ebene 
gehen  diese  Filarevoluten  offenbar  in  gerade  Linien  über. 

294.  Abwicklung  der  Folarfläche.  Das  letzte  Er- 
gebnis ist  ein  spezieller  Fall  eines  Satzes,  der  für  eine  be- 
liebige Urkurve  gilt.  Es  sei  M  oder  (Xy  y,  z)  ein  Punkt  einer 
gegebenen  Raumkurve,  M^  odei-  {x^,  y^,  z^  der  zugehörige 
Krümm ungsmittelpunkt  und  M  oder  {Xj  y,  z)  der  zugehörige 
Punkt  der  Gratliuie.  Vgl.  (4)  in  Nr.  263  und  (5)  in  Nr.  276. 
Aus  den  allgemeinen  Formeln  (5)  für  einen  Punkt  üf^  oder 
(^'2,  2/2;  ^2)  einer  Filarevolute  in  Nr.  292  ergibt  sich,  da 
R'T  =  TdR  :ds  =  dR:dt  ist: 

(1)  ^^  =  ^  +  A[Etg(r  +  c)  +  ^], 

und  entsprechende  Formeln  gehen  für  y^  und  z^  hervor. 
Ferner  ist: 

(2)  x,  =  x  +  X^?, 

und  entsprechende  Formeln  gelten  für  y^  und  z^^. 

Wir  wollen  nun  diejenigen  Größen  einführen,  die  sich  auf 
die  Gratlinie  der  Polarfläche  der  oreofebenen  Kurve  beziehen 
und  die  wir  wie  in  Nr.  285  und  286  mit  überstrichenen  Buch- 
staben bezeichnen.  Nach  (4)  in  Nr.  285  sind  X,  ^,  v  durch 
(K,  ß,  y  zu  ersetzen.  Ferner  ist  dt  nach  (5)  in  Nr.  286  gleich 
ed0y  wobei  6  die  Bogenlänge  der  sphärischen  Indikatrix  der 
Tangenten  der  Gratlinie  bedeutet.  Die  Größe  t  ist  nach  der 
Vorschrift  in  Nr.  286  gleich  +1.    An  die  Stelle  von  (1)  und 

(2)  treten  also  die  Gleichungen: 

(3)  a;2  ==  ^  +  £«[-Rtg(^-hÄ;)  + -^],      x^=x-\-eä-^- 

Analoge    Gleichungen     gelten    für    die    übrigen    Koordinaten. 
Dabei  ist  die  Konstante  k  =  sc.    Nach  (6)  in  Nr.  286  haben  wir: 

-r,       d^B  ds 

'    rtö*  d6  ' 

folglich  wegen  ds  :  B  =  dö: 
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Wenn  wir  nun  die  Größen  einführen: 

(5)  i  =  —  £  IPi  sin  ä  +  ^^  cos  6j,     i)  =  eIR  cos  ö  —   ,__  sin  öj  , 
so  kommt  nach  (4): 

(6)  -jl  =  R  cosö,     ,_  =  B  sin  d. 
^   ^  da  ^     da 

Infolge  von  (5)  aber  ist: 

d  7? 

i^  =  —  £  (j  sin  ^  —  ^  COS  ö),       ^^  ==  —  £  (j  cos  ö  +  Ij  sin  ö), 

so  daß  wir  die  Gleichungen  (3)  und  die  analogen  Gleichungen 
für  die  übrigen  Koordinaten  so  schreiben  können: 

j  cos  k  —  ^  sin  A; 


(7) 


^  COS  {a  -\-k)      ' 

_       ^  r  cos  Je  —  ti  sin  Ä;       /o\ 

-  j  cos  Je  —  ^  sin  k 


x^  =  X  —  a  (')C  Gos  6 -\- \)  sin  ö), 

^1  =  F  —  M?  cos  ^  +  t)  sin  ö), 

,-  ,  ,v  0.=^~y(Tcosö-{-t\  sin  er), 

cos  ((j  -|-  «^)  ^  ^ 

Hierin  beziehen  sich  die  überstrichenen  Größen  auf  die  Grat- 
linie der  Urkurve^  und  j,  t)  sind  solche  Funktionen  der  Bogen- 
länge 6  der  sphärischen  Indikatrix  der  Tangenten  der  Grat- 
linie, deren  Ableitungen  durch  (6)  gegeben  sind.  Wir  haben 
also  die  Koordinaten  der  Punkte  M^  und  M^  einer  Filarevolute 
und  des  Ortes  der  Krümmungsmittelpunkte  durch  die  auf  die 
Gratlinie  bezüglichen  Elemente  ausgedrückt.  Die  Konstante  Je 
in  (7)  ist  willkürlich. 

Jetzt  deuten  wir  die  Punktionen  5  und  i)  von  6^  deren 
Ableitungen  durch  (6)  gegeben  sind,  als  recMwinldige  Punkt- 
koordinaten  in  einer  i\)- Ebene.  Nach  Nr.  200  ist  alsdann  6 
als  der  Tangentenwinkel  und  R  als  der  Krümmungsradius  der 
ebenen  Kurve  der  Punkte  (j,  Ij)  aufzufassen.  Nach  Nr.  282 
geht  mithin  die  Gratlinie  bei  der  Abwicklung  der  Polarfläche 
auf  die  Ebene  gerade  in  diese  ebene  Kurve  über.  Da  die  in 
Nr.  282  mit  t  bezeichnete  Größe  für  die  auf  der  Polarfläche 
gelegene  Filarevolute  (7)  die  Strecke  Mll^,  also  den  in  (7) 
auftretenden  Bruch  bedeutet,  so  geht  ferner  der  Punkt  M2  bei 
der  Abwicklung  in  den  Punkt: 

/^N  X  COS  k  —  ü  sin  Ä;         -       ,         ^       r  cos  k  —  ü  sin  jfc    .     - 

(^)     h-l-     ,,,(g^^)— COS0,     fe  =  9-^-^^^-sma 
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über  und  entsprechend  der  Punkt  M^  in  den  Punkt: 

(10)  fj  =  j  — (i'cosö'  +  t)sin5)cos^,   1)^  =  1)  — (jcos^  + ^sin^) sin ^. 

Eliminiert  man  d  aus  (9)^   so   fällt   auch  ^  und  i)  heraus   und 

es  kommt: 

^2  cos  Ic  —  V)2  sin  Je  =  0. 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  geraden  Linie;  und  weil  k 
willkürlich  war,  ergeben  sich  folglich  lauter  Geraden  durch 
den  Anfangspunkt  der  jt)-Ebene.  Da  sich  die  Gleichungen 
(10)  durch: 

^1  -  9  =  (?i  -  ?)  tg  ö^.     Vi  =  -  h  ctg  ö 

ersetzen  lassen,  von  denen  die  erste  in  den  laufenden  Koordi- 
naten i\,  t)^  die  Tangente  der  aus  der  Gratlinie  bei  der  Ab- 
wicklung hervorgegangenen  Kurve  bestimmt,  weil  ö  der  Tan- 
gentenwinkel dieser  Kurve  ist,  und  die  zweite  das  Lot  vom 
Anfangspunkte  auf  diese  Tangente  darstellt,  so  gilt  der 

Satz  15:  Wird  die  Polarfläche  einer  Kurve  auf  die  Ebene 
ahgeivicJi'elt,  so  gehen  alle  Filarevoluten  in  Geraden  durch  einen 
gemeinsamen  Pimli  über.  Zugleich  geht  der  Ort  der  Krümmungs- 
mittelpunlcte  in  den  Ort  der  FußpunJäe  der  Lote  von  diesem 
Punhte  auf  alle  Tangenten  derjenigen  Kurve  über,  in  die  dabei 
die  Gratlinie  der  Polarfläche  verwandelt  wird. 

Da  bei  der  Abwicklung  alle  Kurven  der  Polarfläche  ihre 
wahre  Länge  behalten  und  die  Filarevoluten  zu  Geraden  werden, 
so  sind  sie  auf  der  Polarfläche  kürzeste  Linien  (wie  in  Nr.  293). 

295.  G-emeiue  Schraubenlinien.  In  Nr.  293  erwähnten 
wir  den  allgemeinen  Begriff  der  Schraubenlinien.  Insbesondere 
heißen  Schraubenlinien  auf  Rotationszylindern  ^^meme  Schrauben- 
linien. Wir  wollen  eine  gemeine  Schraubenlinie  als  Beispiel 
zu  den  vorgetragenen  Theorien  behandeln.  Die  Achse  des  ge- 
raden Kreiszylinders,  die  sogenannte  Schraubenachse,  wählen 
wir  dabei  als  die  ^- Achse,  und  die  rr- Achse  legen  wir  durch 
einen  Punkt  Mq  der  Kurve.  Es  sei  a  der  positive  Radius  des 
Zylinders  und  j  der  nach  der  Definition  konstante  Winkel,  den 
die  Tangenten  der  Schraubenlinie  mit  den  Mantellinien  und 
daher  auch  mit  der  positiven  ^-Achse  bilden.  Yon  3Iq  aus 
messen  wir  die  Bogenlänge  s  der  Kurve      Da  die  Schrauben- 
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linie  bei  der  Abwicklung  des  Zylinders  in  einer  j^ -Ebene  in 
die  Gerade  j  =  ssinj,  \)  =  s  cos j  übergeht,  falls  der  Grund- 
kreis des  Zylinders  in  die  j- Achse  übergeht  und  Mq  der  An- 
fangspunkt der  j^ -Ebene  ist,  so  wird  j  die  Länge  des  Kreis- 
bogens MqN,  der  durch  die  Projektion  des  Kurvenbogens  s 
oder  MqM  der  Schraubenlinie  auf  die  xy- Ebene  entsteht; 
t)  ist  die  ;^- Koordinate  von  3£.     Folglich  sind: 

,.s  s  sin^  .    s  sin  j 

(1)  X  =  a  COS -^     y  =  a  sm ^,     ^  =  scosj 

die  Gleichungen  der  gemeinen  Schraubenlinie,  ausgedrückt 
mittels  der  Bogenlänge  s.  Benutzen  wir  statt  der  Bogenlänge 
die  Größe  t  =  ssmj:ay  nämlich  den  Winkel  M^ON,  als  un- 
abhängige Veränderliche,  so  kommen  wir  zu  der  gebräuch- 
licheren Darstellung: 

(2)  X  =  a  cos  t,    2/  =  a  sin  ^,     z  =  at  ctg  j. 

Da  dt'.ds  =  'S,mj:a  ist,  ergibt  die  Differentiation  von  (2) 
nach  s  sofort  die  Richtungskosinus  der  Tangente: 

(3)  cj  =  —  sin  j  sin  ^,     /3  =  sin  j  cos  ^,     y  =  cos  j. 
Nach  (1)  in  Nr.  272  folgt  durch  abermalige  Differentiation: 

7?  7? 

l  = sin^  j  Gost,     m  = sin^  j  sin  t,     n  =  0. 

Quadrieren,  Addieren  und  Wurzelausziehen  gibt,  weil  Z^  -f  m^  -f- 
w"  =  1  und  7^  >  0  ist: 

Folglich  kommt: 

(5)  l  ==  —  cos  tj     m  =  —  sin  t,     n  =  0. 

Hiernach  ist  die  Hauptnormale  das  Lot  von  M  auf  die  Zylinder- 
achse und  zwar  positiv  in  der  Richtung  von  M  nach  der  Achse. 
Nach  (6)  in  Nr.  264  folgt  aus  (3)  und  (5): 

(6)  A  =  cosjsin^,     /i  ==  —  cos  j  cos  ^,     i'  =  sinj. 

Differentiation  der  ersten  Gleichung  (6)  nach  s  gibt  mit  Rück- 
sicht auf  die  erste  Gleichung  (5)  und  nach  (2)  in  Nr.  272: 

/«N  i-  =  _  ^^QJ^o»^'  ^ L  sin  2  j 
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Folglich  ist  die  Schraubenlinie  nach  Nr.  273  rechts  oder  links 
gewunden,  je  nachdem  sin  2j  ^  0  ist,  was  auch  die  räumliche 
Anschauung  lehrt.  Nach  der  dritten  Formel  (6)  bildet  die 
Schmiegungsebene  mit  der  Schraubenachse  einen  konstanten 
Winkel.  Aus  (4)  und  (7)  folgt,  daß  Krümmung  und  Torsion 
der  gemeinen  Schraubenlinie  konstant  sind.  Nach  Nr.  288  fällt 
der  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel  mit  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte zusammen.     Für  die  Gratlinie  ist  daher: 

(8)  X  =  —  a  ctg^  j  cos  ^,     y  =  —  a  ctg^  j  sin  t,     z  =  at  ctg  j. 

Vergleichung  mit  (2)  zeigt,  daß  die  Gratlinie  der  Polarfläche 
auch  eine  gemeine  Schraubenlinie  ist;  sie  liegt  auf  einem  Zy- 
linder vom  Radius  a  ctg^  j  und  mit  derselben  Schraubenachse. 
Diese  Schraubenlinie  hat  dieselbe  Schraubenhöhe  wie  die  Ur- 
kurve.  Unter  der  Schraubenhöhe  wird  dabei  die  Größe  ver- 
standen, um  die  z  wächst,  wenn  ein  Umlauf  um  den  Zylinder 
vollendet  wird,  also  die  Strecke  27tactgj. 

Die  Polarfläche  der  gegebenen  gemeinen  Schraubenlinie 
ist  hiernach  die  Tangentenfläche  einer  anderen  gemeinen 
Schraubenlinie,  eine  sogenannte  abivickelbare  Schraubenfläche. 
Da  die  Normalebene  der  gegebenen  Schraubenlinie  (2)  nach 
(3)  in  den  laufenden  Koordinaten  £,  ^,  §  durch: 

(9)  sin  ^  •  ^-  —  cos  ^  •  Ij  —  ctg  j  •  §  -h  at  ctg^  j  =  0 

dargestellt  wird,  geht  die  Gleichung  der  Polarfläche  hervor, 
wenn  man  (9)  nach  t  differenziert: 

cos  ^  •  j  +  sin  ^  •  ^  +  a  ctg^  j  =  0 

und  hieraus  und  aus  (9)  die  Veränderliche  t  eliminiert.  Um 
die  Schnittlinie  der  Polar  fläche  mit  der  xy- Ebene  zu  erhalten, 
setzen  wir  1  =  0,  so  daß  sich  ergibt: 

j  =  —  a  ctg^  j  (t  sin  ^  +  cos  ^),     t^  =  a  ctg^  j  (t  cos  t  —  sin  t). 

Ersetzen  wir  hierin  j:  durch  — x  und  t)  durch  —y,  d.h.  drehen 
wir  die  Kurve  um  die  Schraubenachse  um  zwei  rechte  Winkel 
herum,  und  bezeichnen  wir  actg^j  mit  r  und  t  mit  ^,  so 
liegen  die  Gleichungen  der  in  Nr.  244  besprochenen  Kreis- 
evolvente vor. 
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Da  s  =  at:  sin  j,  also  ds  =  adt:  sin  j  und  der  Torsioiis- 
winkel  dt  =  äs  :  T  ist,  so  folgt  aus  (7)  noch  dt  =  —  cos j -dt. 
Wenn  wir  demnach  t  =—tcosj  setzen,  so  geben  die  Gleichungen 
(5)  von  Nr.  292  die  Filarevoluten  der  gemeinen  Schraubenlinie: 

x^  =  ~a  ctg2^  cos  t  -  -^^.  sm  t  tg(^  cos^  -  c), 


(10) 


y^  =  -  a  ctg2  j  sin  t  +  -^  cos  t  tg  {t  cos  j  -  c), 
^2  =      ö^  ctg  j  .  ^  -  ^.^^.  tg  (t  cos  j  -  c),      • 


wobei  c  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet.  Nach  (1)  in 
Nr.  291  sind  die  Gleichungen  der  Filarevolventen  der  gemeinen 
Schraubenlinie: 

^     ^      i  X  =  a  cos  t  -{-  (at  —  c  sin  j)  sin  t, 
(11)     W^  .  /  .     .  Z  =  c  cos  j. 

[Y  =  a  sm  t  —  [at  —  c  sinj)  cos  t. 

Weil  hier  Z  konstant  ist,  sind  die  Filarevolventen  die  Schnitt- 
linien von  Ebenen  senkrecht  zur  Schraubenachse  mit  der  Tan- 
gentenfläche der  gegebenen  Schraubenlinie  und  daher  wie  die 
Schnittlinie  der  Polarfläche  mit   der  xy-Ehene  Kreisevolventen. 

296.  Kurven,  bei  denen  das  Verhältnis  von  Krüm- 
mung und  Torsion  konstant  ist.  Aus  den  Frenetschen 
Formeln  (1)  und  (2)  in  Nr.  272  folgt,  daß  Rda  -  TdX, 
Rdß  —'  Td^i  und  Rdy  —  Tdv  gleich  Null  sind.  Ist  nun  bei 
einer  Kurve  das  Verhältnis  von  Krümmung  und  Torsion  kon- 
stant, also  auch  B  :  yW+~T^  und  T :  yW~+~T^  konstant, 
etwa  gleich  cos  c  und  sine,  so  folgt,  daß  da  —  ige  ■  d?.  usw. 
gleich  Null  sind,  d. h.  a  —  Xigc,  ß  —  ^igc,  y  —  vigc  oder  auch 

a  cos  c  —  X  sin  c,      ß  cos  c  —  ^  sin  c,      y  cos  c  —  v  sin  c 

konstant  sind.  Die  Summe  der  Quadrate  dieser  drei  Größen 
ist  aber  gleich  Eins;  also  sind  sie  die  Kosinus  A,  B,  C  einer 
festen  Richtung.     Weil  nun: 

Aa  +  Bß  -\-  Cy  ==  cosc 

ist,  bilden  die  Tangenten  der  Kurve  mit  der  festen  Richtung 
den  konstanten  Winkel  c.  Legen  wir  durch  alle  Punkte  der 
Kurve  Geraden  in  dieser  Richtung,  so  entsteht  ein  Zylinder. 
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Die  Kurve  schneidet  alle  Mantellinien  dieses  Zylinders  unter 
einem  konstanten  Winkel  c  und  ist  folglich  eine  Schrauben- 
linie im  allgemeinen  Sinne  des  Wortes  (vgl.  Nr.  293). 

Uingeliehrt:  Liegt  eine  allgemeine  Schraubenlinie  vor  und 
wird  die  5^- Achse  parallel  der  Richtung  ihres  Zylinders  ge- 
wählt, so  ist  y  konstant.  Nach  der  letzten  Frenetschen  For- 
mel (1)  in  Nr.  272  wird  also  n  =  0,  daher  nach  der  letzten 
Frenetschen  Formel  (3)  ebenda: 

(1)  -L-  +  ^  =  0>     d.h.     .  =  -§>■• 

Nun  ist  aber  y^  -\-  n^  -\-  v'^  =  1 ,  mithin  folgt: 

d.  h.  mit  y  ist  auch  T :  B  konstant. 

Satz  16:  Bei  einer  Kurve  ist  dann  und  nur  dann  das 
Verhältnis  von  Krmnmung  und  Torsion  konstant,  ivenn  sie  irgend 
eine  allgemeine  Schraubenlinie  ist. 

297.  Kurven  konstanter  Krümmung  und  kon- 
stanter Torsion.  Wenn  sowohl  die  Krümmung  als  auch 
die  Torsion  einer  Kurve  konstant  ist,  so  gilt  dasselbe  vom 
Verhältnis  von  Krümmung  und  Torsion,  so  daß  es  sich  um 
eine  Schraubenlinie  handelt.  Wir  wollen  untersuchen,  um  was 
für  eine.  Wird  wieder  die  5'-Achse  parallel  zur  Richtung  des 
Zylinders  gewählt,  so  ist  wie  vorhin  y  konstant  und  n  =  0. 
Die  Gleichung  (1)  der  vorigen  Nummer  besagt,  daß  auch  v 
konstant  ist.     Wegen  a^  -{-  ßi'^  =  1  —  y'^  können  wir: 


a  =  ]/l  —  y^  sin  (p,      ß  =  ]/l  —  y^  cos  g) 

setzen.     Es    sind   a   und   ß    die   Ableitungen   x    und   /  von  x 
und  y  nach  der  Bogenlänge  s;    folglich  kommt: 

X   =  ]/l  —  y^  sin  q),  y   =  V^  —  y^  cos  g), 


x"  =yi  —  y^  cos  q)  •  qp',      y"  ==  —  Yl  —  y^  sin  cp  •  (p\ 

Da  nun  nach  (10)  in  Nr.  264  die  Konstante  v  =  R{x'y"—yx") 
ist,  so  ergibt  sich  für  (p'  oder  dcp  :  ds  ein  konstanter  Wert,  so 
daß  cp  die  Form  as  -\-  b  hat,  wo  a  und  b  Konstanten  sind. 
Also  kommt: 
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Führen  wir  t  =  it  —  as  —  h  als  unabhängige  Veränderliche  ein, 
so  ergibt  sich: 

dt  a  ^      dt  a  ^     dt  a 

Daher  sind  die  drei  Größen 

Konstanten.     Verlegen   wir  den  Punkt  (^q,  y^,  z^   in   den  An- 
fangspunkt, so  kommt: 


yi  — y2       ^            Vi  — y'   •    ^  y  ^ 

^  =  -  cos  if,     1/  = '-  sm  ^,     ^  =  — ~t. 

Dies  aber  sind  nach  (2)  in  Nr.  295  die  Gleichungen  einer  ge- 
meinen Schraubenlinie j  die,  wie  wir  damals  sahen,  in  der  Tat 
konstante  Krümmung  und  konstante  Torsion  hat.  Also  folgt 
Satz  17:  Eine  Kurve  hat  dann  und  nur  dann  sowohl 
Iwnstante  Krümmung  als  auch  konstante  Torsion,  wenn  sie  eine 
gemeine  Schraubenlinie  ist. 


§  7.    Berührung  und  Oskulation  zwischen  Kurven 
und  Flächen. 

298.  Berührung  zwischen  zwei  Kurven.  Wenn 
zwei  Raumkurven  einander  in  einem  Punkte  M  berühren,  so 
wollen  wir  die  Berührung  höherer  Ordnung  so  definieren: 

Es  sei  Q  ein  zu  M  benachbarter  Punkt  der  gemeinsamen 
Tangente,  siehe  Fig.  65.  Die  durch  Q  gehende  und  zur  Tan- 
gente senkrechte  Ebene  schneide  die  beiden 
Kurven  in  M'  und  M^\  Alsdann  sagen  wir, 
daß  die  beiden  Kurven  einander  in  M  in  der 
Ordnung  r  berühren,  wenn  der  Grenzwert 


(1)  lim   -^4'-' 


Fig.  65. 


endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
Um  diese  Definition  analytisch  zu  formulieren,  wollen  wir 
annehmen,  die  Kurven  seien  in  den  Formen: 
»97,  »98] 
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(2)    y^fix),    z  =  g{x),  (3)    y  =  F{x),    ,=  G{x) 

gegeben,  also  ausgedrückt  mittels  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X.  Nach  Voraussetzung  soll  es  einen  Wert  von  x  geben, 
für  den  aus  (2)  dieselben  Werte  von  y  und  z  hervorgehen  wie 
aus  (3);  außerdem  sollen  beide  Kurven  in  dem  dadurch  be- 
stimmten gemeinsamen  Punkte  M  eine  gemeinsame  Tangente 
haben,  d.h.  es  soll  dort  f{x)  =  F\oc)  und  g(x)  =  G'(x)  sein. 
Zunächst  möge  noch  spezieller  angenommen  tverden,  diese 
gemeinsame  Tangente  sei  der  x- Achse  parallel.  Alsdann  hat 
ein  Punkt  ^dieser  Tangente,  der  zu  M  benachbart  ist,  eine 
Abszisse  x  -f  zlx,  während  für  ihn  y  und  z  dieselben  Werte 
wie  für  M  haben.  Die  Punkte  M'  und  M^  haben  dieselbe 
Abszisse  x  -j-  Jx,  doch  sind  die  beiden  anderen  Koordinaten 
von  M'  diese: 

y  -j-  ^y  =  f(x  -\-  /Ix),    z  -^  /lz  =  g{x  -\-  ^x) 

und  die  von  M^'  diese: 

y-\-  ztij,  =  F{x-{-zfx),    zi-Jz,=^G(x  +  ^x). 

Es  ist  also: 

MQ  =  zix,     M'M^^  =  (z/i/i  -  z/y)-  -{-  (z/^i  -  z/^)-. 

Wir  fordern  nach  (1),  daß  M' M^^  mit  /Ix  in  der  {2r^2T'' 
Ordnung  gleich  Null  werde.  Es  muß  dies  also  von  mindestens 
einem  der  beiden  Summanden  (z/i/i  —  /lyy  und  (z/^j  —  zlzY 
gelten,  während  der  andere  mit  /dx  dann  sehr  wohl  in  höherer^ 
aber  nicht  in  niederer  Ordnung  verschwinden  darf.  Von  den 
beiden   Grenzwerten  von 

für  lim  z/rc  =  0  muß  also  wenigstens  einer  endlich  und  von 
Null  verschieden  sein,  während  der  andere  zwar  auch  endlich 
sein  muß,  aber  auch  gleich  Null  sein  darf. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  Funktionen  f(x)  und  g(x)  und 
ebenso  die  Funktionen  F(x)  und  G{x)  nebst  ihren  Ableitungen 
bis  zur  (r  -\-  1)**^  Ordnung  einschließlich  in  der  Umgebung 
des  betrachteten  Wertes  x  bestimmte  endliche  Werte  haben, 
so  können  wir,  da  f(x)  =  F(x),  f(x)  =  F'{x)  und  g{x)=  G(x), 

[»98 
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g\x)  =  G'{x)  für  den  betrachteten  Wert  x  ist,  die  Differenzen 
/ly^  — Ay  und  Az^— /iz  so  schreiben: 

Ay-  Ay  =  \_F'\x)-f"{x)-\  ^y  +  -  +  [-FM(x)  -/•«(*)]  ^  + 
+  iF(^^'\x  +  dAx)-f^^'\x  +  9z/a;)]^^^, 

z/^,  -Az=^  {&'{£)  -  g\x)\  ^^'  +  •  •  •  +  [ö« (ä^)  -  <?('■)  W]  i:f  + 
+  [(?(>•+ 1) (ä:  +  %Ax)  -  (f* » (a;  +  ^Ax)-\ ^^, 

wobei  6  und  %■  positive  echte  Brüche  sind,  vorausgesetzt,  daß 
\Zlx\  hinreichend  klein  gewählt  wird,  nach  Satz  19,  Nr.  112. 
Damit  die  Werte  (4)  endliche  Grenzwerte  für  lim  z/ic  =  0 
haben,  ist  also  notwendig,  daß  die  Ableitungen  von  F{x)  mit 
denen  von  f{x)  und  die  Ableitungen  von  G{x)  mit  denen 
von  g{x)  bis  zur  r*®''  Ordnung  einschließlich  übereinstimmen. 
Damit  ferner  wenigstens  einer  der  beiden  Grenzwerte  nicht 
gleich  Null  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  nicht  beide 
(r  +  1)*®^  Ableitungen  von  F{x)  bzw.  G(x)  mit  denen  von 
f{x)  bzw.  g{x)  übereinstimmen.  Gemeint  ist  natürlich  immer 
die  Übereinstimmung  für  den  betrachteten  Wert  von  x. 

Daß  dies  Ergebnis  auch  dann  gilt,  wenn  die  gemeinsame 
Tangente  beider  Kurven  nicht  zur  :r- Achse  parallel  ist,  sieht 
man  so  ein:  Das  Achsenkreuz  werde  durch  eine  Drehung  um 
den  Anfangspunkt  in  irgend  eine  neue  Lage  gebracht.  Sind 
Xj  y j  z  die  Koordinaten  im  neuen  Achsenkreuze,  so  bestehen 
Beziehungen  von  der  Form: 

■  X  =  A^x  +  B^y  +  C^Zy 

(5)  \y  =  A.^x-\-B^y-\-C^z, 

z  =  A^x  +  B^y  +  G^Zy 

in  denen  die  Koeffizienten  konstant  sind.  Im  alten  Achsen- 
kreuze war  X  die  unabhängige  Veränderliche,  im  neuen  soU 
es  X  sein.  Nach  Nr.  94  lassen  sich  die  Ableitungen  ¥^^  Ord- 
nung von  y  und  z  nach  x  durch  die  Ableitungen  erster  bis 
li^^^  Ordnung  von  y  und  z  nach  x  ausdrücken,  und  umgekehrt. 
Dabei  muß  allerdings  verlangt  werden,  daß  der  aus  (5)  fol- 
gende Wert: 
»98] 
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^/- ^  A,  + B,'^  +  C,"^ 
dx  ^   '       ^  dx    ^      ^  dx 

in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  endlich  und  von 
Null  verschieden  sei  Da  nun  dy  :  dx  und  ds  :  dx  an  jener 
Stelle  nach  der  früheren  Voraussetzung  gleich  Null  sind,  muß 
folglich  Ä^  =^  0  angenommen  werden.  Dies  bedeutet:  Die  ge- 
meinsame Tangente,  die  der  alten  ic- Achse  parallel  ist,  darf 
im  neuen  Achsenkreuze  nicht  senkrecht  zur  ;r- Achse  sein. 
Unter  dieser  Bedingung  folgt  nun  daraus,  daß  die  Ableitungen 
von  y  und  0  nach  x  bis  zur  r*^""  Ordnung  bei  beiden  Kurven 
an  der  betrachteten  Stelle  übereinstimmen,  dasselbe  für  die 
Ableitungen  von  y  und  z  nach  x.  Die  gemeinsame  Tangente 
ist  gewiß  nicht  zur  :r- Achse  senkrecht,  wenn  die  ersten  Ab- 
leitungen von  y  und  s  dort  endliche  Werte  haben.  Also  hat 
sich  ergeben: 

Satß  18:   Zwei  Kurven: 

y  =  f{x),   z  =  g{x)     und    y  =  F{x),   z  =  G(x) 

berühren  einander  in  einem  PunMe  in  gerader  r^^''  Ordnung, 
wenn  für  den  zugehörigen  Wert  von  x: 

fix)  =  Fix),    fix)  =  F'ix),  . .  .  ^W  ix)  =  J-C)  ix), 
g (x)  =  Oix),    g'ix)  =  G'ix),  . . .  <?(') ix)  =  GC-) (*■) 
istj  dagegen  nicht  beide.  Gleichungen: 

/•('- + 1)  (x)  =  F^'-  + 1)  (x) ,     r/(^ + 1)  (x)  =  G^'-  + 1)  (x) 

bestehen.  Dabei  wird  vorausgesetzt ^  daß  die  Funktionen  f{x), 
g(x),  F(x)  und  G{x)  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur  (r-fl)^^" 
Ordnung  einschließlich  in  der  Umgebung  des  betrachteten  Wertes  x 
bestimmte  endliche  Werte  haben  und  daß  die  (r  -\-  1)^"  Ab- 
leitungen an  der  betrachteten  Stelle  stetig  seien. 

Wir  legen  nun  durch  einen  zum  gemeinsamen  Punkte  31 
benachbarten  Punkt  Q  der  gemeinsamen  Tangente  eine  Ebene 
senkrecht  zur  x- Achse  (nicht  zur  Tangente),  die  beide  Kurven 
in  M'  und  M^  treffe.  Alsdann  ist  aus  den  Entwicklungen 
der  Koordinaten  y  +  ^y,  z  -{-  /iz  von  M'  und  der  Koordi- 
naten y  -f  zly^,  z  +  Az^  von  M^  nach  Potenzen  von  /ix  wie 
oben  zu  ersehen,  daß  M' M^  :  MQ''^^  unter  den  Voraus- 
setzungen   des   Satzes    für    lim  3IQ  =  0    einen    endlichen    und 
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von  Null  verschiedenen  Grenzwert  hat.  In  Nr.  214  gingen 
wir  bei  der  Betrachtung  der  Berührung  höherer  Ordnung 
zwischen  ebenen  Kurven  von  diesem  Grenzwerte  aus  und 
zeigten  dann^  daß  auch  der  zu  Anfang  der  jetzigen  Nummer 
aufgestellte  Grenzwert  endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 
Hier  haben  wir  den  umgekehrten  Weg  eingeschlagen,  wodurch 
die  damaligen  Betrachtungen  in  einem  wesentlichen  Punkte 
vervollständigt  werden. 

Aus  dem  obigen  Satze  und  aus  Nr.  214  folgt  sofort: 
Satz  19:  Berühren  zwei  Kurven  einander  gerade  in  der 
y,tm  Qjrdnung  und  ist  die  gemeinsame  Tangente  nicht  senkrecht 
zur  X-Achse,  so  berühren  auch  die  Projektionen  heider  Kurven 
auf  die  xy-Ehene  und  ebenso  ihre  Projektionen  auf  die  xz-Ebene 
einander  in  mindestens  r^''  Ordnung^  und  eine  dieser  beiden  Be- 
rührungen ist  dabei  von  gerade  r^''  Ordnung. 

299.  Oskuliereude  Kurven.    Liegt  außer  einer  Kurve 

(1)  y  =  f(^),    ^  =  9(^) 

eine  Kurvenschar 

(2)         ij  =  F(x,  »1,  «2, . . .  aj,     z=G{x,  a,,  a^,...  a„) 

mit  n  willkürlichen  Konstanten  ttj,  ag,  ...  a„  vor,  so  kann  man 
nach  derjenigen  Kurve  der  Schar  fragen,  die  mit  der  gegebenen 
Kurve  (1)  an  einer  bestimmten  Stelle  x  eine  Berührung  von 
möglichst  hoher  Ordnung  eingeht.  Da  Satz  18  der  vorigen 
Nummer  zu  2  (r  +  1)  Bedingungen  für  eine  Berührung  in  der 
yten  Ordnung  führt,  so  kann  man  im  allgemeinen  erwarten,  daß 
sie  sich  durch  passende  Wahl  von  a^,  a^^.  ..a^  erfüllen  lassen, 
wenn  w  ^  2  (r  +  1)  ist.  Es  ist  jedoch  möglich,  daß  einige 
Konstanten  noch  ganz  willkürlich  bleiben,  so  daß  es  in  der 
Schar  (2)  nicht  eine  einzige,  sondern  unzählig  viele  Kurven 
gibt,  die  mit  der  Kurve  (1)  an  der  vorgeschriebenen  Stelle 
eine  Berührung  in  der  höchsten  möglichen  Ordnung  eingehen. 
Diese  Kurven  heißen  die  dort  oskulierenden  Kurven  der  Schar. 

300.  Der  Erümmuugskreis  als  oskulierender  Kreis. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  eines  Kreises  im  Räume  enthalten 
die  Koordinaten  des  Mittelpunktes,  den  Radius  und  zwei  der 
Richtungskosinus  der  Senkrechten  zur  Kreisebene,  so  daß  hier 
898,  899,  300J 
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die  Zahl  n  der  vorigen  Nummer  gleich  sechs  ist.  Aus  w  =  2(r+ 1) 
folgt  nun  r  =  2,  so  daß  wir  vermuten  dürfen,  daß  es  gerade 
einen  Kreis  gibt,  der  eine  gegebene  Kurve  an  einer  gegebenen 
SteUe  in  der  höchsten  möglichen  Ordnung,  und  zwar  in  der 
zweiten,  berührt.  In  der  Tat  gibt  es  gerade  einen  solchen 
oskulierenden  Kreis.  Denn  wenn  die  Berührung  von  zweiter 
Ordnung  sein  soll,  so  müssen  die  ersten  und  zweiten  Ab- 
leitungen von  y  und  ^  beim  Kreise  mit  denen  bei  der  Kurve 
übereinstimmen;  der  Kreis  muß  also  in  der  Schmiegungsebene 
des  Kurvenpunktes,  folglich  seine  Mitte  auf  der  Hauptnormale 
liegen,  da  er  die  Kurve  berühren  soll.  Weil  auch  der  Krüm- 
mungsradius von  den  Ableitungen  bis  zur  zweiten  Ordnung 
abhängt,  so  muß  er  der  Radius  des  Kreises  sein,  d.h.  der  oslcu- 
lierende  Kreis  ist  der  Krümmimgslreis.  Er  berührt  im  all- 
gemeinen in  nicht  höherer  als  zweiter  Ordnung,  denn  wenn 
die  Berührung  von  dritter  Ordnung  wäre,  so  würde  die  Tor- 
sion der  Kurve  an  der  betrachteten  Stelle^  mit  der  des  Kreises 
übereinstimmen,  die  jedoch  nach  Satz  6  in  Nr.  275  gleich  Null 
ist.     Also  folgt: 

Satz  20:  Derjenige  Kreis,  der  mit  einer  Baumlturve  an 
einer  Stelle,  deren  Torsion  nicht  gleich  Null  ist,  eine  Berührung 
von  möglichst  hoher  Ordnung  eingeht,  ist  der  Krümmungslreis, 
und  seine  Berührung  ist  von  gerade  zweiter  Ordnung. 

Ist  die  Torsion  dort  gleich  Null,  so  wird  übrigens  der 
Krümmungskreis  im  allgemeinen  die  Kurve  auch  dann  nur  in 
der  zweiten  Ordnung  berühren,  denn  dieser  Fall  tritt  z.  B.  bei 
den  ebenen  Kurven  ein,  vgl.  Satz  6  in  Nr.  275  und  Satz  20 
und  21  in  Nr.  218. 

301.  Berührung  zwischen  zwei  Flächen.  Zwei 
Flächen  berühren  einander,  wenn  sie  einen  Punkt  M  und  die 
Tangentenebene  von  M  gemein  haben.  Legen  wir  durch  die 
gemeinsame  Normale  von  M  eine  beliebige  Ebene,  so  schneidet 
sie  die  beiden  Flächen  in  zwei  ebenen  Kurven  Ä  und  \,  die 
einander  in  M  berühren.  Die  Ordnung  dieser  Berührung  kann 
für  verschiedene  Schnittebenen  verschieden  sein.  Ist  sie  für 
keine  Schnittebene  kleiner  als  r  und  für  mindestens  eine 
gleich  r,  so  sagen  wir,  daß  die  Flächen  einander  in  M  in 
gerade  r^^  Ordnunof  berühren. 
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Die  gemeinsame  Normale  sei  zunächst  der  <^-Achse  parallel, 
und  die  Schnittebene  bilde  mit  der  ic^-Ebene  den  Winkel  a. 
Ferner  seien  x,  y,  0  die  Koordinaten  von  31.  In  der  Schnitt- 
ebene ziehen  wir  eine  zur  Normale  benachbarte  Gerade,  die 
h  und  Ji\  in  M'  und  M-^_'  treffe,  so  daß  x  +  ^^  und  y  +  ^y 
gemeinsame  x-  und  «/-Koordinaten  von  Jf '  und  Jf/  sind,  während 
M'  und  Jf/  verschiedene  ^-Koordinaten  z  +  ^^  und  ^  +  ^^i 
haben  werden.  Nach  Nr.  214  ist  zu  fordern,  daß  die  Differenz 
Az  —  /iz^  mit  der  Entfernung  Y/ix^-^-Ay^  zwischen  der  Nor- 
male und  M' M^  mindestens  in  der  {r  +  1)*^^  Ordnung  gleich 
Null  werde,  wie  immer  auch  a  gewählt  sein  mag,  und  daß  dies 
für  wenigstens  einen  Wert  von  co  in  gerade  (r  +  1)*®'^  Ord- 
nung der  Fall  sei.  Sind  die  Koordinaten  z  und  z^  der  beiden 
Flächen  solche  Funktionen  von  x  und  «/,  die  mit  ihren  Ab- 
leitungen bis  zu  denen  von  (r  +  l)*®""  Ordnung  stetig  in  der 
Umgebung  des  betrachteten  Wertepaares  x,  y  sind,  so  ist  also 
nach  Satz  28  in  Nr.  137  zu  verlangen,  daß  für  beide  Flächen 
an  der  betrachteten  Stelle: 

(1)  dz  =  dz^,     d'z  =  d^z^,  .  .  .  d^'-^z  =  d^'^h^ 

sei,  sobald  dx  =  q  cos«,  dy  =  q  sin  ca  gesetzt  wird,  und  daß 
wenigstens  für  einen  Wert  von  co: 

(2)  r/('-  +  %  +  f^  ('•  +  %! 

sei.  Da  die  Bedingungen  (1)  unabhängig  von  dem  Werte  von  «, 
also  für  alle  Differentiale  dx  und  dy  gelten  sollen,  so  müssen 
an  der  betrachteten  Stelle  nicht  nur  z  und  z^^  sondern  auch 
alle  partiellen  Ableitungen  von  z  und  z^  bis  zu  denen  von 
^ter  Ordnung  entsprechend  gleiche  Werte  haben.  Wegen  (2) 
darf  dies  jedoch  nicht  für  alle  Ableitungen  von  {r  +  1)*®'"  Ord- 
nung gelten. 

Daß  dieser  Schluß  von  der  Annahme,  daß  die  gemeinsame 
Normale  zur  ^- Achse  parallel  sei,  unabhängig  ist,  erkennt  man 
wie  in  Nr.  298  durch  Einführung  eines  neuen  Achsenkreuzes. 
Es  darf  nur  die  neue  ^- Achse  nicht  parallel  zur  Tangenten- 
ebene von  M  sein.  Dies  ist  sicher  nicht  der  Fall,  wenn  die 
ersten  Ableitungen  von  z  und  z^  stetig  sind.     Somit  folgt: 

Satz  21:    Wenn  die  beiden  Flächen: 

z  =  f(x,  y)    und     z  =  Fix,  y) 
301J 
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einander  in  einem  PunMe  {x,  y,  z)  herühreiiy  so  ist  die  Berüh- 
rung von  gerade  r^^''  Ordnung,  tvenn  für  die  zugehörigen  Werte 
von  X  und  y  die  Funldion  f{x,y)  nehst  allen  ihren  partiellen 
Ableitungen  his  zur  r^^  Ordnung  mit  der  Funldion  F(x,  y)  nebst 
ihren  entsprechenden  partiellen  Ableitungen  bis  zur  r^^"  Ordnung 
übereinstimmt,  während  diese  Übereinstimmung  nicht  mehr  hei 
allen  Ableitungen  von  der  (r  +  1)'*"  Ordnung  besteht.  Dabei 
wird  vorausgesetzt,  daß  die  FunMioyien  f  und  F  nebst  allen  Ab- 
leitungen bis  zur  (r  -\-  ly^"  Ordnung  in  der  Umgebung  der  be- 
trachteten WeHe  X  mid  y  stetig  seien. 

Insgesamt  ergeben  sich  4-  (f  +  1)  (>*  +  2)  Bedingungen,  da 
ja  eine  Funktion  von  zwei  Yeränderlichen  /:  +  1  partielle  Ab- 
leitungen von  k^""  Ordnung  hat. 

302.  Oskulierende  Flächen.  Liegt  außer  einer  be- 
stimmten Fläche  z  =  f{Xy  y)  eine  Flächenschar: 

z  =  F(x,y,a,,a,,...a„) 

mit  n  willkürlichen  Konstanten  a^,  «g^  •  •  •  ^^n  ^^^}  ^^  kann 
man  nach  denjenigen  Flächen  der  Schar  fragen,  die  mit  der 
gegebenen  Fläche  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  Berühnmg 
von  möglichst  hoher  Ordnung  eingehen.  Sie  heißen  die  oshi- 
lirrenden  Flächen.  Da  wir  zu  -^(r  +  1)  (r  +  2)  Bedingungen 
für  eine  Berührung  von  r**^""  Ordnung  gelangten,  ist  zu  er- 
warten, daß  sich  oskulierende  Flächen  mit  einer  Berührung  in 
^.ter  Ordnung  ergeben  werden,  wenn  die  Zahl  n  der  willkür- 
lichen Konstanten  mindestens  gleich  -5-(r  +  1)  (*"  + 2)  ist.  Dabei 
werden  jedoch  im  allgemeinen  mehrere  Konstanten  willkürlich 
bleiben,  so  daß  eine  Schar  von  oshdierenden  Flächen  hervor- 
geht. Z.  B.  wenn  die  Flächenschar  die  aller  Kugeln  ist,  so 
enthält  ihre  Gleichung  vier  wesentliche  Konstanten.  Die  Be- 
dingung ^(r  -|-  1)  (r  +  2)  ^  4  gibt  hier  r  =  1.  In  der  Tat  gibt 
es,  wie  man  zeigen  könnte,  unter  aUen  Kugeln,  die  eine  Fläche 
an  einer  bestimmten  Stelle  berühren,  im  allgemeinen  keine, 
die  in  höherer  als  erster  Ordnung  berührt. 


fil 
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Zehntes  Kapitel. 
Fläclienkurven  und  Pläclienfamilien. 

§  1.    Die  Krümmungsradien  eines  Fläclienpunktes. 

303.  Vorbemerkung.  Da  wir  uns  jetzt  zu  Kurven  auf 
Flächen,  kurz  gesagt  zu  Flächenkurven,  wenden,  also  die  Theorie 
der  Kurven  mit  der  Theorie  der  Flächen  verbinden  wollen,  so 
sei  vorweg  bemerkt,  daß  wir  uns  die  Fläche  meistens  in  der 
Form  z  =  fix,  y)  gegeben  denken  werden.  Dann  ist  eine  Plächen- 
kurve  definiert,  wenn  x  and  y  irgend  zwei  Funktionen  einer 
Hilfsveränderlichen  sind  und  für  ^  die  aus  z=-f{x,y)  hervor- 
gehende Funktion  dieser  Veränderlichen  gesetzt  wird.  Wir 
nehmen  an,  daß  alle  vorkommenden  Funktionen  nebst  ihren 
Ableitungen,  so  weit  sie  gebraucht  werden,  in  der  Umgebung 
einer  betrachteten  Stelle  der  Fläche  stetig  seien. 

Wie  in  Nr.  85  seien  mit  p  und  q  die  ersten  und  mit 
r,  s,  t  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  z  =  f(x,  y)  be- 
zeichnet, so  daß  auf  der  Fläche: 

(1)  dz  =  pdx  -{-  qdy,     dp  =  rdx  -\-  sdy,     dq  =  sdx  -\-  tdy 
ist.    Das  vollständige  Differential  zweiter  Ordnung  von  z  lautet: 

(2)  d^z  =  rdx^  +  2sdxdy  +  tdy\ 

304.  Krümmungsradius   einer  Flächenkurve.     Es 

sei  M  oder  (x,  y,  z)  ein  Flächenpunkt,  durch  den  eine  gewisse 
Kurve  auf  der  Fläche  gehe.  Wie  immer  bezeichnen  wir  mit 
a,  ß,  y  bzw.  l,  m,  n  die  Richtungskosinus  der  positiven  Tan- 
gente bzw.  Hauptnormale  der  Kurve  an  der  Stelle  Jf,  mit  R 
ihren  Krümmungsradius  in  M  und  wie  in  Nr.  260  mit  da  ihren 
Kontingenzwinkel,  d.  h.  mit  6  die  Bogenlänge  der  sphärischen 
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Indikatrix  der  Tangenten  der  Kurve.  Dann  ist  Bdö  das  Bogen- 
differential  der  Flächenkurve,  so  daß  nach  (1)  in  Nr.  259  und 
nach  (4)  in  Nr.  272  kommt: 

^  ^  da         ^  de  ^         da 

Sind  ferner  X,  Y,  Z  die  Richtungskosinus  der  positiven  Flächen- 
normale von  31,  so  ist  nach  (10)  in  Nr.  253: 

(?>)    X  =        ~~  ^  Y  =  ^  ^  ,^ ^_ 

^  ^  ypTFT^'  T/p*+7Nhi'  VFT¥1^' 

ivobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Für  den  Kosinus  des  Winkels  6 
zwischen  der  positiven  Flächen-  und  Hauptnormale  von  M  er- 
gibt sich  nach  (2)  und  (3): 

(4)     cos  6^X1  +  Ym  +  Zn^  (^^  -P^£-U  ta)  ^  V^'+ä^+l  • 

Werden    in    die    Formeln    (1)    der    vorigen    Nummer    die 
Werte  von  dx,  dp,  dz  aus  (1)  eingesetzt,  so  kommt: 

y=pa  +  qß,     ^f  =  B(r«  +  s/5),     ^  =  E(scc  +  tß). 

Differentiation  der  ersten  Gleichung  nach  6  gibt  mit  Rücksicht 
auf  die  beiden  letzten: 

Wird  dies  in  (4)  eingesetzt,  so  kommt: 


(5)  B J^+ä!+i      cosö. 

Diese  Formel  drückt  den  Krümmungsradius  der  Flächen- 
kurve in  M  erstens  durch  die  Größen  p,  q,  r,  5,  t  aus,  die 
sich  nur  auf  die  Fläche  beziehen,  zweitens  durch  die  beiden 
Richtungskosinus  «,  ß  der  Kurventangente  und  drittens  durch 
den  Kosinus  des  Winkels  ß  zwischen  der  Flächennormale  und 
der  Hauptnormale  der  Kurve  in  M.  Da  der  Krümmungsradius 
nach  Nr.  260  stets  positiv  ist,  so  sehen  wir: 

Ist  ra^  -\-2saß-{-tß^  positiv  bzw.  negativ,  so  gilt  dasselbe 
von  cos  6,  d.  h.  dann  bildet  die  positive  Flächennormale  mit 
der  positiven  Hauptnormale  einen  spitzen  bzw.  stumpfen  Winkel. 
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Weil  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der  positiven  Haupt- 
normale liegt,  so  liegt  er  im  einen  oder  anderen  Falle  auf  der 
positiven  bzw.  negativen  Seite  der  Tangentenebene  der  Fläche. 
305.  Der  Meusniersche  Satz.  Wir  legen  durch  den 
Flächenpunkt  M  diejenige  Ebene,  die  die  Flächennormale  und 
die  Tangente  der  Flächenkurve  enthält.  Sie  schneidet  die 
Fläche  in  einer  ebenen  Kurve,  die  man  einen  Normalschnitt  der 
Fläche  in  M  nennt  und  zwar  denjenigen,  der  zur  gegebenen 
Kurventangente  gehört.  Die  Hauptnormale  des  Normalschnittes 
in  M  fällt  mit  der  Flächennormale  in  M  zusammen.  Als 
positiven  Sinn  auf  dem  Normalschnitte  wählen  wir  denjenigen, 
der  der  positiven  Kurventangente  in  M  entspricht.  Je  nach- 
dem die  Hauptnormale  des  Normalschnittes  gleichsinnig  oder 
ungleichsinnig  mit  der  Flächennormale  zusammenfällt,  ist  der 
Kosinus  des  Winkels  der  beiden  Geraden  gleich  +  1  oder  —  I.- 
Ist jRq  der  Krümmungsradius  des  Normalschnittes  in  3i,  so 
gibt  folglich  die  Formel  (5)  der  vorigen  Nummer,  die  ja  für 
beliebige  Flächenkurven  gilt,  sofort: 


B„  =  +   yp'+.^'+i 


Da  Rq  nach  Nr.  260  positiv  ist,  gilt  das  obere  oder  untere 
Zeichen,  je  nachdem  ra^-\-  2 saß  +  tß^  positiv  oder  negativ  wird. 
Es  erscheint  jedoch  zweckmäßig,  bei  den  Normalschnitten 
von  denjenigen  Vorzeichen-Festsetzungen  abzusehen,  die  wir  in 
Nr.  260,  261  für  Raumkurven  machten,  und  zwar  deshalb,  weil 
diese  Normalschnitte  ebene  Kurven  sind,  die  mit  der  Gestalt 
der  Fläche  an  der  Stelle*  Jf  in  engem  Zusammenhange  stehen. 
Wir  wollen  daher  unter  B,q  nicht  den  stets  positiven  Krüm- 
mungsradius des  Normalschnittes  in  M  verstehen,  sondern  den 
mit  -f  1  oder  —  1  multiplizierten  Wert,  d.  h.  wir  setzen: 

(1)  _     Vp'-TPTi 

^^^  0        ra^  i-  2saß  -\-  tß' 

mit  positiver  Wurzel,  so  daß  R^  positiv  oder  negativ  ist,  je 
nachdem  der  Krümmung smittelpunH  des  Normalschnittes  auf  der 
positiven  oder  negativen  Flächennormale  liegt. 

Die  letzte  Formel  (1)   und   die  Formel   (5)   von  Nr.  304 
ergeben  nun: 
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(2)  E  =  i?oCOSÖ. 

Id  dieser  Formel  liegt  der 

Satz  1  (Meusnierscher  Satz):  Der  stets  positive  Krüm- 
mungsradius einer  Flächenkurve  in  einem  ihrer  Punlie  ist  gleich 
dem  Krümmungsradius  des  zugehörigen  Normalschnittes,  midtipli- 
ziert  mit  dem  Kosinus  des  WinJicls  ztvischen  der  positiven  Haupt- 
normale  der  FlächenTxurve  und  der  positiven  Flächennormale. 
Dabei  ist  der  Krümmungsradius  des  NormaJschniites  positiv 
oder  negativ  gerechnet,  je  nachdem  der  Krümmungsmittelpunld 
des  NormaJschnittes  auf  der  positiven  oder  negativen  FläcJien- 
normale  liegt. 

Da  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der  positiven  Haupt- 
normale liegt  und  vom  Kurvenpunkte  die  Entfernung  H  hat, 
folgt  weiter: 

Satz  2:  Alle  Flächenhurven  durch  einen  PunJct  M  und 
mit  derselben  Tangente  in  M  haben  in  M  Krümmungskreise, 
die  auf  derjenigen  Kugel  liegen,  die  den  Krümmungskreis  des 
zugehörigen  Normalschnittes  zum  größten  Kreise  hat. 

Hierdurch  wird  die  Untersuchuncr  der  Krümmunor  beliebiger 
Flächenkurven,  die  durch  JSL  gehen,  auf  die  Untersuchung 
der  Krümmung  der  Xormalschnitte  an  dieser  Stelle  zurück- 
geführt. 

306.  Hauptschnitte  eines  Flächenpunktes.  Durch 
die  Normale  eines  Flächenpunktes  M  lassen  sich  beliebig  viele 
Normalschnitte  leo;en.  Sie  werden  in  JSI  verschiedene  Krüm- 
mungsradien  haben,  aber  die  zu  31  gehörigen  Krümmungs- 
mittelpunkte liegen  sämtlich  auf  der  Flächennormale  von  31. 
Auch  deshalb  ist  die  in  voriger  Nummer  getroffene  Festsetzung 
über  das  Vorzeichen  der  Krümmungsradien  der  Normalschnitte 
gerechtfertigt,  da  diese  Flächennormale  nach  Nr.  253  einen  be- 
stimmten positiven  Sinn  hat.  Wir  wollen  von  jetzt  an  den 
mit  Vorzeichen  gemessenen  Krümmungsradius  desjenigen  Nor- 
malschnittes, der  in  M  die  Tangente  mit  den  Richtungskosinus 
Uy  ß,  y  hat,  mit  B  (statt  M^  bezeichnen,  so  daß  nach  (1)  in 
voriger  Nummer: 

ist.     Übersichtlicher  wird  die  Formel,  wenn  wir  den  Flächen- 
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punkt  31  selbst  als  Anfangspunkt  und  seine  positive  Normale 
als  ^- Achse  wählen,  so  daß  die  xy-'Ethene  die  Tangentenebene 
von  M  wird.  Nach  (3)  in  Nr.  304  ist  dann  für  den  Punkt  M 
wegen  Z  ==1  auch  p^  -\-  q^  =  0,  d.  h.  ^  =  0  und  q  =  0.  Ferner 
sei  (D  der  Winkel,  den  die  durch  31  gezogene  Tangente  mit 
der  positiven  a;- Achse  bildet,  so  daß  a  =  cos  cd,  ß  =  sin  co  wird. 
Dann  ergibt  (1): 

(2)  ^  =  r  cos^cD  -{-2  s  cos  w  sin  o  +  ^  sin^  co 

=  i  (^  +  0  +  i  (^* "~  0  ^^^  2  CO  -\-  s  sin  2(0. 

Zu  05  und  zu  cl)  +  ;r  gehören  hiernach  dieselben  Werte  von  B, 
was  damit  im  Einklänge  steht,  daß  beiden  Winkeln  derselbe 
Normalschnitt  entspricht. 

Bedeutet  2(0q  denjenigen  Winkel  zwischen  0  und  :c, 
für  den 

(3)  tg  2»o  =  ^ ,  also  sin  2o,„  =  -==||^^^  >  0 
ist,  so  können  wir  (2)  so  schreiben: 

(4)  i  =  I-  (r  +  0  +  i  cos  2((o-  CO,)  •  ]/(r- 02  +  452  ^ 

wobei  die  Wurzel  das  Vorzeichen  der  Ableitung  s  hat.  Hier- 
nach erreicht  1  :  R  für  diejenigen  Werte  von  co  ein  Maximum 
oder  Minimum,  für  die  cos  2  (co  —  cOq)  =  +  1  ist,  d.  h.  für  03  =  co, 
und  für  co  =  ca^  -j-  ^-  jt.  Für  co  =  co^  hat  1  :  R  das  Maximum 
oder  Minimum,  je  nachdem  s  positiv  oder  negativ  ist,  und  für 
CO  =  coq  +  -^-^r,  je  nachdem  s  negativ  oder  positiv  ist.  Es  gibt 
also  swei  zueinander  senkrechte  Normalschnitte,  für  die  R  ein 
3Iaximum  bzw.  3£inimum  hat.  Diese  Normalschnitte  heißen 
die  HaiAptschnitte  des  Flächenpunktes  31. 

307.  Nabelpuukte.  Ehe  wir  das  letzte  Ergebnis  als 
Satz  formulieren,  ist  noch  zu  bemerken,  daß  der  Winkel  co, 
unbestimmt  wird,  wenn  s  =  0  und  r  =  t  ist.  In  diesem  Aus- 
nahmefalle reduziert  sich  die  Formel  (2)  der  vorigen  Nummer 
auf  1  :  i^  =  r,  d.  h.  dann  haben  alle  Normalschnitte  von  31  den- 
selben Krümmungsradius.  Solche  Flächenpunkte  31  heißen 
Nabelpunlvte. 

Also  sagen  wir: 
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Satz  3:  Unter  den  Normalschnitten  eines  regulären  Flächeii- 
purikteSj  der  kein  NahelpimU  ist,  gibt  es  stets  zwei,  für  die  der 
Krümmungsradius  ein  Maximum  hztv.  3Iinimum  hat,  und  sie 
sind  zueinander  senlxrecht. 

Die  allgemeine  Formel  (1)  in  voriger  Nummer,  bei  der 
ja  die  besondere  Annahme  über  das  Achsenkreuz  nicht  gemacht 
worden  war,  zeigt,  welches  die  allgemeine  Bedingung  für  einen 
Nabelpunkt  ist.  Da  nämlich  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  der 
Tangente  sind,  und  da  die  Tangente  auf  der  Flächennormale 
senkrecht  steht,  so  sind  a,  ß,  y  nach  (3)  in  Nr.  304  an  die 
beiden  Bedingungen  a^  -\-  ß^  -\- y^  =  1  und  ap-{-  ßq  =  y  gebunden, 
d.  h.  zwischen  a  und  ß  besteht  die  einzige  Bedingung: 
a^  -^  ß^  +  (ap  -{-  ßqy  -  1  =0. 

Ein  Nabelpunkt   liegt  also  vor,   wenn  der  Nenner  des  Wertes 

(1)  von  R  in  voriger  Nummer  unter  dieser  Bedingung  für  alle 
Werte  von  a  und  ß  derselbe  ist,  d.  h.  wenn  es  zwei  von  a 
und  ß  unabhängige  Größen  u  und  v  derart  gibt,  daß  für  alle 
Werte  von  a  und  ß: 

ra"  +  2saß  -\-  tß'  =  u  [a'  +  ß^  +  (ap  +  ßqf  -  1]  +  ^ 

wird.     Es  muß  dann  u  =  v  und 

r  =  u{l+  p^),     s  ==  upq,     t  =  u (1  -(-  q^) 

sein.     Elimination  von  u  liefert  demnach  den 

Satz  4:  Ein  Pimlct  der  Fläche  z  =  f(x,  y)  ist  dann  und 
nur  dann  ein  NdbelpunU,  wenn  für  ihn: 

r:s:t  =  {l-\-p^)'.pqx{l-\-q^) 
ist,  wobei  p,  q,  r,  s,  t  die  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung von  z  bedeuten. 

Beispiel:  Liegt  das  Ellipsoid: 

vor,  so  ergibt  Differentiation  nach  x  bzw.  y. 

(2)  ^  +  ?  =  0-       ^  +  ^el  =  0, 
also  nochmalige  Differentiation: 

XON        1     .   jß^--\-zr        f.  ,  ^         1     .    q^  -\-  zt        ^ 

(ß)     ^+      7^      =0;     pq-\-zs  =  0,     ^,-i-      J,      =0. 
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Um  die  Nabelpunkte  zu  finden,  ersetzen  wir  hierin  r,  s,  t 
nach   Satz  4   durch   u(l-^p'^)y  upq,  u(l-\-q^)    und    erhalten: 

Ist  1  -\-  u0  =  0,  so  folgt  a^  =  h^  =  c^,  was  wir  ausschließen. 
Wenn  1  +  U0  =^  0  ist,  gibt  die  zweite  Gleichung  entweder 
p  =  0  oder  q  =  0.  Nehmen  wir  a^  ^  h^  '>  c^  an,  so  liefert 
die  Annahme  ^  =  0  für  q  keinen  reellen  Wert.  Daher  ver- 
bleibt die  Annahme  q  =  0.  In  diesem  Falle  liefern  die  vorher- 
gehenden Gleichungen: 


X  = 


wobei  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  beliebig  gewählt  werden 
können.  Das  Ellipsoid  hat  dalier  vier  NahelpunJcte ;  sie  liegen 
in  der  x^- Ebene,  d.  h.  in  der  Ebene  der  größten  und  Ideinsten 
Achse  des  Ellipsoids.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daß  alle  drei 
Achsen  verschieden  lang  seien. 

308.  Der  Eulersche  Satz.  Den  Punkt  3£  der  Fläche 
wollen  wir  wieder  als  Anfangspunkt  und  seine  positive  Nor- 
male als  ^- Achse  wählen,  wie  in  Nr.  306.  Außerdem  können 
wir  die  beiden  Hauptschnitte,  die  ja  zueinander  senkrecht  sind, 
als  xz-  und  ?/^- Ebene  benutzen,  d.  h.  wir  dürfen  (Dq  =  0  oder 
also  s  ==  0  nach  (3)  in  Nr.  306  annehmen,  so  daß  die  Formel 
(2)  von  Nr.  306  diese  wird: 

(1)  R  "^  ^  ^^^^  CO  -{-  t  sin^  CO . 

Die  Krümmungsradien  der  beiden  Hauptschnitte  heißen  die 
Hauptkrilmmungsradien  des  Flächenpunktes,  ihre  reziproken 
Werte  seine  Hauptkrümmungen.  Wenn  wir  die  Hauptkrüm- 
mungsradien mit  li^  und  li^  bezeichnen,  so  .ergeben  sie  sicli 
jetzt  aus  (1)  durch  die  Annahmen  «  =  0  und  co  =  l-7t,  so  daß 

(2)  1;  =  --      ir' 

ist.     Aus  (1)  folgt  nun  weiter: 

Satz  5  (Euler scher  Satz):  Sind  R^  und  11^  die  Haupt- 
Jcrümmungsradien  eines  Flächenpimlctes  und  ist  co  der  Winkel 
307,  308] 


1 

= 

+ 

cos^o) 

1 
B 

+ 

1 
B'~ 

1 

+i- 

§  1.     Die  Krümmungsradien  eines  Flächenpunktes.  491 

eines    heliehiyen   Normalschnittcs    des   Punktes    mit   dem   ersten 
Hauptschnitte,  so  ist  die  Krümmung  dieses  Normalschnittes: 

1         cos^  CO        sin*  a> 
B  ^  ~^  "^  ~B^ ' 

Ersetzen  wir  co  durch  co  +  1:^^  ^•^-  drehen  wir  den  Nor- 
malschnitt um  einen  rechten  Winkel,  so  ergibt  sich  für  die 
Krümmung  1  :  K  des  neuen  Schnittes: 


so  daß  folgt: 


Demnach: 

Sat^  6:  Die  Summe  der  Krümmungen  zweier  zueinander 
senkrechter  Normalschnitte  eines  Flächenpunktes  ist  für  alle  do'- 
artigen  Paare  in  diesem  Punkte  die  gleiche. 

Die  halbe  Summe  der  Hauptkrümmungen  1 :  B^  und  1 :  li,^ 
heißt  die  mittlere  Krümmung  der  Fläche  in  dem  betrachteten 
Punkte.     Also : 

Satz  7:  Das  arithmetische  Mittel  der  Krümmungen  ziveier 
zueinander  senkrechter  Normalschnitte  eines  Flächenpunktes  ist 
gleich  der  mittleren  Krümmung  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

Ersetzen  wir  cö  in  Satz  5  durch  —  o,  so  bleibt  die  For- 
mel des  Satzes  ungeändert.     Dies  bedeutet: 

Satz  8:  Zivei  solche  Normalschnitte  eines  Flächenpunktes, 
die  zu  einem  der  Hauptschnitte  symmetrisch  liegen j  haben  über- 
einstimmende Krümmung. 

309.  Überblick  über  die  Krümmungen  aller  Nor- 
malschnitte eines  Flächenpunktes.  Nach  dem  Eulerschen 
Satze  ist  die  Krümmung  1 :  R  eines  beliebigen  Normal  Schnittes 
eine  Funktion  des  Winkels  co,  den  die  Ebene  des  Schnittes 
mit  der  einen  Hauptschnittebene  bildet.  Es  ergibt  sich  durch 
Differentiation  nach  m: 


^(^-)  =  sin2a,(^-^) 


Wir  können,  um  zu  einem  Überblicke  zu  gelangen,  den  Win- 
kel (ö  nach  dem  letzten  Satze  auf  das  Intervall  0  ^  co  ^  4";r 
beschränken,   in   dem  sin2w  positiv  ist.     Wenn  cd  von  0  bis 
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^7t  wächst^  so  nimmt  1  :  B  von  1  :  B^  bis  1  :  B^  entweder 
beständig  zu  oder  beständig  ab. 

Sind  jRj  und  B^  beide  positiv  oder  beide  negativ,  so  ist 
auch  1 :  B  stets  positiv  oder  stets  negativ,  d.  h.  dann  sind  alle 
Normalschnitte,  von  der  positiven  Normale  aus  betrachtet, 
konkav  oder  alle  konvex. 

Wenn  dagegen  B^  und  B2  verschiedene  Vorzeichen  haben, 
so  nimmt  1  :  B  im  ersten  Quadranten  einmal  den  Wert  Null 
au,  nämlich  für  denjenigen  Winkel  cd  zwischen  0  und  ^Tt^  für 
den  tg^  CO  =  —  B2  :  B^  ist.  Die  zugehörige  Normalschnittebene 
sowie  diejenige,  die  zu  dieser  Ebene  symmetrisch  hinsichtlich 
der  Hauptschnitte  ist,  teilen  die  Gesamtheit  aller  Normalschnitte 
des  Punktes  M  in  zwei  Klassen.  Die  der  einen  Klasse  sind, 
von  der  positiven  Normale  aus  betrachtet,  konvex  und  die  der 
andern  konkav,  d.  h.  die  Fläche  ist  an  der  Stelle  M  sattel- 
förmig. 

§  2.    Die  Dupinschen  Indikatrizen. 

310.  Oskuliereude  Flächen  zweiter  Ordnung.  Wieder 
sei  der  Flächenpunkt  M  der  Anfangspunkt,  seine  Tangenten- 
ebene die  xy-^hene-^  seine  Hauptschnitte  seien  die  xz-  bzw.  yz- 
Ebene,  so  daß,  wenn  z  =  f{Xy  y)  die  Flächengleichung  ist  und 
B^,  B^  die  Hauptkrümmungsradien  von  M  sind,  die  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  von  z  für  M  nach  Nr.  306  und  308  die 
Werte  haben: 

(1)  p  =  0,     2  =  0,     r  =  i,     s  =  0,     «  =  5-- 

Wir  wollen  jetzt  diejenigen  Flächen  zweiter  Ordnung  be- 
stimmen, die  mit  der  gegebenen  Fläche  im  Anfangspunkte  M 
eine  Berührung  von  möglichst  hoher  Ordnung  eingehen.  Die 
allgemeine  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  den 
Anfangspunkt  enthält,  lautet: 

(2)  a^^x^  +  2a^2^y  +  a^^y^  +  2a^^xz  +  2a2zyz  +  a^^z'^  + 

-\-2a^^x    i-2a24^y    +  2^3^^  =  0. 

Wegen  Satz  21  in  Nr.  301  berechnen  wir  zunächst  die  Ab- 
leitungen Pf  g,  r,  s,  t  erster  und  zweiter  Ordnung  der  durch  (2) 
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definierten  Funktion  z  von  x  und  y.  Einmalige  vollständige 
Differentiation  nach  x  bzw.  y  ergibt: 

a^^x  +  a^^y  +  a^^z  +  a^^  +  (a^^x  +  a^^y  -f-  ^fgg^  +  a^^p  =  0, 

«12^  +  «22^  +  «23^  +  »24  +  (%3^  +  «23^  +  <^33^  +  «34)  ^  =  0. 

Wir  fordern,  daß  für  x  =  y  =  z  =  0  auch  ^  =  ^  =  0  sei,  nach  (1). 
Dies  tritt  für  a^^  =  a^^  =  0  ein.  Von  der  Annahme  a^^  =  0 
ist  übrigens  abzusehen,  da  sonst  die  Fläche  (2)  ein  Kegel  wäre, 
der  im  Anfangspunkt  seine  Spitze,  d.h.  einen  singulären  Punkt, 
hätte.  Differenzieren  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen  noch 
einmal  vollständig  nach  x  bzw.  y,  so  gehen  drei  Gleichungen 
für  r,  Sy  t  hervor: 

«11   4-  ^Ö^13i^  +  «33/  +   («13^  +  «23?/  +  «33^  +  «34)^  =  ^, 

«12  +  «13^  +  «33i^  +  «33i5^  +  («13^  +  «23^  +  «33^  +  «34)  '5-0, 

«22  +  2«23^  +  «333^  +   («13^  +  «23«/  +  «33^  +  «34)  ^  =  ^' 

Wir  haben  nach  Satz  21  in  Nr.  301  zu  fordern,  daß  hieraus 
für  x  =  y  =  z=p  =  q^  =  0  die  unter  (1)  angegebenen  Werte 
von  r,  s,  t  hervorgehen.     Also  muß  sein: 

«11  +  |-  =  0,     «12  =  ö,     «22  +  ^'  =  0. 

Da  «34  +  0  ist,  darf  a^^  =  1  gesetzt  werden.  Nach  (2)  kommt 
dann : 

(^)  -  (C  +  I;  -  ^')   +   ^^13^^  +  2«23?/^  +  «33^'  =  0 

als  die  Gleichung  der  allgemeinsten  Fläche  zweiter  Ordnung,  die 
in  M  mit  der  gegebenen  Fläche  eine  Berührung  von  mindestens 
zweiter  Ordnung  eingeht  und  in  M  keinen  singulären  Punkt 
hat.  Berechnet  man  die  dritten  Ableitungen  von  z  nach  x  und 
y  und  setzt  sie  gleich  den  Werten,  die  sie  für  x  =  y  =  z  =  0 
bei  der  gegebenen  Fläche  z  =  f(Xy  y)  haben,  so  erkennt  man, 
daß  sich  mehr  Bedingungen  als  verfügbare  Konstanten  «jg, 
«23?  «33  ergeben.  So  lange  wir  also  nicht  für  den  Flächen- 
punkt M  spezielle  Annahmen  machen,  gibt  es  unter  den  Flä- 
chen (3)  keine,  die  mit  der  gegebenen  Fläche  eine  Berührung 
von  höherer  als  zweiter  Ordnung  eingeht.  Die  Flächen  (3) 
sind  folglich  nach  Nr.  302  als  die  in  M  oskulierenden  Flächen 
zweiter  Ordnung  zu  bezeichnen. 
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311.  Die  Indikatrizen.  Dupin,  dem  wir  diese  Betrach- 
tungen verdanken,  bestimmte  denjenigen  Kegelschnitt,  in  dem 
eine  der  oskulierenden  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  die 
Ebene  geschnitten  wird,  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
zweiter  Ordnung  geht  und  parallel  zur  Tangentenebene  von  M 
ist.  Eine  der  Flächen  (3)  der  vorigen  Nummer  hat  einen 
Mittelpunkt  M^  oder  {Xq,  y^,  z^,  der  nach  den  Regeln  der 
analytischen  Geometrie  durch  die  Bedingungen  bestimmt  wird: 


'  «^13^0  +  «232/0  +  0^33^0  +1=0 

In  der  Ebene  durch  3Iq  parallel  zur  xy-^hene  benutzen  wir 
als  i-  und  l}- Achse  die  durch  Mq  parallel  zur  ^- Achse  und 
y-  Achse  gezogenen  Geraden,  so  daß  x  =  Xq  -{-  ^,  y  =~-  yo  -{-  t), 
^  =  ^Q  zu  setzen  ist.  Tun  wir  dies  in  der  Gleichung  (3)  der 
vorigen  Nummer,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (1)  die 
Gleichung  des  Kegelschnittes: 

Projizieren  wir  ihn  in  der  Richtung  des  Strahles  von  seiner 
Mitte  Mq  nach  dem  Flächenpunkte  M  auf  die  Tangentenebene 
von  Jf,  d.  h.  auf  die  o; 2/- Ebene,  so  ergibt  sich  ein  kongruenter 
Kegelschnitt,  dessen  Mitte  M  ist  und  dessen  Achsen  in  den 
Hauptschnitten  von  M  gelegen  sind.  Dieser  Kegelschnitt  heißt 
eine  Indikatrix  des  Flächenpunktes  M. 

Da  wir  über  «^3,  a^^,  a^^  Avillkürlich  verfügen  können, 
dürfen  wir  einen  beliebigen  Punkt  Mq  als  Mitte  der  oskulie- 
renden Fläche  zweiter  Ordnung  wählen,  denn  wenn  wir  x^^y^y  0q 
irgendwie  wählen,  lassen  sich  a^^,  a^^  und  a^^  aus  (1)  berechnen. 
Die  Größe  ^q  in  (2)  ist  also  willkürlich.  Wir  kommen  mit- 
hin nicht  nur  zu  einer  Kurve,  sondern  zu  einer  Schar  von 
Kegelschnitten  von  der  Form: 

(3)  _|  +  |  =  konst 

Wenn  wir  nicht  gerade  durch  die  Mitte  Mq  einer  der 
oskulierenden  Flächen  zweiter  Ordnung  die  zur  Tangenten- 
ebene von  M  parallele  Ebene  legen,  sondern  in  beliebiger 
Höhe  über  der  Tangentenebene,  so  gehen  bekanntlich  als 
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Schnittkurven  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung  lauter  ähnliche 
Kegelschnitte  hervor,  deren  Mitten  auf  31 31^  gelegen  sind. 
Ihre  Projektion  auf  die  Tangenten  ebene  von  31  in  der  Richtung 
von  3Iq  nach  31  liefert  also  ebenfalls  die  Kegelschnitte  (3). 
Hiernach  hat  sich  ergeben: 

Sat0  9:  Alle  diejenigen  Flächen  zweiter  Ordnung,  die 
eine  gegebene  Fläche  in  einem  ihrer  PunMe  31  in  der  siveiten 
Ordnung  berühren,  werden  von  den  Ebene^i  parallel  mir  Tan- 
gentenebene von  31  in  solchen  Kegelschnitten  getroffen,  die,  in 
der  Richtung  von  ihren  3Iitten  nach  31  auf  die  Tangentenebene 
von  31  projiziert,  die  Gleichungen  haben: 

^  +  ^  =  Tionst, 

tvenn  K^  und  M.^  die  Haupthiimmungsradien  von  31  und  die 
X-  und  y- Achse  diejenigen  Tangenten  von  31  sind,  die  in  den 
zu  i?i  und  i?2  gehörigen  Hauptschnitten  von  31  liegen. 

Wenn  wir  Polarkoordinaten  co,  q  in  der  Tangentenebene 
von  31  benutzen,  indem  wir  x  =  q  cos  cj,  y  =  Q  sin  m  setzen, 
so  kommt  statt  (3): 

Der  Eulersche  Satz  in  Nr.  308  gibt  also: 
(4)  ^  =  konst. 

Satz  10:  Die  Krümmungsradien  der  Nor malscl mitte  eines 
Flächenpmiktes  31  sind  proportional  den  Quadraten  derjenigen 
RadienveMoren  einer  der  Dupinschen  Indikatrizen  von  31,  die 
in  den  betreffenden  Normalschnittebenen  gelegen  sind. 

312.  Elliptische,  hyperbolische  und  parabolische 
Punkte.  Wenn  die  Hauptkrümmungsradien  R^  und  i?2  das 
nämliche  Vorzeichen  haben,  also  alle  Normalschnitte  von  31 
nach  Nr.  309  nach  derselben  Seite  der  Tangentenebene  hin 
konvex  sind,  ergeben  sich  nur  dann  reelle  Indikatrizen,  wenn 
der  Konstanten  dasselbe  Vorzeichen  gegeben  wird,  und  zwar 
sind  sie  Ellipsen.  Deshalb  heißt  ein  Flächenpunkt  elliptiscli, 
wenn  für  ihn  R^R^^  0  ist. 

Wenn  jR^  und  R^  verschiedene  Vorzeichen  haben,  so  daß 
die  Normalschnitte  von  31  nach  Nr.  309  teils  nach  der  einen, 
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teils  nach  der  anderen  Seite  der  Tangentenebene  hin  konvex 
sind^  ergeben  sich  als  Indikatrizen  lauter  reelle  Hyperhein.  Sie 
haben  sämtlich  dieselben  Asymptoten,  da  durch  tg^  ca  =  —  jRg :  B^ 
die  Winkel  w  der  Asymptoten  mit  der  rc- Achse  bestimmt  werden. 
Die  Asymptoten  liegen  nach  Nr.  309  in  denjenigen  Normal- 
schnitten von  M,  deren  Krümmung  in  M  gleich  Null  ist.  Je 
nachdem  die  Konstante  in  der  Gleichung  der  Indikatrizen  posi- 
tiv oder  negativ  gewählt  wird^  liegt  die  Hyperbel  im  einen 
oder  anderen  Winkelfelde  der  Asymptoten.  Ein  Flächenpunkt 
heißt  deshalb  hyperbolisch,  wenn  für  ihn  R^B^KO  ist. 

Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  daß  1  :  i?^  oder  1  :  B^ 
gleich  Null  ist.  Z.  B.  im  Falle  1  :  jR^  =  0  besteht  jede  Indika- 
trix  aus  zwei  zur  :r- Achse  parallelen  Geraden  und  kann  als 
Ausartung  einer  Parabel  aufgefaßt  werden.  In  diesem  Falle 
heißt  der  Flächenpunkt  parabolisch.  Die  Krümmungen  aller 
Normalschnitte  von  M  sind  hier  nach  dem  Eulerschen  Satze 
in  Nr.  308  zwischen  Null  und  1  :  B^  gelegen,  d.  h.  alle 
Normalschnitte  sind  nach  derselben  Seite  der  Tanffentenebene 
hin  konvex. 

Wäre  sowohl  1 :  B^  als  auch  1 :  B^  gleich  Null,  so  hätten 
für  den  Flächenpunkt  M  alle  Normalschnitte  nach  dem  Euler- 
schen Satze  die  Krümmung  Null.  Die  allgemeine  Formel  (1) 
in  Nr.  306  lehrt,  daß  dies  nur  dann  eintreten  kann,  wenn 
r  =  s  =  t  =  0  für  M  ist,  und  zwar  unter  Voraussetzung  einer 
beliebigen  Lage  des  Achsenkreuzes.  Solche  singulare  Flächen- 
punkte soUen  von  den  allgemeinen  Betrachtungen  stets  aus- 
geschlossen sein.  Für  einen  solchen  singulären  Punkt  reduziert 
sich  die  Gleichung  (3)  der  oskulierenden  Flächen  zweiter  Ord- 
nung in  Nr.  310  auf 

z  (2a^sX  -f  2a^sy  +  «33^  +  2)  =  Ö; 

diese  Flächen  zerfallen  also  in  die  Tangenten  ebene  von  ilf  und 
eine  beliebige  Ebene.  Nach  Satz  21  in  Nr.  301  berührt  anderer- 
seits eine  Ebene  z  =  ax  -\-  by  -{-  c,  bei  der  ja  r  =  s  ==  if  =  0  ist, 
eine  Fläche  in  einem  Punkte  in  der  Tat  nur  dann  in  min- 
destens zweiter  Ordnung,  wenn  für  die  Fläche  dort  auch 
r  =  s  =  t  ==  0  ist. 

Für  einen  NahelpunM  (vgl.  Nr.  307)  sind  die  Indikatrizen 
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Kreise.  Ist  die  gegebene  Fläche  selbst  eine  Fläche  ziveiter 
Ordnung y  so  gehört  sie  mit  zu  ihren  oskulierenden  Flächen 
zweiter  Ordnung.  Die  Nabelpunkte  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung sind  mithin  die  Berührungspunkte  derjenigen  Taugenten- 
ebenen,  die  den  Kreisschnitten  der  Fläche  parallel  sind,  vgl. 
das  Beispiel  in  Nr.  307. 

313.  Ableitung  früherer  Ergebnisse  aus  den  Indi- 
katrizen. Mit  Hilfe  der  bekannten  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte und  auf  Grund  des  Satzes  10  in  Nr.  311  lassen  sich 
die  Sätze  6  und  8  von  Nr.  308  von  neuem  beweisen,  denn  bei 
der  Ellipse  ist  bekanntlich  die  Summe  der  Quadrate  der  rezi- 
proken Werte  zweier  zueinander  senkrechter  Halbmesser  kon- 
stant. Außerdem  sind  bei  der  EUipse  und  bei  der  Hyperbel 
zwei  Halbmesser,  die  mit  der  Hauptachse  den  gleichen  Winkel 
bilden,  gleich  lang.  Um  Satz  6  von  Nr.  308  von  neuem  für 
einen  hyperbolischen  Punkt  abzuleiten,  müssen  wir  beachten, 
daß  die  Konstante  in  der  Formel  (4)  von  Nr.  311  die  in  der 
Gleichung  der  Indikatrizen  auftretende  Konstante  ist.  Der 
Satz  10  von  Nr.  311  gilt  also  für  alle  Normalschnitte  eines 
hyperbolischen  Punktes,  wenn  wir  die  beiden  Hyperbeln: 

mit  derselben  Konstanten  Je,  aber  verschiedenen  Vorzeichen 
von  Je  benutzen.  Es  sind  dies  zwei  sogenannte  Jconjugierte 
Hyperhein.  Für  diejenigen  Normalschnitte,  deren  Ebenen  die 
eine  oder  andere  Hyperbel  schneiden,  dann  lautet  die  Formel  (4) 
von  Nr.  311: 

^  =  Ä:     bzw.     ^^  =  —  ^  • 

Bei  zwei  konjugierten  Hyperbeln  ist  aber  die  Differenz  der 
Quadrate  der  reziproken  Werte  zweier  zueinander  senkrechter 
Halbmesser  konstant.  Sind  nun  q  und  q'  solche  Halbmesser 
und  R  und  R'  die  zugehörigen  Hauptkrümmungsradien,  so  ist 
Q^^kR,  Q'^  =  ~hR\  also: 

^  -I-  -^  =  konst. 

wie  in  Satz  G  von  Nr.  308. 
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314.  Bin  Ausnahmefall.  Der  Eulers  che  Satz  in  Nr.  308, 
nach  dem  sich  die  Krümmung  eines  Normalschnittes  eines 
Flächenpunktes  M  gesetzmäßig  ändert,  sobald  sich  die  Ebene 
um  die  Normale  von  M  dreht,  gilt  nur  dann,  wenn  die  Ab- 
leitungen Pf  Q,  'y'y  s,  t  an  der  betrachteten  Stelle  M  der  Fläche 
z  =  f{x,  y)  bestimmte  endliche  Werte  haben,  entsprechend  der 
Voraussetzung  in  Nr.  303.  Daß  sonst  das  Gesetz,  nach  dem 
sich  die  Krümmung  eines  Normalschnittes  ändert,  ganz  anders 
sein  kann,  soll  an  einem  Beispiele  gezeigt  werden: 

Wir  betrachten  die  Fläche: 

Dabei  bedeute  qp  eine  gegebene  Funktion  von  y  :  x.  Führen 
wir  Polarkoordinaten  vermöge  x  =  q  cos  co,  y  =  q  sin«  ein, 
so  kommt: 

2 

Für  einen  bestimmten  Wert  von  co  ist  dies  die  Gleichung  der- 
jenigen ebenen  Kurve,  in  der  die  Fläche  durch  die  Ebene 
y  =  X  ig  CO  geschnitten  wird,  und  zwar  geschrieben  in  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  q  und  0.  Diese  Kurve  ist  eine 
Parabel,  die  den  Anfangspunkt  zum  Scheitel  hat  und  deren 
Scheiteltangente  in  der  a;i/- Ebene  liegt.  Der  Anfangspunkt  ist 
folglich  ein  Punkt  der  Fläche,  die  ^- Achse  die  Normale  dieses 
Flächenpunktes  und  die  betrachtete  Kurve  ein  Normalschnitt, 
der  zum  Anfangspunkte  gehört.  Da  der  Krümmungsradius 
der  Parabel  y  =  cx^  im  Scheitel  gleich  1:2c  ist,  hat  die 
durch  (2)  dargestellte  Parabel  im  Anfangspunkte  den  Krüm- 
mungsradius B  =  (p  (tg(D)j  und  weil  nun  die  Funktion  q)  von 
y:x  oder  tg  co  willkürlich  gewählt  werden  kann,  so  ist  der 
Anfangspunkt  ein  solcher  Punkt  der  Fläche  (1),  für  den  der 
Eulersche  Satz  über  die  Krümmungen  der  Normalschnitte  nicht 
zu  gelten  braucht.  Für  den  Anfangspunkt  werden  aber  auch  die 
Ableitungen  der  durch  (1)  definierten  Funktion  ^  von  x  und  y 
unbestimmt.  Denn  (p  kann  als  Funktion  von  y:x  verschiedene 
Werte  annehmen  je  nach  der  Art,  wie  man  sich  dem  Anfangs- 
punkte auf  der  Fläche  nähert. 
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315.  Konjugierte  Tangenten.  Es  sei  auf  der  Fläche 
3  =  f(^x,y)  eine  Kurve  gegeben ^  deren  Koordinaten  x,  y,z 
Funktionen  einer  Hilfs veränderlichen  sind.  Die  Tangentenebene 
der  Fläche  in  einem  Punkte  {x,  y,  z)  oder  M  der  Kurve  hat 
in  den  laufenden  Koordinaten  J,  t),  §  nach  (5)  in  Nr.  253  die 
Gleichung: 

(1)  i-z-v{i  -^)-^(t)-«/)  =  o. 

Hierin  sind  x  und  y  und  also  auch  z,  p  und  q  Funktionen 
der  Hilfsveränderlichen.  Die  Gesamtheit  derjenigen  Tangenten- 
ebenen d^r  Fläche,  deren  Berührungspunkte  31  auf  der  ge- 
gebenen Kurve  liegen,  bildet  also  eine  von  der  Hilfs  veränder- 
lichen abhängige  Schar,  die  nach  Nr.  278  eine  Einhüllende  hat. 
Nach  Nr.  282  ist  die  Einhüllende  eine  abwickelbare  Fläche. 
Zu  ihrer  Bestimmung  müssen  wir  die  Gleichung  (1)  nach  der 
Hilfsveränderlichen  differenzieren,  was  der  Akzent  andeuten  soll: 

—  /  -  jp'(?  -  ^)  -  Q.\^  -y)-\-  p^'  +  ^^'  =  0- 

Längs  der  Kurve  ist  z  =  f{x,  y),  daher  dz  =  pdx  +  qdy,  also 
auch  s'  =  poc  -\-  qy,  so  daß  bleibt: 

(2)  P{l-x)  +  q'{^-y)  =  0. 

Elimination  der  Hilfs  veränderlichen  aus  (1)  und  (2)  gibt  die 
Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche,  geschrieben  in  den  lau- 
fenden Koordinaten  j:,  t),  §. 

Um  die  Gratlinie  der  abwickelbaren  Fläche  zu  bestimmen, 
differenzieren  wir  (2)  abermals.     Es  kommt: 

(3)  p"{l  -x)  +  qiX)  -y)-  {p'x'  +  qij)  =  0. 

Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  sind  enthalten  in  den  Formeln: 

^'  g'  —p         pq  —  qp'        qp"—pq"' 

Sie  geben  die  laufenden  Koordinaten  j:,  t),  J  der  Punkte  der 
Gratlinie  als  Funktionen  der  Hilfsveränderlichen.  Die  Glei- 
chungen (4)  sind,  wenn  von  dem  letzten  Bruche  abgesehen 
wird,  dieselben  wie  (1)  und  (2)  und  bestimmen  für  jeden 
Wert  der  Hilfsveränderlichen  eine  geradlinige  Charakteristik 
der  Einhüllenden,  die  durch  den  zugehörigen  Punkt  31  der 
gegebenen  Flächenkurve   geht.     Diese  Charakteristik  ist,   weil 
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sie  in  der  Tangentenebene  (1)  liegt,  eine  Tangente  der  ge- 
gebenen Fläcbe  in  ihrem  Punkte  M. 

Von  jedem  Punkte  M  der  Fläcbenkurve  gehen  also  zwei 
bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  besonders  beachtenswerte 
Tangenten  der  Fläche  aus,  erstens  die  Tangente  der  Flächen- 
kurve, zweitens  die  Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche. 
Diese  beiden  Tangenten  heißen  nach  Dupin  zueinander  Jcon- 
jugiert. 

Es  seien  M  und  M'  zwei  benachbarte  Punkte  der  ge- 
gebenen Fläche.  Wir  denken  uns  durch  M  und  M'  eine  Kurve 
auf  der  Fläche  gezogen.  Die  Tangente  der  Kurve 'in  M  ist 
die  Grenzlage,  der  die  Sekante  MM'  zustrebt,  wenn  M'  auf 
der  Kurve  nach  M  wandert.  Andererseits  ist  die  durch  M 
gehende  konjugierte  Tangente,  d.  h.  Erzeugende  derjenigen  ab- 
wickelbaren Fläche,  die  von  allen  Tangenten  ebenen  längs  der 
Flächenkurve  umhüllt  wird,  die  Grenzlage  der  Schnittlinie  der 
Taugentenebenen  von  M  und  M\  Wenn  also  ein  Punkt  M 
auf  der  Fläche  nach  irgend  einer  Richtung  hin  zu  wandern  be- 
ginnt y  d.  h.  die  Richtung  einer  von  M  ausgehenden  Flächen- 
tangente einschlägt,  so  dreht  sich  seine  Tangentenebene  zunächst 
um  die  zu  dieser  Tangente  konjugierte  Tangente  des  Flächen- 
punktes  M.  Schon  hieraus  erhellt,  daß  die  konjugierte  Tan- 
gente vollständig  bestimmt  ist,  sobald  nur  die  ursprüngliche 
Tangente  von  31  und  nicht  die  ganze  von  M  ausgehende  Flä- 
chenkurve gegeben  wird.     Analytisch  leuchtet  dies  so  ein: 

Die  Richtungskosinus  a,  ß,  y  der  von  M  ausgehenden 
Tangente  der  Flächenkurve  sind  zu  x,  y\  z  proportional. 
Andererseits  sind  die  Richtungskosinus  a^,  ß^,  y^  der  kon- 
jugierten Tangente  wegen  der  drei  ersten  Terme  in  (4)  zu  q, 
—  p  und  pq—qp  proportional.  Aber  wegen  dp-=rdx-\-  sdy 
und  dq  =  sdx  +  tdy  ist  p  =  rx  +  sy  und  q  =  sx  -f  ty. 
Mithin  sind   a^,  ß^,  y^   zu 

sx  -f  ty\     —  {rx  -f  sy),     (ps  -  qr)  x  +  {pt  -  qs)y 

proportional.     Folglich  kommt: 

(P,\  ^1       ^    _Jl___  = Ti 

^^  sc(-\-tß       —{ra-\-sß)       (ps  —  qr)u-^ipt  —  qs)ß 

Wenn  also  für  einen  bestimmten  Punkt  der  Fläche  z  =  f(Xyy) 
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eine  Tangente  gewählt  worden  ist,  daher  r,  s,  t  und  a,  ß,  y 
gegeben  sind,  so  liefern  diese  Gleichungen  (5)  die  Richtung 
der  zur  gewählten  Tangente  konjugierten  Tangente  mit  den 
Richtungskosinus  a^,  ß^,  y^. 

Die  beiden  Gleichungen  (5)  lassen  sich  auf  nur  eine  redu- 
zieren.   Denn  für  beide  Tangenten  ist  wegen  dz=pdx-\- qdy: 

y=pci  +  qß,      yi=pcci  +  qßi' 

Es  bleibt  daher  die  durch  Gleichsetzen  der  ersten  beiden  Brüche 
in  (5)  hervorgehende  Gleichung  als  einzige  wesentliche  übrig. 
Sie  kann  übersichtlicher  so  geschrieben  werden: 

(6)  raa,  +  s  {aß,  +  ßa,)  +  tßß,  ==  0. 

Weil  sie  sich  nicht  ändert,  wenn  a,  ß,  y  bzw.  mit  a^y  ß^y  yi 
vertauscht  werden,  so  folgt,  daß  umgekehrt  die  zur  zweiten 
Tangente  konjugierte  Tangente  die  erste  Tangente  ist.  Dies 
erst  berechtigt  zu  der  Bezeichnung  beider  Tangenten  als  Jwn- 
jugiert.     Die  Benennung  hat   aber   noch  einen  anderen  Grund: 

Wählen  wir  den  Flächenpunkt  M  wie  in  Nr.  310  als 
Anfangspunkt,  so  daß  für  ihn  p  =  q  =  s  =  0,  r  =  1  :  R^  und 
t  =  1  :  R2  ist,  und  bildet  die  eine  Tangente  mit  der  ;r-Achse 
den  Winkel  w,  die  konjugierte  den  Winkel  co, ,  so  ist  a  =  cos  co, 
/3  =  sinc9   und   ß;i=cos(Di,   /3i  =  sin  ca^,   so   daß   aus  (6)  folgt: 

/„N       COS  CO  cos  CO.    ,    sin  co  sin  co.        ^        ,  .  ,  i?, 

(7)      ^^ ^  + i?7--  =  Ö    oder     tga9tga5i  =  -^. 

Hieraus  ergibt  sich  wegen  der  Gleichung  der  Indikatrizen  in 
Satz  9  von  Nr.  311: 

Satz  11:  Zicei  konjugierte  Tangenten  eines  FläcJienpmiktes 
M  sind  identisch  mit  zwei  konjugierten  Durchmessern  einer  In- 
dikatrix  des  Punktes  M. 

Nach  Satz  10  in  Nr.  311  und  nach  einem  bekannten  Satze 
über  konjugierte  Durchmesser  einer  Ellipse  bzw.  zweier  kon- 
jugierter Hyperbeln  (vgl.  Nr.  313)  folgt  sofort: 

Satz  12:  Die  Summe  der  Krümmungsradien  zweier  solcher 
Normalschnitte  eines  Flächenpunktes ,  die  konjugierte  Tangenten 
haben,  ist  für  den  Flächenpunkt  konstant,  also  gleich  der  Summe 
der  beiden  Hauptkrümmungsradien  des  Punktes. 
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Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  daß  die  Radien 
natürlicli  immer  mit  den  zugehörigen  Vorzeichen  zu  messen 
sind,  vgl.  Nr.  305. 

316.  Haupttangenten  und  Haupttangentenkurven. 

Liegen  zwei  konjugierte  Hyperbeln  vor,  so  weiß  man,  daß  sie 
zwei  solche  Durchmesser  haben,  von  denen  jeder  zu  sich  selbst 
konjugiert  ist,  nämlich  ihre  Asymptoten.  Nach  Nr.  315  gibt 
es  daher  in  einem  hyperbolischen  Punkte  einer  Fläche  zwei 
Tangenten,  von  denen  jede  zu  sich  selbst  konjugiert  ist.  Im 
Falle  eines  elliptischen  Punktes,  wo  also  die  Indikatrizen 
Ellipsen  sind,  gibt  es  zwar  auch  zwei,  aber  sie  sind  imaginär, 
weil  die  Ellipse  imaginäre  Asymptoten  hat.  Im  Falle  eines 
parabolischen  Punktes  M  arten  die  Indikatrizen  in  Paare  von 
parallelen  Geraden  aus,  bei  denen,  wenn  sie  als  Kegelschnitte 
aufgefaßt  werden,  der  durch  M  gehende  Durchmesser,  der  den 
Geraden  parallel  ist,  bekanntlich  zu  sich  selbst  und  zu  jedem 
anderen  Durchmesser  konjugiert  ist.  Hier  also  gibt  es  nur 
eine  zu  sich  selbst  konjugierte  Tangente;  sie  ist  reell  und 
gehört  zu  demjenigen  Normalschnitte,  für  den  der  Haupt- 
krümmungsradius unendlich  wird. 

Die  Formel  (7)  in  voriger  Nummer  bestätigt  die  Ergeb- 
nisse :  Es  wird  tg  gj  nur  dann  gleich  tg  coi,  wenn  tg^  co  =  — 1\ :  R^ 
ist.  Haben  B^  und  M^  verschiedene  Vorzeichen,  d.  h.  liegt  ein 
hyperbolischer  Punkt  vor,  so  gehen  hieraus  für  tgco  zwei  ver- 
schiedene reelle  Werte  hervor.  Haben  B^  und  R^  dasselbe  Vor- 
zeichen, d.  h.  liegt  ein  elliptischer  Punkt  vor,  so  ergeben  sich 
zwei  verschiedene  imaginäre  Werte.  Ist  drittens  1 :  i?^  =  0,  d.  h. 
liegt  ein  parabolischer  Punkt  vor,  so  ergibt  sich  nur  tg  co  =  0. 

Die  zu  sich  selbst  konjugierten  Tangenten  eines  Flächen- 
punktes  heißen  seine  Haupttangenten.  Sind  c^,  ß  die  beiden 
Kichtungskosinus  einer  Haupttangente  gegenüber  der  positiven 
X-  und  ?/- Achse,  so  gilt  für  sie  in  einem  beliebigen  Punkte 
der  Fläche  0  =  f{x,  y)  nach  (6)  in  Nr.  315  die  Gleichung: 

ra^+2saß-\-tß^  =  0. 

Wenn  dx,  dy,  d0' die  Differentiale    von    x,  y,  s   längs    einer 
solchen  Haupttangente  sind,  so  ist  also  für  sie: 
(1)  rdx^^2sdxdy-^tdy^=0. 
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Aus  dieser  für  dy :  dx  quadratischen  Gleicliung  ergeben  sich  für 
dy  :  dx  zwei  reelle  verschiedene  Werte  im  Falle  r^  — 5^<0 
(hyperbolischer  Punkt)  ^  zwei  reelle  gleiche  Werte  im  Falle 
rt  —  s^  =-  0  (parabolischer  Punkt)  und  zwei  imaginär  kon- 
jugierte Werte  im  Falle  rt  —  s^ '>  0  (elliptischer  Punkt).  Aus 
dz  =  pdx  +  qdy  kann  man  noch  dz  :  dx  bestimmen. 

Diejenigen  Kurven  auf  der  Fläche,  die  in  jedem  ihrer 
Punkte  eine  Haupttangente  berühren,  heißen  die  Haupttan- 
gentenhirven  der  Fläche.  Sie  sind  nur  auf  demjenigen  Gebiete 
der  Fläche  reell,  dessen  Punkte  hyperbolisch  sind  und  über- 
decken dort  die  Fläche  netzartig,  nämlich  doppelt,  indem  durch 
jeden  Punkt  dieses  Gebietes  zwei  von  ihnen  gehen.  Da,  wo 
die  Fläche  parabolische  Punkte  hat,  fallen  dagegen  die  Fort- 
schreitungsrichtungen  auf  beiden  Kurven  zusammen.  Im  Ge- 
biete der  elliptischen  Punkte  sind  die  Haupttangentenkurven 
imaginär.  Wenn  in  (1)  für  r,  s,  t  die  aus  z  =  f(x,  y)  folgen- 
den Werte  in  x,  y  eingesetzt  werden,  so  enthält  (1)  nur  x,  y 
und  dy :  dx  und  wird  also  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung,  vgl.  Nr.  86,  nämlich  die  JDifferentialgleidmny 
derjenigen  Kurven  in  der  xy- Ebene,  die  die  ProjeJäionen  der 
Haupttangentenhurven  der  Fläche  sind. 

§  3.    Hauptkrümmungsradien  und  Krümmungsmaß 
einer  Fläche. 

317.  Bestimmung  der  Hauptkrümmungsradien.  Die 

in  Nr.  306  angegebene  Formel  (1)  für  den  Krümmungsradius 
R  desjenigen  Normalschnittes,  der  die  Tangente  mit  den 
Richtungskosinus  a,  ß,  y  enthält,  wollen  wir  zunächst  so  um- 
formen, daß  darin  nur  die  Verhältnisse  der  Kosinus  auftreten. 
Zu  diesem  Zwecke  multiplizieren  wir  ihre  rechte  Seite  mit 
cc^  -{-  ß^  +  y^f  was  geschehen  darf,  weil  diese  Summe  gleich 
Eins  ist.  Aber  wegen  dz  =pdx  -\-  qdy  wird  y  =  pa  -\-  qß. 
Nach  Einsetzen  dieses  Wertes  ergibt  sich,  nach  den  Potenzen 
von  a  und  ß  geordnet,  die  Gleichung: 

(1)        fl  +p2  -  ^=M=J)  «2  +  2  (pq  -  ~~'    — ^  aß  + 
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Die  Quadratwurzel  ist  nach  Nr.  304  positiv.  Die  Formel  ge- 
stattet, B  zu  berechnen,  sobald  nur  das  Verhältnis  a  :  ß  der 
beiden  Richtungskosinus  der  Tangente  gegenüber  der  x-  und 
y- Achse  gegeben  ist.  Umgekehrt:  Geben  wir  R  einen  be- 
stimmten Wert,  so  ist  (1)  eine  quadratische  Gleichung  für 
a  :  /3,  die,  wenn  sie  reelle  Wurzeln  hat,  0wei  Tangenten  be- 
stimmt, für  deren  zugehörige  Normalschnitte  der  Krümmungs- 
radius den  gleichen  gegebenen  Wert  hat.  Zwei  Normalschnitte 
eines  Flächenpunktes  haben  folglich  nach  Satz  8,  Nr.  308,  nur 
dann  dieselbe  Krümmung,  wenn  sie  zu  einem  der  beiden  Haupt- 
schnitte symmetrisch  sind. 

Also  liefert  (1)  die  folgende  Bedingung  für  einen  Haupt- 
schnitt: Die  für  a :  ß  quadratische  Gleichung  (1)  muß  zwei 
gleiche  Wurzeln  haben,  d.  h.  es  muß  sein: 

{"'  -  WTmi^  ('  +^^  -  vF^TTi)  {'  +  "'-  y^^Ti) 

oder,  ausgerechnet: 

(2)    {rt-s')R'-[{l+q')r-2pqs+{l+py]yp^+g'+lR  +  (p'+q'+^^^ 

Hier  liegt  eine  quadratische  Gleichung  für  R  vor.  Ihre  Wurzeln 
sind  die  Hauptkrümmungsradien  R^  und  R^  des  betrachteten 
Flächenpunktes.  Zur  Bestimmung  der  zugehörigen  Haupt- 
schnitte oder  Tangentenrichtungen,  also  des  Verhältnisses  a  :  ß, 
schließen  wir  so:  Ist  R  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2),  so  hat 
die  für  a  oder  ß  quadratische  Gleichung  (1)  eine  Doppel- 
wurzel. Für  eine  Doppelpurzel  u  der  quadratischen  Gleichung 
Äu^  -\-  2JBu  +  C  =  0  ist  aber  auch  Äu  -{-  R  =  0.  Also  folgt 
hier,  je  nachdem  wir  (1)  als  quadratische  Gleichung  für  a 
oder  ß  auffassen,  daß  für  die  Hauptschnitte: 

\      ^      Vp'  +  a'  +  i>        \        Vp^  +  2^  +  1/' 
v^     Vp'  +  a'  +  iJ    ^V      ^      Vp'  +  a'  +  v 

oder  umgeformt: 


,QX  ra  +  sß  _  sa  +  tß  _  VF  +  q' +  ^ 

W  ^iJ^p^cc-^pqß        pqa  +  {l+q')ß  B 

ist.     Die   beiden  ersten  Terme   stellen   zusammen  eine  in  a  :  ^ 
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quadratische  Grleicliuiig  vor,  die  7Air  Bestimmung  der  Tangenten 
der  beiden  Hauptsehnitte  dient. 

Nach  (2)    ist   für  die   beiden  Hauptkrümmungsradien   B^ 
und  i?2- 

7?   7?    _  (P"  +  g'  +  1)^ 
^1^2—         rt  —  s^        ' 

und  hieraus  folgt  noch: 

K^h     -^2)  -  {rt-s^y  Ipq     1  +  p«     l  +  g^J 

(j)^  +  g^  +  l)^l  +  P^)(l  +  g^)r      r t__^f 

■^  (ri-s*)«  Ll  +  P'       1  +  g'j' 

318.    Das   G-außische  Erümmungsmaß.     Die  Werte 

der  beiden  Hauptkrümmungsradien  B^  und  i?2  eines  Flächen- 
punktes stehen  in  engster  Beziehung  zu  derjenigen  Größe,  die 
nach  Gcmß  das  Krümmungsmaß  der  Fläche  in  jenem  Punkte 
heißt.  Es  ist  dies  übrigens  eine  andere  Größe  als  die  in 
Nr.  308  erwähnte  mittlere  Krümmung.  Wir  gelangen  zu  ihr 
auf  folgendem  Wege: 

Um  den  Anfangspunkt  0  als  Mittelpunkt  wird  wie  in 
Nr.  260  die  Kugel  vom  Radius  Eins  gelegt.  Ist  nun  31  ein 
Punkt  der  gegebenen  Fläche,  so  ziehen  wir  von  0  aus  den- 
jenigen Radius,  dessen  Richtung  und  Sinn  ebenso  ist  wie  bei 
der  positiven  Flächennormale  von  31.  Der  Endpunkt  W  des 
Radius  heißt  das  sphärische  Bild  des  Flächenpmiktes  31.  Jedem 
Punkte  31  der  Fläche  entspricht  ein  Bildpunkt,  umgekehrt 
aber  können  zu  einem  Bildpunkte  mehrere  Punkte  der  Fläche 
gehören,  nämlich  solche  Punkte,  die  parallele  positive  Nor-. 
malen  haben.  Wir  wollen  ein  solches  Stück  der  Fläche  be- 
trachten, auf  dem  es  keine  zwei  Punkte  gibt,  die  parallele  und 
gleichsinnige  Normalen  haben,  so  daß  alle  Punkte  31  dieses 
Stückes  verschiedene  Bildpunkte  SDZ  haben. 

Wir  werden  allerdings  erst  im  zweiten  Bande  den  BegriJff 
des  Flächeninhaltes  einer  krummen  Fläche  definieren  können, 
möchten  aber  doch  schon  hier  davon  Gebrauch  machen,  um 
nicht  die  Definition  des  Krümmungsmaßes  ungebührlich  lange 
hinausschieben  zu  müssen.     Dieser  Begriff  des  Flächeninhaltes 
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wird  ja  dem  Leser  niclit  fremdartig  sein.  Es  möge  also  etwa 
S  den  Flächeninhalt  des  betrachteten  Stückes  der  gegebenen 
Fläche  bedeuten.  Die  Bildpunkte  9lR  der  Punkte  M  dieses 
Stückes  erfüllen  alsdann  ein  gewisses  Stück  der  Kugel,  und 
es  sei  ©  der  Flächeninhalt  dieses  sphärischen  Stückes.  Das 
Verhältnis  ©  :  S  nennen  wir  die  durchschnittliche  Krilmmung 
des  Flächenstückes  Sj  nicht,  wie  es  in  Analogie  mit  Nr.  260 
nahe  liegen  würde,  die  mittlere,  da  die  mittlere  Krümmung 
schon  eine  andere  bestimmte  Bedeutung  hat,  vgl.  Nr.  308. 
Ist  nun  das  Flächenstück  S  die  Umgebung  eines  gewissen 
Punktes  31  der  Fläche  und  wird  diese  Umgebung  immer  kleiner 
gemacht,  so  wird  das  zugehörige  sphärische  Stück  (3  auch 
eine  immer  kleinere  Umgebung  des  sphärischen  Bildes  Tl  von 
M.  Man  kann  zeigen,  daß  das  Verhältnis  @  :  S  einen  be- 
stimmten endlichen  Grenzwert  hat,  wenn  die  Fläche  S  um 
M  herum  nach  Null  strebt,  und  dieser  Grenzwert  heißt  nach 
Gauß  das  Krümmungsmaß  oder  die  Krümmung  der  Fläche 
au  der  betrachteten  Stelle  M. 

Die  Tangentenebene  der  Fläche  in  M  ist  der  Tangenten- 
ebene der  Kugel  in  Tl  parallel.  Je  kleiner  das  Flächenstück 
S  um  M  herum  und  dadurch  auch  das  Flächenstück  (3  um 
^  herum  wird,  um  so  weniger  weichen  beide  Stücke  von 
Teilen  dieser  beiden  parallelen  Ebenen  ab.  Da  nun  der 
Flächeninhalt  eines  Stückes  einer  Ebene  in  einem  von  seiner 
Form  unabhängigen  Verhältnisse  zu  dem  Flächeninhalte  seiner 
Projektion  auf  die  xy-Wßene  steht,  so  schließen  wir:  Um  das 
Krümmungsmaß  der  Fläche  in  M  zu  berechnen,  dürfen  wir 
die  beiden  Flächenstücke  S  und  ©  durch  ihre  Projektionen  S' 
und  @'  auf  die  a;?/- Ebene  ersetzen. 

Es  möge  M'  die  Projektion  von  M  auf  die  a;^- Ebene 
sein.  Wir  wählen  zwei  zu  31'  benachbarte  Punkte  Jf^'  und 
312  in  der  xy-^hene  und  betrachten  das  geradlinige  Dreieck 
3I'3I^31^  als  die  Projektion  S'  des  Flächenstückes  S,  das  also 
durch  ein  krummliniges  Dreieck  3131^312  auf  der  Fläche  be- 
grenzt sei.  Sind  ^^^  und  SD^g  ^i®  sphärischen  Bilder  von  31^ 
und  Jfg,  so  ist  die  sphärische  Fläche  3  durch  ein  krumm- 
liniges Dreieck  dJlWl^Tl2  begrenzt,  dessen  Ecken,  auf  die  xy- 
Ebene  projiziert,  die  Punkte  W,  33^/,  TI2  liefern  mögen.  Die 
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Projektion  ^'  von  (S  ist  alsdann  durch  ein  krummliniges 
Dreieck  9JZ'9D^/9}^o'  beg;renzt.  Man  kann  nun  beweisen,  worauf 
wir  hier  nicht  eingehen,  daß  die  Fläche  des  Jcrummlimg  be- 
grenzten Dreiecks  WW^Tl^  zur  Fläche  des  geradimig  be- 
grenzten Dreiecks  dJVTl^'^Jl.2  ein  Verhältnis  hat,  das  dem^ 
Grenzwerte  Eins  zustrebt,  falls  die  Punkte  9)Z/  und  SJlg'  immer 
näher  an  9}^'  heranrücken.  Daher  dürfen  wir  folgern,  daß  die 
Krümmung  der  Fläche  in  31  der  Grenzwert  ist: 

wobei  beide  Dreiecke  ^erarZlinig  begrenzt  seien. 

Der  Punkt  31  der  Fläche  s  ==  f{x,  y)  habe  die  Koordinaten 
X,  y,  z.  Der  Punkt  31'  hat  dann  die  Koordinaten  ic,  y.  Den 
Punkt  31(  können  wir  auf  derjenigen  Geraden  durch  3L' 
wählen,  die  der  ^-Achse  parallel  ist,  so  daß  3L^  die  Koordi- 
naten X  +  /Ix  und  y  habe.  Dagegen  möge  31^  die  Koordinaten 
X  und  y  -\-  ^y  haben.  Alsdann  hat  das  Dreieck  31' 31^' 31^'  den 
Inhalt  \Ax/ly. 

Die  Richtungskosinus  der  positiven  Normale  des  Flächen- 
punktes Jf  bezeichnen  wir  mit  X,  F,  Z.  Sie  sind  zugleich 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Bildpunktes  9Jl  auf  der 
Kugel,  d.  h.  9Jl'  hat  die  Koordinaten  X  und  Y.  Sie  sind 
Funktionen  von  x  und  y.  Wenn  nur  x  um  Ax  wächst,  mögen 
sie  die  Zunahmen  z/jX  und  A^Y  erfahren;  wenn  dagegen  nur 
y  um  Ay  wächst,  seien  z/gX  und  A.^Y  ihre  Zunahmen.  Als- 
dann haben  die  Ecken  des  Dreiecks  W."^^'^^  die  Koordinaten: 

X,  T;     X+z/^X,   r+z/^Y;     X  +  zigX,   T+z/gF, 

so   daß  -^-(z/iXz/g  T— z/^Fz/gX)  der  Inhalt   des  Dreiecks   ist. 
Nach  (1)  wird  folglich: 

K  =  hm  -^ '        .  ' ^ —  =  lim     l ^ -'- ^— )  • 

AxAy  \Jx       Jy         Jx      Ay  J 

Sind  X  und   Y  stetige  Funktionen   von  x  und  y  mit   stetigen 
Ableitungen,  so  kommt: 

\im^  =  X,,    lim-^'^^r,,     lim^=X,     lim4^=K, 

SO  daß  folgt: 

(2)  ^=x,Y^-r,x,. 
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Wir  erinnern  daran^  daß  der  Inhalt  eines  ebenen  Dreiecks 
seinem  Vorzeichen  nach  von  dem  Sinne  abhängt,  in  dem  das 
Dreieck  umlaufen  wird,  und  daß  wir  hier  bei  beiden  Dreiecken 
den  entsprechenden  Sinn  gewählt  haben.  Da  sie  nun  die  Pro- 
jektionen von  krummlinigen  Dreiecken  auf  der  Fläche  und  der 
Kugel  sind  und  diese  beiden  Flächenstücke  in  den  Umgebungen 
zweier  Stellen  M  und  9l)^  mit  parallelen  Tangentenebenen  liegen, 
so  haben  wir  also  die  Inhalte  der  Dreiecke  auf  der  Fläche  und 
auf  der  Kugel  mit  bestimmten  Vorzeichen  versehen,  die  von 
dem  Sinne  des  Umlaufs  abhängen,  falls  die  Fläche  von  der 
positiven  Normale  aus  und  die  Kugel  von  außen  betrachtet 
wird.     Nach  (10)  in  Nr.  253  haben  wir: 

X = -  ^ ,     r=  -  ^ ,    wobei  w  =  i/ps  _p"2-:|rf 

und  die  Wurzel  ist  positiv.     Hieraus  folgt: 


(3) 


w^p  —  riü  IV  p  —  SIC 

^  ^         w^-         '  y ""        «ü^        y 

10  a  —  siü  iü,a  —  ttv 


so  daß  aus  (2)  hervorgeht: 


'^^^  w^q  —  stv     tvq  —  tw 

=  ^4  [w\rt  -  s')  -  ww^{pt  -  qs)  -  wWy{qr  -ps)\ . 

Es  ist  aber  i(;^=^^  +  g^  + 1,  also  wiv^=pr-^qs,wWy=ps-\-qt, 

Demnach  geht  schließlich  hervor: 

/ix  7^ rt  —  s^       1 

vgl.  (4)  in  Nr.  317. 

Die  Krümmung  der  Fläche  in  einem  Funlde  ist  hiernach 
gleich  dem  Produlde  der  beiden  Hauptkrümmungen  des  FunJäes. 

319.  Die  Krümmuugfskurven.  Konstruiert  man  in 
jedem  Punkte  einer  Flächenkurve  die  zugehörige  Normale  der 
Fläche,  so  werden  diese  Normalen  im  allgemeinen  nicht  die 
Tangenten  einer  Raumkurve  sein.  Ist  es  aber  im  besonderen 
doch  der  Fall,  so  heißt  die  Flächenkurve  eine  Krümmung sliurve. 

In  diesem  Falle  wird  die  Fläche  der  Normalen  von  Ebenen 
umhüllt  (nach  Nr.  281).  Die  durch  einen  Punkt  M  oder 
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(x,  y,  z)  der  Krümmungskurve  gehende  Ebene  muß  erstens  die 
Normale  des  Punktes  und  zweitens  die  Tangente  der  Krüm- 
mungskurve enthalten.  Um  also  die  Bedingungen  für  eine 
Krümmungskurve  aufzustellen,  denken  wir  uns  Xy  y,  s  als  Funk- 
tionen einer  Hilfsveränderlichen  derart,  daß  die  zugehörige 
Kurve  auf  der  Fläche  z  =  f{x,\j)  liegt.  Deutet  dann  der  Ak- 
zent die  Differentiation  nach  der  Hilfsveränderlichen  an,  so 
sind  x,  y,  z  den  Richtungskosinus  der  Tangente  der  Kurve 
proportional.  Bedeuten  X,  Y^  Z  die  Richtungskosinus  der 
Flächennormale,  so  ist  die  Ebene  durch  die  Normale  und  durch 
die  Tangente  der  Krümmungskurve  in  M  in  den  laufenden 
Koordinaten  J,  %  %  dargestellt  durch  die  Gleichung: 

\l-x     t)-y     l-z\ 
(1)  j    X  y'  z      =0. 

ix  Y         Z  \ 

Hierin  sind  Xj  y,  z  und  mithin  auch  x,  y\  z  und  X,  F,  Z 
Funktionen  der  Hilfsveränderlichen,  so  daß  zu  jedem  Werte 
der  Hilfsveränderlichen  eine  solche  Ebene  gehört.  Daher  liegt 
eine  Ebenenschar  vor,  und  es  ist  zu  fordern,  daß  die  Charak- 
teristiken der  von  den  Ebenen  umhüllten  Fläche  Normalen  der 
gegebenen  Fläche  seien.  Nach  Nr.  278  wird  die  durch  Jf 
gehende  Charakteristik  durch  die  Gleichung  (1)  und  die  aus 
ihr  durch  Differentiation  nach  der  Hilfsveränderlichen  hervor- 
gehende Gleichung  bestimmt.  Die  Differentiation  der  ersten 
Zeile  in  (1)  gibt  die  zweite,  abgesehen  vom  Minuszeichen  5  also 
wird  die  zweite  Gleichuns:  des  Charakteristik: 


\l-x     \)-y    i-z 
(2)  X  y  z 

!  X  ,    r       z 


+ 


l-x     \)-y     i-z 
X  y  z       =0. 

X'      r      z:  \ 


Beide  Gleichungen  sollen  nun  durch  alle  Punkte  der  Flächen- 
normale, d.  h.  durch  i  =  x-{-cX,  t)  =  1/  -f-  c  Y,  i  =  z-\-  cZ  erfüllt 
werden,  wenn  c  beliebig  ist.  Dies  ist  mit  der  Gleichimg  (1) 
der  Fall,  so  daß  die  Gleichung  (2)  allein  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  eine  Krümmungskurve  in  der  Form 
liefert : 
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X      y      z   I 
(3)  X     Y    Z   =0. 

X  r  z'\ 

Die  Flächennormale  ist  aber  zur  Tangente  senkreclit,  d.  h.: 

Aus  den  beiden  letzten  in  x\  y,  z  linearen  Gleichungen  folgt, 
daß  sich.  Xy  y,  z  zueinander  verhalten  wie  drei  Größen,  von 
denen  wir  die  erste  angeben: 

{ZX'-XZ') Z- (Xr -  YX')Y, 
aus  der  die  beiden  anderen  durch  zyklische  Vertauschung  von 
X,   Y,  Z  hervorgehen.     Wenn  zu   dieser   Größe  X^X   addiert 
und  dann  X^X'  davon  wieder  subtrahiert  wird,  so  kommt: 

{X^^Y^-\-Z')X'-{XX-{-YY^ZZ')X. 
Es  ist  aber  X^^Y^  +  Z^==^1  und  also  XX -\- YY' -\- ZZ'^0, 
so  daß  sich  die  Größe  auf  X  reduziert.     Also  sind: 

X'  _  r  _  z; 

x         y'        z 
die    notwendigen    und    hinreichenden    Bedingungen    für    eine 
Krümmungskurve. 

Satz  13:  Sind  X,  Y,  Z  die  Richtungskosinus  der  Nor- 
malen einer  Fläche  für  die  Punkte  einer  Flächenkurve,  und  sind 
die  Koordinaten  x,  y,  z  dieser  Funkte  als  Funktionen  einer 
Hilfsveränderlichen  gegeben,  so  ist  die  Kurve  dann  und  nur  dann 
eine  Krümmungskurve,  wenn  längs  ihrer  die  Ableitungen  von 
X,  Y,  Z  proportional  den  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  der 
Hilfsveränderlichen  sind. 

Man  kann  der  Bedingung  (3)  noch  verschiedene  andere 
Formen  geben:  Es  ist  z  =px  -{-qy ,  ferner  nach  (10)  in 
Nr.  253  noch  X^—p-.w,  Y=  —  q'.ii)  und  Z=l'.Wj  wenn 
w  die  positive  Quadratwurzel  aus  p"^  -\- q^  -\-  i  bedeutet.  Daher 
wird  (vgl.  (3)  in  Nr.  318): 

^'  =  ^~2  [(y^xP  -  ^^)^'  +  {^yP  -  sw)y"\, 


^'  =  -j2K-^'  +  ^^2/1' 
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Setzt  man  diese  Werte  in  (3)  ein,  so  vereinfacht  sich  die  dritte 
Zeile  der  Determinante  mit  Rücksicht  auf  die  zweite.    Es  kommt: 

X  y  px-\-qy\ 

-p  -q  1  =0 

rx-\-sy       sx+ty'  0        j 

oder  ausgerechnet: 

(4)[(l+i>^)5-M^>'2+[(l+i)^)^-(l+</2)r]rry-[(l+^>-M^]?/'=0. 

Da,  2^^' -\-qy  =^  ^'     und     rx  -\- sy  =Pj  sx' -\-ty' =  q     ist,    läßt 
sich  die  Bedingung  auch  so  schreiben: 

I  ^'    y         ^ 


(5) 


p      q       -1    =pq(^ 

p      q  Ol 


Führt  man  in  (4)  statt  x\  y  die  Differentiale  äx  und  äy 
ein,  so  kommt: 

(6)       [(1  ^p'^)s-pqr'\dx'^-^  [(1  ^p'')t-{\  +  q^)T\dx  dy 

-[{l^q')s-pqt\dy'=0. 

Hierin  sind  p,  q,  r,  s,  t  wegen  z  =  f(x,  y)  Funktionen  von 
X,  y.  Diese  Gleichung  ist  folglich  nach  Nr.  86  eine  geiv'ölm- 
liclie  Differentialgleichung  erster  Ordnung^  nämlich  für  diejenigen 
Kurven  in  der  xy- Ebene,  die  durch  Projektion  der  Krümmungs- 
Jcicrven  auf  die  xy- Ebene  hervorgehen. 

320.  Die  Tangenten  der  Krümmungskurven.  Wird 
der  Flächenpunkt  M  wie  in  Nr.  310  als  Anfangspunkt  gewählt, 
so  daß  für  ihn  p  =  q  =  s  ^0  und  r  =  1  :  B^,  t  =  1  :  B.2  ist, 
so  liefert  die  Gleichung  (4)  der  vorigen  Nummer  für  ihn 
xy=0,  d.h.  x=0  oder  y  =  0.  Da  die  Tangenten  von  31 
jetzt  in  der  o;«/- Ebene  liegen,  so  bedeutet  dies,  daß  entweder 
die  2/ -Achse  oder  die  ^- Achse  die  Tangente  der  durch  31 
gehenden  Krümmungskurve  ist.  Weil  nun  gegenwärtig  die 
:r<^-Ebene  und  «/^-Ebene  die  Hauptschnittebenen  von  3f  sind, 
so  kommt: 

Satz  14:  Die  durch  einen  FlächenpunM  gehenden  Krilm- 
mungskurven  berühren  dort  die  beiden  Hauptschnitte  der  Fläche. 

Hieraus  folgern  wir,  daß  durch  jeden  Flächenpunkt  31, 
der  kein  Nabelpunkt  ist,  zivei  Krümmungskurven  gehen,  deren 
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Tangenten  in  M  zueinander  senkrecht  sind.  Die  Krümmungs- 
Jcurven  bilden  demnach  ein  Nets  von  orthogonalen  Kurven.  In 
M  halbieren  die  Tangenten  der  Krümmungskurven  die  Winkel 
der  Haupttangenten,  vgl.  Nr.  316. 

321.  Crratliuie  der  Fläche  der  Normalen  längs 
einer  Erümmungskurve.  Wir  nehmen  wie  in  Nr.  319  an, 
eine  Krümmungskurve  der  Fläche  ^  =  f(x^  y)  sei  dadurch  dar- 
gestellt, daß  für  X,  y,  z  passende  Funktionen  einer  Hilfsveränder- 
lichen gesetzt  seien,  die  natürlich  insbesondere  der  Flächen- 
gleichung genügen  müssen.  Wie  immer  seien  X,  T,  Z  die 
Richtungskosinus  der  positiven  Normale  eines  Flächenpunktes 
M  oder  {Xy  y,  z),  und  der  Punkt  M  gehöre  der  Krüramungs- 
kurve  an.  Die  Punkte  (j,  ^,  §)  der  Flächennormale  von  M 
sind  dann  durch: 

(1)  l  =  x-\-  Xh,     t)  =  y+Yh,     i  =  z-^Zh 

gegeben,  wobei  h  die  mit  Vorzeichen  gemessene  Strecke  von 
M  bis  zum  Punkte  (j,  ^,  §)  bedeutet.  Die  Gratlinie  derjenigen 
Fläche,  die  von  den  Normalen  längs  der  Krümmungskurve  ge- 
bildet wird,  hat  diese  Normalen  zu  Tangenten.  Mithin  muß 
sich  auch  die  Gratlinie  in  der  Form  (1)  in  den  laufenden 
Koordinaten  j,  ^,  5  darstellen  lassen,  sobald  h  die  rich- 
tige Funktion  der  Hilfsveränderlichen  ist.  Wir  werden  diese 
Funktion  so  finden:  Stellen  wir  sie  uns  unter  h  in  (1)  vor, 
so  sind  ^*',  t}',  ^  den  Richtuugskosinus  der  Tangente  der  Grat- 
linie proportional,  wenn  die  Akzente  die  Differentiation  nach 
der  Hilfsveränderlichen  andeuten.  Diese  Kosinus  müssen  an- 
dererseits gleich  X,   Y,  Z  sein.     Also  ergibt  sich  aus  (1): 

x'-^X'h-{-XK=uX,    y-\-Th+Yh'==uY,    z-^Z%  +  Z¥=uZ, 

wobei  u  einen  noch  unbekannten  Faktor  darstellt.  Wegen 
Z^  +  r^  +  Z^  =  1  ist  aber  XX  -f  YY'  +  ZZ'  =  0.  Multi- 
plizieren wir  daher  die  drei  Gleichungen  mit  X\  Y\  Z'  und 
addieren  sie  dann,  so  ergibt  sich  eine  von  u  und  h'  freie  Glei- 
chung, aus  der  sich  h  berechnen  läßt.     Es  kommt: 

Um    die    geometrische    Bedeutung    dieser    Strecke    h    zu 
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ermitteln,  wählen  wir  für  den  Augenblick  M  wie  in  voriger 
Nummer  als  Anfangspunkt  so,  daß  für  M  insbesondere 
p  =  q  =  s  =  0,  r  =  1  :  B^,  t  =  1  :  B^  ist.  Bedeutet  tv,  wie  in 
Nr.  319,  die  positive  Quadratwurzel  aus  ^:>^  +  5"  +  1^  so  wird 
ww^  =pr  -\-  qs  =  0  und  wtc^  =  2)S  +  ^^  =  0;  folglich  ergeben 
sich  nach  derselben  Nummer  für  X',  Y\  Z'  die  Werte  —  x  :  B^^ 
—  y  :B.2  und  0.  Nun  sind  x',  «/,  /  den  Richtungskosinus  der 
Tangente  einer  der  beiden  durch  M  gehenden  Krümmuugs- 
kurven  proportional.  Diese  Tangente  fällt  aber  jetzt  nach 
Satz  14  in  Nr.  320  entweder  in  die  x-  oder  in  die  «/-Achse, 
so  daß  entweder  y=Oy  /=0  oder  x'=0^  /=0  ist.  Im 
ersten  oder  zweiten  Falle  gibt  die  Formel  (2)  mithin  h  =  B^ 
bzw.  h  =  B^.     Dies  bedeutet  geometrisch : 

Satz  15:  Die  GratUnie  derjenigen  ahwiclelbaren  Fläche, 
die  von  allen  Flächennormalen  längs  einer  Krümmungskurve 
gebildet  wird,  ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmung smiüel- 
punlite  aller  derjenigen  HauptschniUCy  die  jene  Krümmungshurve 
berühren. 

Kehren  wir  wieder  zu  einer  heliehigen  Lage  des  Achsen- 
kreuzes zurück,  so  wissen  wir  also,  daß  h  entweder  gleich  B^ 
oder  gleich  B^  zu  setzen  ist.     N^ch  (1)   sind  daher  entweder: 

(3)  t==x  +  XR„     \)  =  y+YR„     i  =  ^  +  ZR, 
oder: 

(4)  ^  =  x  +  XB„     i)  =  y+  YB^,    ^  =  z  +  ZB, 

die  Gleichungen  der  Gratlinie. 

Wir  warnen  vor  einem  naheliegenden  Irrtume:  Eine  Krüm- 
mungskurve hat  wie  jede  Raumkurve  für  jeden  ihrer  Punkte  31 
einen  Krümmungsmittelpunkt,  nach  Nr.  263.  Er  liegt  auf  der 
positiven  Hauptnormale  der  Kurve.  Diese  Hauptnormale  ist 
aber  im  allgemeinen  durchaus  nicht  die  Flächennormale.  Also 
sind  i?i  und  B^  im  allgemeinen  durchaus  nicht  die  Krümmungs- 
radien der  beiden  durch  M  gehenden  KrÜ7nmungsJiurven,  sondern 
nur  die  Krümmungsradien  derjenigen  beiden  Hauptschnitte,  die 
in  M  die  Krümmungskurven  berühren.  Die  Gratlinien  sind 
demnach  auch  im  allgemeinen  7iicht  die  Orte  der  Krümmuugs- 
mittelpunkte  der  Krümmungskurven;  aber  sie  sind  nach  Nr.  291 
Filarevoluten  der  Krümmuuocskurven. 
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322.  Flächen  mit  lauter  Nabelpuukteu.  Die  Kugeln 
(und  insbesondere  die  Ebenen)  haben  nach  dem  Meusni-erschen 
Satze  überall  Nabelpunkte.  Ferner  haben  alle  Normalen  einer 
Kugel  die  Eigenschaft^  einander  zu  treffen  (im  Fall  der  Ebene 
parallel  zu  sein).  Nach  der  Definition  in  Nr.  319  ist  dsiker  jede 
Kurve  auf  der  Kugel  (oder  in  der  Ebene)  eine  Krümmungskurve. 
Dies  zeigt  sich  auch  analytisch.     Liegt  die  Kugel: 

(x  -  af  +  iy-  hfi-  {z  -  cf  -  R^  =  0 

vor,  so  ergibt  zweimalige  Differentiation  nach  x  und  y\ 

l+i>'+('^-c)r  =  0,    ii(i^{s-c)s  =  0,    l  +  5H(^-c)25  =  0, 

woraus  folgt,  daß  die  drei  eckigen  Klammern  in  der  Differen- 
tialgleichung (4)  in  Nr.  319  in  diesem  Falle  den  Inhalt  Null 
haben,  die  Gleichung  also  nichts  aussagt.  Dasselbe  ergibt  sich 
im  Falle  einer  Ebene. 

Um  alle  Flächen  zu  finden,  deren  Punkte  sämtlich  Nabel- 
punkte sind,  gehen  wir  davon  aus,  daß  nach  (3)  in  Nr.  318, 
worin  w''^  gleich  p'^  -\-  q^  -\-  1  ist,  für  die  Richtungskosinus 
X,  Y,  Z  der  Normale  einer  Fläche  allgemein  die  Gleichungen 
gelten : 

Wenn  nun  die  Fläche  lauter  Nabelpunkte  haben  soll,  so  muß 
also  nach  Satz  4  in  Nr.  307  überall  auf  der  Fläche  X^  =  0, 
Y^  =  0  und  X^  =  Y  sein.  Nach  der  ersten  Bedingung  hängt 
daher  X  nur  von  x,  nach  der  zweiten  Y  nur  von  y  ab,  und 
folglich  ist  nach  der  dritten  X^  =  Y  konstant.  Ist  diese  Kon- 
stante von  Null  verschieden,  so  kann  sie  mit  1  :  c  bezeichnet 
werden.  Dann  haben  x  —  cX  und  y  —  cY  die  Ableitungen 
Null  und  sind  deshalb  auch  Konstanten  Xq  und  y^,  so  daß 
X=={x-x^):c  und  Y=(y-y^):c  wird.  Da  X^  +  T^-fi^^ 
=  1  ist,  folgt: 

Z=^  yc'-{x-x^y-{y-y^y. 

Nach  (10)  in  Nr.  253  ist  nun  p  =  -  X  :  Z  und  q  =:  -  Y :  Z. 

Aus  dz  =  pdx  -{-  qdy  folgt  jetzt: 

3»»J 
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d^  1  (^  — ^o)^^  +  iy—  2/o)%  _  Q 

Die  linke  Seite  ist  das  vollständige  Differential  von  z  — 
Yc^  —  {x  —  XqY  —  (y  —  IfoY,  und  dieser  Wert  muß  daher  kon- 
stant, etwa  gleich  ^q,  sein.     Daraus  ergibt  sich  schließlich: 

d.  h.  die  Fläche  ist  eine  Kugel. 

Wir  setzten  vorhin  voraus,  daß  die  Konstante  X^=  Y  -^0 
sei.  Ist  X^=Y  =0,  so  ergibt  sich  noch  einfacher  X  =  konst., 
F=konst.,  folglich  auch  Z=konst.  Die  Fläche  hat  also  lauter 
parallele  Normalen.  Wählen  wir  die  ^- Achse  in  der  Richtung 
dieser  Normalen,  so  muß  X  =  F=  0,  d.h.  p  =  q  =  0,  daher 
^  =  konst.  sein.     Wir  gelangen  mithin  zu  einer  Ebene. 

Satz  16:  Die  Ebenen  und  Kugeln  sind  die  einzigen  Flä- 
chen mit  lauter  Nabelpunkten.  Auf  ihnen  ist  jede  Kurve  eine 
Krümmungshurve. 

323.  Die  Flächenuormalen  längs  einer  beliebigen 
Flächenkurve.  Ehe  wir  die  Krümmuugskurven  weiter  unter- 
suchen, wollen  wir  eine  beliebige  Flächenkurve  annehmen  und 
einige  Formeln  aufstellen,  die  sich  auf  die  Lagerung  der  Nor- 
malen der  Fläche  längs  der  Kurve  beziehen. 

Eine  Kurve  auf  der  Fläche  z  =  f(x,  y)  sei  wieder  dadurch 
gegeben,  daß  für  x,  y  und  z  solche  Funktionen  einer  Hilfs- 
veränderlichen gewählt  worden  sind,  die  der  Gleichung  der 
Fläche  Genüge  leisten.  Die  Normalen  der  Fläche  längs  der 
Kurve  werden  im  allgemeinen  keine  Tangentenfläche  (Nr.  281) 
bilden,  also  nicht  die  Tangenten  einer  Kurve  sein.  Aber  wir 
können  uns  immer  eine  Raum  kurve  vorstellen,  deren  Tangeuten 
diesen  Normalen  parallel  sind;  indem  wir  von  dieser  Idee  Ge- 
brauch machen,  ergibt  sich  mit  Leichtigkeit  eine  Reihe  von 
nützlichen  Formeln. 

Wir  stellen  uns  also  eine  Raumkurre  vor,  deren  Punkte 
(^1  j  Vi  j  ^i)  ebenfalls  Funktionen  jener  Hilfsveränderlichen  sind, 
so  daß  jedem  Punkte  M  oder  (x,  y,  z)  der  Flächenkurve  ein 
gewisser  Punkt  M^  oder  (x^,yijZ^)  der  BaumkurYe  entspricht, 
nämlich  derjenige,  der  zu  demselben  Werte  der  Hilfs veränder- 
lichen gehört,  und  außerdem  soll  die  Tangente  der  Raumkurve 
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in  M^  der  Normale  des  FlächenpunJctes  M  parallel  sein.  Die 
auf  die  Flächenkurve  bezüglichen  Elemente  bezeichnen  wir 
wie  üblich,  also  z.  B.  mit  u,  ß,  y  die  Richtungskosinus  ihrer 
positiven  Tangente  usw.  Die  auf  die  Raumkurve  bezüglichen 
Elemente  unterscheiden  wir  von  jenen  durch  den  angehängten 
Index  1,  so  daß  z.  B.  a^,  ß^,  y^  die  Richtungskosinus  ihrer 
positiven  Tangente  sind.  Bedeuten,  wie  immer,  X,  Y,  Z  die 
Richtungskosinus  der  positiven  Normale  des  Flächenpunktes  M^ 
so  ist  zunächst  nach  Voraussetzung: 

(1)  c^^^x,    A  =  r,    y,^Z. 

Nach  den  Frenetschen  Formeln  (4),  (5),  (6)  in  Nr.  272 
kommt  ferner: 

(2)  da^  =  \d6^,      dß^  =  m^dö^y      dy^  =  n^dö^-^ 

(3)  dl^  =  l^dt^y      d^i^  =  m^dr^j      dv^  =  n^dr^ ; 

idlj^  =  —  a^dö^— X^dt^f     dm^  =  —  ß^d(5^  — ii^dx^y 
\  dn^  =  —  ?i  ^^1  —  Vidr^. 

Hier  ist  dö^  der  Kontingenz-  und  dr^  der  Torsions winkel 
der  Raumkurve,  so  daß  sich  nach  (2),  (1)  und  (3)  und  wegen 
Zj^  +  ^1^  +  ^1^  =  1  noch  ergibt: 

(5)      dö,  =  Yda,'  +  dßJVd^^  =  Yd^^dY'^dZ\^ 


(6)  dr^  =  y^Ai^  +  c?/i/  +  dv^\ 

Die  Wurzeln  in  (5)  sind  nach  Nr.  260  positiv. 

Es  sei  G3  der  Winkel  zwischen  der  positiven  Tangente 
der  Flächenkurve  und  der  positiven  Hauptnormale  der  Raum- 
kurve (natürlich  an  entsprechenden  Stellen).  Ferner  sei  0  der 
Winkel  zwischen  der  positiven  Flächennormale  und  der  posi- 
tiven Hauptnormale  der  Flächenkurve.  Alsdann  liegen  zwei 
begleitende  rechtwinklige  Dreikante  vor,  das  des  Punktes  M 
der  Flächenkurve  und  das  des  entsprechenden  Punktes  M^  der 
Raumkurve.  Legen  wir  beide  mit  den  Punkten  M  und  M^ 
zusammen,  ohne  ihre  Richtungen  zu  ändern,  so  kommt  die  erste 
Kante  des  zweiten  Dreikants,  nämlich  die  Tangente  von  ilfj, 
in  die  Ebene  der  Haupt-  und  Binormale  des  ersten  Dreikants, 
da  die  Tangente  von  M^  der  Flächennormale  von  M  parallel 
3831 
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und  die  Flächennormale  eine  Normale  der  Flächenkurve  ist. 
Diese  erste  Kante  des  zweiten  Dreikants  liegt  jetzt  so,  daß  die 
Kosinus  ihrer  Winkel  mit  der  zweiten  und  dritten  Kante  des 
ersten  Dreikants,  d.  h.  mit  der  Haupt-  und  Binormale  von  M, 
gleich  cos  6  und  sin  6  sind.  Da  die  Tangente  der  Flächen- 
kurve zur  Tangente  der  Raumkurve  senkrecht  ist,  liegt  ferner 
die  erste  Kante  des  ersten  Dreikants  in  der  Ebene  der  zweiten 
und  dritten  Kante  des  zweiten  Dreikants  und  bildet  mit  ihnen 
Winkel,  deren  Kosinus  gleich  cos  o  und  sin  a  sind.  Die  Ko- 
sinus derjenigen  Winkel,  die  von  der  zweiten  und  dritten 
Kante  des  ersten  Dreikants  mit  der  zweiten  bzw.  dritten 
Kante  des  zweiten  Dreikants  gebildet  werden,  seien  vorläufig 
mit  Ä,  B  bzw.  (7,  D  bezeichnet.  Die  folgende  Tabelle  gibt 
eine  bessere  Übersicht  über  die  Kosinus: 

;     aßy        Imn        X^v 


«iftn 

0 

cos  6 

sin  6 

l,m^n. 

cos  OJ 

A 

B 

Ai/iiVi 

sin  CO 

C 

D 

Da  je  zwei  Richtungen  eines  der  beiden  Dreikante  zuein- 
ander senkrecht  sind,  so  ergibt  die  Multiplikation  entsprechen- 
der Glieder  je  zweier  Zeilen  bzw.  zweier  Reihen  miteinander 
die  Bedingungen: 

ÄGOsd  -\-  Bsind  =  0,      C  cosd  +  D  sin  6  =  0, 

sin  03  cos  o  -\-  ÄC  -\-  BD  =  0, 

A  cos  G9  +  C'  sin  G9  =  0,     B  cos  o  +  D  sin  w  =  0, 

sin  ö  cos  ö  +  AB  -\-CD  =  0, 

aus  denen  ohne  Mühe  zu  folgern  ist: 

J.  =       £  sin  B  sin  oj,      B  =  —  e  cos  6  sin  «, 

C  =  —  £  sin  6  cos  w,     D  =       s  cos  0  cos  co, 

wobei  £  die  Zahl  +  1  oder  —  1  bedeutet.  Nun  aber  sind  die 
drei  positiven  Kanten  jedes  der  beiden  Dreikante  gegeneinander 
gleich  orientiert.  Entsprechend  der  Formel  (5)  in  Nr.  264,  die 
sich  ja  auf  die  Kosinus  der  Richtungen  eines  Dreikants  gegen- 
über   dem    Dreikant    des    Koordinaten -Achsenkreuzes    bezieht, 
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muß  daher  die  Determinante  der  in  der  Tabelle  anffefrebenen 
Größen  gleich  Eins  sein,  woraus  noch  8  =  —  1  hervorgeht. 
Daher  gibt  die  folgende  Tabelle  die  Kosinus  der  Winkel  beider 
Dreikante  an: 

;      aßy  Imn  k^iv 

^1  ßi  ?i  ö  cos  6  sin  B 

^1^1*^1  co^  ^     —  sin  ö  sin  o        cos  6  sin  w 

li^^v^  sin  09         sin  6  cos  w    —  cos  6  cos  o 

Dies  bedeutet  im  Einzelnen: 

(■?)  (8)  (9) 


aa^  +  ßß^  4-  yy^  =  0,  la^  -f  mß^  -\-  ny^  =  cos  0,      Xa^  +  ^ft  +  i/^^  =  sin  6, 
ccli+ßm^+yn^=  cos  CO,  U^^nim^-\-nn^=— sind  sin  co^  ?,l^-\-  ^m^-\-vn^  =  Gosd  sinco, 
aX^-\- ß^a^-{-yif^  =  sm(D;  Hj^-{- m^^-{-nv^  =  sind  cos (o-^  XXi-{-ii^^-\-vv^=—cosOgos(o, 

DijBFeren ziert  man  die  Gleichungen  (7),  (8),  (9)  und  nimmt 
man  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  von  Nr.  272  so- 
wie auf  die  vorhin  aufgestellten  Formeln  (2),  (3)  und  (4),  so  er- 
geben sich,  wenn  man  nach  Ausführung  der  Differentiationen 
die  vorliegenden  Formeln  (7),  (8),  (9)  benutzt,  drei  und  nur 
drei  verschiedene  Gleichungen.  Man  erhält  sie  schon,  wenn 
man  nur  die  erste  und  zweite  Gleichung  (7)  sowie  die  erste 
Gleichung  (8)  differenziert.  Es  sind  dies  die  folgenden  Be- 
ziehungen: 

(10)  cos  (üdö-^  +  cos  Odö  =  0, 

(11)  dt^  =  d(D  —  sin  Odö,  (12)     dt  =  dO  —  sin  (oda^ . 

Die  Gleichung  (12)  läßt  sich  mit  Rücksicht  auf  (10)  auch 
so  schreiben: 

(13)  dx  -=  dB  -\-  cos  0  ig  (odö. 

324.    Bedingung  für  eine  Krümmungskurve.     Ins 

besondere  werde  jetzt  angenommen,  daß  die  gewählte  Flächen- 
kurve  eine  Krümmungskurve  sei.  Nach  Satz  13,  Nr.  319,  ist 
dies  der  Fall,  wenn  x,  y\  z  zu  X',  Y',  Z'  proportional  sind. 
Weil  nun  x ,  y,  z  ihrerseits  zu  den  Richtungskosinus  a,  ß,  y 
der  Tangente  der  Flächenkurve,  dagegen  X',  Y' ,  Z'  nach  (1) 
und  (2)  in  voriger  Nummer  zu  \,  m^,  n^  proportional  sind,  so. 
323,  334] 
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folgt:  Die  Flächenkurve  ist  dann  und  nur  dann  eine  Krüm- 
mungskurve, wenn  itire  Tangente  der  Hauptnormale  der  zu- 
gehörigen Raumkurve  parallel  läuft.  Folglich  ist  sin  ca  =  0 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  eine  Krüm- 
mungskurve. Nach  (13)  in  Nr.  323  verschwindet  sin  cd  unter 
der  Annahme  cosöH=0  dann  und  nur  dann,  wenn  dt  =  dd  ist. 
Im  Falle  cos  6  =  0  folgt  dt  =  0,  d.  h.  dann  ist  die  Kurve  nach 
Satz  6  in  Nr.  275  eben.  Demnach  geht  der  Satz  von  Lancret 
hervor: 

Sat0  17:  Eine  nicht  ebene  FlächenJcurve  ist  dann  und  nur 
dann  eine  Krümmmigshirve,  wenn  ihr  Torsionsivinkel  gleich  dem 
Differentiale  desjenigen  Winkels  ist,  den  die  Flächennormale  mit 
der  Hauptnormale  der  Kurve  bildet. 

Ist  die  Kurve  eben,  also  dz  =  0,  so  folgt  aus  sin  w  =  0 
und  aus  (12)  in  Nr.  323  noch  dd  =  0.  Daher  gilt  der  Satz 
von  Joachimsth al : 

Satz  18:  Eine  Ebene  schneidet  eine  Fläche  dann  und  nur 
dann  in  einer  Krümmungskurve,  tvenn  die  Ebene  der  Kurve  die 
Fläche  überall  unter  demselben  Winkel  trifft 

Denn  in  diesem  Falle  ist  ja  die  Hauptnormale  der  Kurve 
in  der  Ebene  ffeleo^en;  der  Winkel  der  Ebene  mit  der  Tan- 
gentenebene  der  Fläche  wird  daher  das  Komplement  von  6. 

Wenn  die  Flächenkurve  eine  Krümmungskurve  ^st,  so 
bilden  die  Normalen  der  Fläche  längs  der  Kurve  nach  der 
Definition  in  Nr.  319  eine  Tangentenfläche  und  sind  daher 
die  Tangenten  der  Gratlinie  dieser  Fläche.  Mithin  kann  jetzt 
unter  der  in  voriger  Nummer  eingeführten  Raumkurve  diese 
Gratlinie  verstanden  iverden. 

Ist  die  Krümmungskurve  insbesondere  eben,  so  folgt  noch 
aus  (10)  und  (11)  in  voriger  Nummer,  daß  c^r^ :  rZ(?j  =  +  tg  ö, 
also  konstant  sein  muß,  weil  ja  6,  wie  wir  sahen,  konstant  ist. 
Es  bedeutet  aber  bei  der  Gratlinie  dt^ids^,  falls  ds^  ihr  Bogen- 
differential  vorstellt,  die  Torsion  und  dö^ :  ds^  die  Krümmung. 
Mithin  wird  in  diesem  Falle  das  Verhältnis  aus  Krümmung  und 
Torsion  bei  der  Gratlinie  konstant.  Nach  Satz  16  in  Nr.  296 
folgt  somit: 

Satz  19:  Die  Normalen  der  Fläche  längs  einer  ebenen 
Krümmungskurve  sind  die  Tangenten  einer  Schraubenlinie. 
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325.  Bedingung  dafür,  daß  die  Schnittkurve  zweier 
Flächen  eine  Krümmungskurve  ist.  Zwei  Flächen  mögen 
sich  längs  einer  Kurve  schneiden.  Diese  Kurve  ist  dann  in 
doppelter  Weise  eine  Flächenkurve.  Wir  behalten  die  üblichen 
Bezeichnungen  für  die  Auffassung  der  Schnittkurve  als  Kurve 
der  ersten  Fläche  bei,  während  wir  zur  Unterscheidung  bei 
der  Auffassung  der  Schnittkurve  als  Kurve  der  zweiten  Fläche 
den  Akzent  hinzufügen  wollen.  Nach  (13)  in  Nr.  323  ist 
alsdann: 

dt  ==  d6  -i  cos  6  ig  cjdöj      dt  =  d6'  +  cos  6'  tg  cj'da, 
d.  h. 

(1)  d  iß  —  &)  =  (cos  6'  tg  (x)'  —  cos  6  tg  (o)  dö. 

Nach  der  Definition  in  Nr.  323  sind  6  und  ß'  die  Winkel, 
die  von  der  positiven  Hauptnormale  der  Schnittkurve  mit  den 
positiven  Normalen  der  beiden  Flächen  gebildet  werden.  Alle 
drei  Geraden  liegen  in  der  Normalebene  der  Schnittkurve. 
Daher  bedeutet  0  —  6'  den  Winkel,  den  die  beiden  Flächen- 
normalen miteinander  in  einem  Punkte  der  Schnittkurve  bilden. 
Ist  nun  die  Schnittkurve  auf  beiden  Flächen  eine  Krümmungs- 
kurve, so  wird  nach  Nr.  324  sowohl  sin  w  als  auch  sin  «' 
gleich  Null,  mithin  d(d  —  9')  =  0,  also  6  —  6'  konstant. 

Hieraus  folgt  der  Satz  von  Bonnet: 

Scfts  20:  Ist  die  Schnittlmrve  zweier  Flächen  auf  leiden 
Flächen  eine  Krümmung slmrve,  so  schneiden  sich  die  Flächen 
längs  der  Kurve  unter  einem  Jconstanten   Winlcel. 

Umgekehrt:  Es  sei  die  Schnittkurve  auf  der  zweiten 
Fläche  eine  Krümmungskurve,  und  außerdem  mögen  sich  die 
Kurven  unter  einem  konstanten  Winkel  schneiden.  Alsdann 
ist  sinco'==0  und  d(6  —  6')  =  0,  so  daß  aus  (1)  folgt,  daß 
cos  ö  tg  CO  =  0  sein  muß.  Im  Falle  cos  ö  =t=  0  wird  also  sin  w  =  0, 
d.  h.  die  Kurve  muß  auch  auf  der  ersten  Fläche  eine  Krüm- 
mungskurve sein.  Im  FaUe  cos  6  =  0  versagt  dieser  Schluß. 
Wir  werden  aber  in  der  nächsten  Nummer  zeigen,  daß  in  der 
Tat  stets  die  Folgerung  gilt: 

Satz  21:   Schneiden  sich  zwei  Flächen  längs  einer  Kurve 
unter  einem  lionstanten  Winkel  und  ist  die  Schnittkurve  auf  der 
einen  Fläche  eine  Krümmungskurve,  so  ist  sie  es  auch  auf  der 
andern. 
335] 
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Weil  auf  einer  Ebene  oder  Kugel  jede  Kurve  nach  Nr.  322 
eine  Krümmungskurve  ist,  so  ergibt  sieb  noch,  ein  Satz,  der 
den  Joachimsthalschen  Satz  18  in  Nr.  324  mit  umfeßt: 

Satz  2:i:  Eine  auf  einer  Fläche  gelegene  ebene  oder  sphä- 
riscJte  Kurve  ist  eine  KrümmungskHrve  der  Fläche  dann  und 
nur  dann,  tvenn  die  Ebene  oder  Kugel,  auf  der  die  Kurve  liegt, 
die  Fläche  unter  einem  l'onstanten  Winlel  schneidet. 

Eine  einfache  Anwendung  von  Satz  21  ist  diese:  Die 
Tangentenebenen  einer  Tanorentenfläche  berühren  die  Fläche 
längs  erzeugender  Geraden,  vgl.  Nr.  281,  und  bilden  also  längs 
dieser  Geraden  den  Winkel  Null  mit  der  Fläche.    Mithin  folgt: 

Satz  23:  Die  Erzeugenden  einer  Tangentenfläche  sind 
Krümmungskurven  der  Fläche. 

326.  Andere  Ableitung  des  Hauptsatzes  der  vorigen 
Nummer.  Wir  betrachten  wieder  zwei  Flächen  und  wollen 
die  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  auf  der  zweiten  Fläche 
zum  Unterschiede  mit  dem  Index  1  versehen.  Alsdann  gelten 
für  die  Schnittkurve  beider  Flächen  die  beiden  Formeln: 

dz  =  pdx  -f  qdy,       dz  =  i\dx  -\-  q^dy. 

Wenn  nun  der  Akzent  die  Differentiation  nach  derjenigen  Hilfs- 
veränderlichen andeutet,  mittels  derer  die  Schnittkurve  darge- 
stellt wird,  so  folgt  hieraus: 

(1)  ^'  =    y    =     ^' 

Diese  drei  gleichgroßen  Brüche  wollen  wir  mit  h  bezeichnen. 
Außerdem  setzen  wir: 

(2)  ^^^  =  p,    y'^r'^Q,    ^i^M^  =  P„  2/i^  =  a. 

Alsdann  kommt: 

Pp'  =  [5  {p^,^  +  ^g^  +  1)  _  ^^(^2  ^  ^2  ^  1)J  ^^ 

Qq  =  [p,{p'  +  ^2  _p  1)  _  ^  (^^^  +  ^g^  4- 1)]  A:. 

Wenn  (p  den  Winkel  der  Normalen  beider  Flächen  in 
einem  Punkte  ihrer  Schnittkurve  bedeutet,  also  nach  (10)  in 
Nr.  253: 

ppi  +  g'Q'i  +  1 


cos  (p  = 


k 


VFTF+i  l/p?H- 21^-1-1 

[395,  3196 
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ist,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden: 

d  cos  CD    ,   ,    d  cos  qp    ,  (Q  —  P)  p'q 

P  +       ;^-        ü   = 


Eine  analoge  Formel  ergibt  sich,  wennj9,  q,p,  q  niit^^,  fh^Piy  {h 
und  P,  Q  mit  P^,  (Ji  vertauscht  werden.  Durch  Addition 
beider  Formeln  geht  hervor: 

(6)  (cos,,)  =-^^^==^^^=^[^-^,^^^Vi  +^,'+,,'+1^'^  '^0 

Nach  (2)  sind  nun  wegen  (5)  in  Nr.  319: 

(4)  («-P)/3'=0     und     (ft-A)i'i'(?.'  =  0 

die  Bedingungen  dafür,,  daß  die  Schnittkurve  auf  der  einen 
oder  andern  Fläche  eine  Krümmungskurve  ist.  Fügen  wir 
noch  die  Gleichung  hinzu,  die  aussagt,  daß  der  Winkel  ^) 
konstant  ist: 

(5)  (cos  g))'  =  0, 

so  lehrt  die  Formel  (3),  daß  zwei  der  drei  Bedingungen  (4) 
und  (5)  jedesmal  die  dritte  nach  sich  ziehen,  womit  die 
Sätze  20  und  21  der  vorigen  Nummer  von  neuem  bewiesen 
sind.  Dabei  wäre  nur  noch  zu  bemerken,  daß  die  in  (3)  auf- 
tretende Größe  \  die  ja  die  drei  gleichen  Brüche  (1)  darstellt, 
nur  dann  verschwindet,  wenn  die  Schnittkurve  eine  Gerade 
ist,  in  welchem  Falle  wir  den  Satz  18  in  Nr.  324  heranziehen 
können,  indem  wir  durch  die  Gerade  eine  Ebene  legen. 
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327.     BegriflT    eines    dreifachen    Plächensystems. 

Werden  drei  Funktionen  9,  ;^,  i/;  von  o;,  y,  z  drei  willkürlichen 
Konstanten  A,  /i,  v  gleichgesetzt: 

(1)        ^)  {x,  y,  0)  =  1,      X  {x,  y,  z)  =  a,      t  (^,  V,  ^)  =  y, 

so  stellt  jede  einzelne  Gleichung  eine  Flächenschar  dar.  Wir 
setzen  voraus,  daß  diejenigen  drei  Flächen,  die  sich  ergeben, 
wenn  wir  A,  ft,  v  drei  bestimmte  Werte  —  innerhalb  eines  ge- 
wissen Variabilitätsbereiches  —  beilegen,  einen  Schnittpunkt 
{x^yjS)  haben,  d.h.  daß  die  drei  Gleichungen  (1)  nach  x,y,0_ 
386,  387] 
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auf  lösbar  seien  (vgl.  Nr.  77).  Dies  ist  nach  Satz  3  in  Nr.  79 
der  Fall,  wenn,  wie  wir  in  der  Folge  immer  voraussetzen,  die 
drei  Funktionen  cp,  %,  iIj  voneinander  unahhängig  sind.  Als- 
dann definieren  die  Gleichungen  (1)  ein  sogenanntes  dreifaches 
Flächensystem. 
Es  seien: 

(2)       x=0  {X,  II,  v),      y  =  X{X,  ^,  v),      0=W  ( A,  ^,  v) 

die  Auflösungen  der  Gleichungen  (1),  so  daß  hierin  x,  y,  z 
als  die  zu  den  drei  Funktionen  (1)  inversen  Funktionen  von 
A,  |Lt,  V  dargestellt  sind  (vgl.  Nr.  81).  Die  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten eines  heliehigen  Punktes  (x,  y,  s)  des  Raumes  sind 
—  wenigstens  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  —  durch 
(2)  mittels  der  drei  veränderlichen  Größen  X,  n,  v  ausgedrückt. 
Ein  Beispiel  hierzu  ist  die  Art,  wie  man  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  x,  y,  z  durch  räumliche  Polarkoordinaten  r,  ö,  ^ 
ausdrücken  kann,  vgl.  Nr.  251.  Wenn  drei  nach  X,  u,  v  auflös- 
bare Gleichungen  (2)  vorliegen,  so  sagt  man,  daß  die  recht- 
winkligen Koordinaten  x,  y,  z  als  Funktionen  'krummliniger 
Kom'dinaten  A,  ^,  v  dargestellt  seien.  Während  nämlich  je  zwei 
der  drei  Gleichungen  x  =  konst.,  y  =  konst.,  z  =  konst.  zu- 
sammen eine  gerade  Linie  definieren,  wird  durch  je  zwei  der 
drei  Gleichungen  X  =  konst.,  ii  =-  konst.,  v  =  konst.  nach  (1) 
eine  Jcrumme  Linie,  nämlich  die  Schnittlinie  von  zwei  Flächen 
der  drei  Scharen,  gegeben. 

Wenn  wir  nun  etwa  den  Größen  u  und  v  bestimmte 
Werte  beilegen,  aber  X  veränderlich  lassen,  so  stellen  die  Glei- 
chungen (2)  die  Punkte  (x,  y,  z)  der  Schnittlinie  zweier  Flächen 
/Lt  =  konst.  und  v  =  konst.  des  Systems  (1)  dar,  ausgedrückt 
mittels  der  Hilfsveränderlichen  X.  Daher  sind  auch  nach  Nr.  252 
die  Ableitungen  x^,  y-,  z-^_  der  -drei  Funktionen  (2)  proportional 
den  Bichtungskosinus  der  Tangente  dieser  Schnittkurve. 

W^enn  wir  in  der  Folge  von  den  drei  Funktionen  x,  y,  z 
oder  von  den  drei  Funktionen  X,  /u,  v  sprechen,  so  meinen  wir 
damit  die  drei  Funktionen  (2)  von  A,  ju,  v  bzw.  die  drei  Funk- 
tionen (1)  von  Xj  y,  z. 

328.  Dreifaches  orthogonales  Plächensystem.  Be- 
deuten wie  vorher  x,  2/,^  drei  voneinander  unabhängige  Funktionen 
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von  A,  ^,  V  und  umgekehrt  l,  ^,  v  die  dazu  inversen  Funktionen 
von  X,  y,  0,  so  heißt  das  dadurch  definierte  dreifache  Flächen- 
system insbesondere  orthogonal,  wenn  jede  Fläche  jeder  Schar 
alle  Flächen  der  beiden  andern  Scharen  überall  senkrecht 
schneidet.  Die  Bedingungen  hierfür  lassen  sich  in  doppelter 
Weise  ausdrücken: 

Zunächst  nämlich  sind,  wenn  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines 
beliebig  herausgegriffenen  Punktes  bedeuten,  A^,  A^,  l^  den 
Kichtungskosinus  der  Normale  derjenigen  Fläche  A  =  konst.  pro- 
portional, die  durch  diesen  Punkt  geht,  nach  Nr.  253.  Ebenso 
sind  1«^,  ^^,  yu^  bzw.  i/^,  v^,  v^  proportional  den  Richtungskosinus 
der  Normalen  derjenigen  beiden  Flächen  tt  =  konst.  und  v  =  konst., 
die  durch  den  Punkt  gehen.  Für  die  Orthogonalität  ist  folglich 
notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Summen  der  Produkte 
entsprechender  Ableitungen  der  ^  und  v,  der  v  und  A  und  der 
A  und  fi  gleich  Null  seien.  Wir  können  aber  auch  so  schließen: 
Es  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  drei  durch  den  be- 
liebigen Punkt  (x,  y,  z)  gehenden  Schnittkurven  je  zweier  der 
genannten  drei  Flächen  in  diesem  Punkte  zueinander  senkrechte 
Tangenten  haben.  Nach  der  vorigen  Nummer  sind  nun  x-,,  y^^  ^;, 
ferner  :r^^,  y^^,  z^^  und  endlich  x^.,  y^.,  z^  den  Richtungskosinus 
dieser  drei  Tangenten  proportional,  so  daß  die  Summen  der 
Produkte  entsprechender  Ableitungen  der  x,  y,  z  nach  ft  und  v, 
nach  V  und  A  und  nach  A  und  ^  gleich  Null  gesetzt  werden 
müssen. 

Demnach  lassen  sich  die  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  der  Orthogonalität  in  einer  der  beiden  folgenden 
Arten  ausdrücken: 


(1) 


V.K-^VyK^V^l^^O,        .(2) 


In  Nr.  330  wird  gezeigt  werden,  wie  man  die  Bedingungen 
der  einen  Art  in  die  der  andern  Art  umformen  kann. 

329.  Partielle  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung für  ein  dreifaches  orthogonales  Flächensystem. 

Aus  den  Orthogonalitätsbedingungen  der  ersten  Art  kann  man 
zwei  der  drei  Funktionen  A,  ^,  v  vollständig  eliminieren,  wenn 
3:^8,  339] 
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man  noch  diejenigen  Gleichungen  benutzt,  die  durch  die  Diife- 
rentiation  dieser  Bedingungen  hervorgehen.  Nacli  den  beiden 
ersten  Gleichungen  (1)  der  vorigen  Nummer  ist  nämlich  zunächst: 

wobei  K  eine  gewisse  Funktion  von  Xj  y,  s  bedeutet;  und  hier- 
nach gelten  auch  die  Formeln: 
(oKv         dKv\ 

(dKv^  dKv\ 
^  y-Tx dT)  =  V^^^ -  ^y''^K~^y 

(dKv^  dKv\ 
"^^  KTy—  ^x    )  =  n^.^,-  v^VyK^. 

Addieren  wir  alle  drei  Gleichungen,  so  geht  rechts  Null  her- 
vor. Setzen  wir  außerdem  die  Werte  von  Kv^^  Kv^^,  Kv ,  aus 
(1)  auf  der  linken  Seite  ein,  so  kommt: 

'L  ci  dy 


^    "L  dx  dz  J 


+  ". 


2(^i,f.-i..%)       3(il.C«  -  i.,".) 


]  =  »• 


dy  dx 

Führen  wir  die  Differentiationen  aus  und  addieren  wir  noch 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (1)  der  vorigen  Nummer,  nach- 
dem sie  zuvor  mit 

-  Kx  -  Kjy  -  Kz       bzw.       \l^^  +  ^^y  +  IL^^ 

multipliziert  worden  sind,  so  folgt: 

^x  i.Kl^'xx  +  K^xy  +   K^xz  -  V^xKx  -  l^yKy  "  V^zK^ 
(2)     +  ^y{K\^xy  +  Kj\^yy  +  ^,.\^y^  "  ^.  A,,  "  [lyKjy  "  \>^zKj^ 

'  +  ^z  {K  ^xz  +  ^y  ^yz  +  K  ^^z  "  ^x  Kz  "  ^  ^^  "  ^z  Kz)  =  ^ ' 

Um  hieraus  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  fi  zu  ent- 
fernen, differenzieren  wir  zunächst  die  dritte  Gleichung  (1) 
der  vorigen  Nummer  je  einmal  nach  x,  y,  z,  wodurch  sich 
ergibt: 

K^xx  +  K^xy  +  Ki^xz  =  -  l^xKx  —  ^yKy  "  i^zKz> 
K^xy  +  K^yj  +  K^yz  =  -  ^f'xKj  -  ^yKy  ~  ^^  V" 
K  ^xz  +  ^y  ^yz  +   K  ^^zz  =  -  ^x  Kz  —  ^y  K^  "  ^z  ^^z ' 

[329 


A  = 

=  ^.^x. 

-  ^.^.,, 
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Setzen  wir  die  rechts  stehenden  Werte  für  die  links  stehenden 
in  (2)  ein  und  führen  wir  ferner  für  v^,  v  ,  v^  die  in  (1)  rechts 
angegebenen  zu  ihnen   proportionalen  Größen  ein^   so   kommt: 

{K^z-K^y){i^xKx-^  l^yKy-^  l^zK^ 
(3)  ■    +  {K^a^  -  Ki^^  i^xKy  +  ^yKjy  +  ^ zKj^ 

+   {K^y-  ^y^x)  (^xKz  +  t^y^z  +  ^z  Kz)  =  ^■ 

Diese  Gleichung  enthält  v  nicht  mehr;  sie  ist  außerdem  frei 
von  den  zweiten  Ableitungen  von  u  und  hat^  nach  den  ersten 
Ableitungen  von  ^  geordnet,  die  Form: 

(4)     A^/  +  Bt,/  +  Ci.^'  +  A'ii^t^,  +  J5'^^,  +  Ci.^1.^  =  0, 

wobei  die  Koeffizienten  die  Bedeutungen  haben: 


(5) 


In  (4)  und  in  der  dritten  Gleichung  (1)  der  vorigen 
Nummer  haben  wir  nun  zwei  Gleichungen,  die  von  v  ganz  frei 
sind  und  von  ^  nur  die  ersten  Ableitungen  |Lt^,  ^^^  ^^  enthalten 
und  zwar  homogen,  während  die  rechten  Seiten  der  beiden 
Gleichungen  gleich  Null  sind.  Aus  ihnen  lassen  sich  folglich 
die  Verhältnisse  der  Ableitungen  ^^,  ^  ,  ^^  berechnen  als  die 
Verhältnisse  dreier  Größen  %  ^,  S,  die  jedoch  so  umständlich 
sind,  daß  wir  sie  nicht  ausführlich  hinsetzen.  Es  sind  31,  33,  ß 
jedenfalls  drei  berechenbare  Funktionen  der  ersten  und  zweiten 
Ableitungen  von  X  allein.  Verstehen  wir  unter  ^  eine  gewisse 
Funktion  von  x,  y,  B,  so  können  wir  nun  schreiben: 

(6)  ^itix=2l,  %=«;  %=e. 

Ebenso   wie    wir  nach  den  Formeln  (1)  eine  Summe  bildeten, 
die  gleich  Null  war,  erkennen  wir,  daß  jetzt  auch: 

^-  VTz  dy  )  +  ^^  \dx  d7~J  +  ^A  dy        "dx  )  -^^ 

ist.     Mithin  folgt  nach  (6): 

(7)       si(S8.-e;  +  s3(e,-3g  +  s(a,-»,)  =  o. 

»%9J 


b 


§  4.     Dreifache  orthogonale  Flächensysteme.  527 

Da  21,  33,  (5  Funktionen  der  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  von  X  allein  sind,  so  enthält  die  Gleichung  (7)  nur 
die  Ableitungen  erster  bis  dritter  Ordnung  von  A.  Es  heben 
sich  übrigens,  wie  ihre  Ausrechnung  lehren  würde,  nicht  etwa 
alle  Glieder  links  gegenseitig  fort.  Eine  Gleichung  nun,  die 
außer  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen  —  hier  x,  y,  z  — 
eine  Funktion  X  und  ihre  partiellen  Ableitungen  bis  zur 
^ten  Ordnung  enthält,  heißt  eine  x)artielle  Bifferentialgleicimng 
n^^''  Ordnung  für  die  Funktion  X.  Hier  liegt  eine  spezielle  vor, 
so  daß  sich  der  Satz  von  Bonnet  ergibt: 

Satz  24:  Gehört  die  FläclienscJiar  X(x,  y,  z)  =  konst. 
einem  dreifachen  orthogonalen  Systeme  an,  so  genügt  die  Funk- 
tion X  einer'  geivissen  partiellen  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung, die  von  x,  y,  z  und  X  selbst  frei  ist. 

330.  Ableitung  der  Orthogoualitätsbedingungeu 
der  einen  Art  aus  denen  der  anderen  Art.     Aus   den 

Nr.  328  angegebenen  Orthogonalitätsbedingungen  (1)  lassen 
sich,  wie  schon  angekündigt  wurde,  die  sie  ersetzenden  Be- 
dingungen (2)  direkt  rechnerisch  ableiten.  Es  sind  ja  x,  y,  z 
Funktionen  von  X,  ^,  v,  die  ihrerseits  wieder  die  dazu  inversen 
Funktionen  von  x,  y,  z  bedeuten,  so  daß  z.  B.  x,  ausgedrückt 
durch  X,  ^,  V,  eine  zusammengesetzte  Funktion  von  x,  y,  z  ist 
(vgl.  Nr.  41,  42).  In  dieser  Weise  aufgefaßt,  sind  die  Ab- 
leitungen von  X  nach  ic,  y,  z  gleich  1,  0,  0.   Somit  ergibt  sich: 

Xy  X^  +  x^^  IL,  +  rr^.r^  =  0. 

Multiplizieren  wir  diese  drei  Gleichungen  bzw.  mit  X^,  X^,  X, 
oder  ,a^,  /i^,  ^^  oder  v^,  v^,  v^  und  addieren  sie  alsdann  jedes- 
mal, so  ergeben  sich  wegen  der  Orthogonalitätsbedingungen  (1) 
in  Nr.  328  drei  Gleichungen,  zu  denen  wir  sogleich  die  ana- 
logen Gleichungen  für  die  Ableitungen  nach  y  und  z  hinzufügen : 

K-L'-^u     ^.-M'^,,      v^  =  N'x,.. 
Hierin  ist  zur  Abkürzung  gesetzt  worden: 
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(2)  v+V+^/=^^  i^J+i^;+i^,'=M%  vj+v;+v^'^m 

Um  L^j  M^,  N^  durch  die  Ableitungen  von  x,  y,  z  nach  X,  ^,  v 
auszudrücken,  quadrieren  wir  die  Gleichungen  (1)  und  addieren 
dann  jedesmal  die  drei  untereinander  stehenden  Gleichungen. 
Alsdann  geht  wegen  der  in  (2)  angegebenen  Bedeutung  von 
L\  M\  IP  sofort  hervor: 

(3)  ^=^/+y/+^/,  M^=^;^y;^^,s  ^.=^/4-^/+^/. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (1)  ein,  so  werden  die  Ableitungen 
von  X,  n^  V  nach  x,  y,  z  durch  die  von  x,  y,  z  nach  X^  ^,  v 
ausgedrückt.  Umgekehrt  geben  die  Gleichungen  (1)  auch  so- 
fort die  Ableitungen  von  Xy  y,  z  nach  A,  ^,  v,  ausgedrückt 
durch  die  von  2,  ^,  v  nach  x,  y,  z. 

Werden  die  Werte  (1)  in  die  Orthogonalitätsbedingungen 
(I)  von  Nr.  328  eingeführt,  so  gehen  sofort  die  Orthogonalitäts- 
bedingungen (2)  von  JSfr.  328  hervor. 

331.  Zweite  Ableitungen  der  Koordinaten  in  einem 
dreifachen  orthogonalen  Systeme.  Differenzieren  wir  die 
Orthogonalitätsbedingungen  (2)  von  Nr.  328  bzw.  nach  X,  ii,  v 
und  subtrahieren  wir  von  der  Summe  der  hervorgehenden  beiden 
letzten  Gleichungen  die  erste,  so  folgt: 

Differenzieren  wir  die  zweite  Gleichung  (3)  der  vorigen  Nummer 
nach  V  und  die  dritte  nach  ^i,  so  kommt: 

^,.^^..  +  y,,y,,,  +  ^,,^,„.  =  -  -^y    x^,x^^^  +  y^y^^^  +  z^^z^^  =  "  i^^  * 

Werden  diese  drei  Gleichungen  bzw.  mit  A^,  /t^,  v^  multipliziert  und 
darauf  addiert,  so  erhalten  rr  , «/  ,  z  Koeffizienten,  die  offenbar 
nichts  anderes  als  cx:dx,  cyidx,  czicx,  d.h.  als  1,  0,  0 
sind,  so  daß  mithin  links  nur  x  auftritt.  Rechts  setzen  wir 
für  ft^  und  v^  ihre  Werte  aus  den  Gleichungen  (1)  der  vorigen 
Nummer  ein.  Dann  ergibt  sich  eine  Formel  für  x^^^.,  und  wir 
geben  außerdem  sogleich  die  analogen  Formeln  für  y^^^,  z^,^  an, 
die  hervorgehen,  wenn  die  obigen  drei  Gleichungen  bzw.  mit 
Xyy  iiy,  Vy  o^^eT  ^^j  ^^^  v^  m u 1 1 i p l i z i c r t  und  dann  addiert  werden: 
330,  331] 
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Diese  Formeln  lassen  sich  auch  so  schreiben: 
dMx^        cMy^^       dMz^ 


Analoge  Formeln  gehen  aus  (1)  und  (2)  hervor,  wenn  gleich- 
zeitig A,  n,  V  und  Ly  M,  N  zyklisch  vertauscht  werden. 

332.  Der  Dupinsche  Satz  über  dreifache  orthogo- 
nale Systeme.  Die  letzten  Formeln  haben  eine  schöne  geo- 
metrische Bedeutung: 

Werden  für  X  und  ^  bestimmte  Zahlen  gewählt,  während  v 
veränderlich  bleibt,  so  beschreibt  der  Punkt  {Xy  y,  z)  nach 
Nr.  327  die  Schnittkurve  zweier  Flächen  l  =  konst.  und 
0,  =  konst.  des  Systems;  längs  der  Kurve  ist  v  die  unab- 
hängige Veränderliche,  und  die  Richtungskosinus  der  Kurven- 
tangente verhalten  sich  wie  x„  :  y^  :  z„.  Die  Fläche  ii  =  konst. 
hat  im  Punkte  (;r,  ^,  ^)  eine  Normale,  deren  Richtungskosinus 
X,  Y,  Z  proportional  /a^,  ft^,  /t^  und  also  wegen  der  zweiten 
Formel  (2)  von  Nr.  330  gleich  ^^ :  M,  ^i^ :  M,  ^^ :  M,  d.  h. 
nach  den  Formeln  der  zweiten  Reihe  in  (l),  Nr.  330,  gleich 
Mx  ,  My^^j  Mz^^  sind.  Daher  besagen  die  Gleichungen  (2)  der 
vorigen  Nummer,  wenn  wir  von  dem  letzten  Terme  absehen, 
daß  längs  jener  Schnittkurve,  längs  derer  v  die  unabhängige 
Veränderliche  vorstellt, 

ist.  Dies  aber  bedeutet  nach  Satz  13  in  Nr.  319,  daß  die 
Schnittkurve  eine  Krümmungskurve  der  Fläche  ^  =  konst.  ist. 
Ebenso  folgt  aus  den  Gleichungen,  die  den  Formeln  (2)  in  voriger 
Nummer  analog  sind,  daß  die  Kurve  auch  eine  Krümmungs- 
kurve der  Fläche  X  =  konst.  ist.  Wir  gelangen  somit  zu  dem 
Satze  von  Diipin: 

Serret-Scheffers,Diff.-u.  Integral-Eechnung.  I.  -l.u.  5.  Aufl.     34       [331     33!^ 
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So,tz  25:  In  einem  dreifacJien  ortliogonalen  Flächensysteme 
■wird  jede  Fläche  einer  Schar  von  allen  Flächen  der  beiden 
anderen  Scharen  in  Krümmimgshurven  geschnitten. 

333.  Elliptische  Koordinaten.  Ein  besonders  wich- 
tiges System  von  krummlinigen  Koordinaten  (vgl.  Nr.  327) 
sind  die  elliptischen.  Darunter  versteht  man  die  drei  Wurzeln 
A^  ^,  V  der  für  a  kubischen  Gleichung: 

^^  a'—  a^  b'—  cc^  c'—  cc         ^' 

in  der  a^,  h^,  c^  bestimmte  Konstanten  bedeuten  und  etwa 
a^  >  &^  >  c^  sein  möge.  Die  kubische  Gleichung  läßt  sich 
auch  so  schreiben: 

x^  (h^  -  a)  (c2  -a)-\-i/  (c'  -  a)  (a,'  -  a)  +  0'  (a'  -  a)  {b'  -  a) 
-  (a'  -  a)  {W  -a){c^-a)  =  0, 

wo  links  eine  ganze  rationale  Funktion  dritten  Grades  von  a 
steht,  die  mit  a  zugleich  nach  -\-  00  oder  —  00  strebt,  während 
sie  für  cc  =  c^  positiv,  für  a  =  b^  negativ  und  für  a  =  a^  positiv 
ist^  so  daß  die  Gleichung  in  der  Tat  nach  Satz  5  in  Nr.  21 
drei  reelle  Wurzeln  A,  (i,  v  hat,  die  so  liegen,  wie  es  die  Un- 
gleichungen angeben: 
(2)  X<c^  <ii<b^  <v<a\ 

Die  drei  Gleichungen,  die  aus  (1)  hervorgehen,  wenn  darin 
für  a  irgend  drei  solche  Werte  A,  ft,  v  gesetzt  werden,  die  den 
Ungleichungen  (2)  genügen,  lassen  sich,  da  sie  in  x'^,  \ß,  s^" 
linear  sind,  ohne  Mühe  nach  a:-^,  y^,  z^  auflösen.  Insbesondere 
ergibt  sich: 

woraus  die  Werte  von  y^  und  ^^  durch  zyklische  Vertauschung 
von  a,  by  c  hervorgehen.  Man  sieht  überdies,  daß  alle  drei 
Werte  positiv  sind,  sobald  man  die  Bedingungen  (2)  berück- 
sichtigt. Es  ergeben  sich  mithin  für  x,  y,  z  drei  Funktionen 
von  A,  ^,  V,  tvobei  A,  ^,  v  die  durch  (2)  vorgeschriebenen  Varia- 
bilitätsbereiche haben.  Wir  kommen  also  zu  Gleichungen,  die 
sicli  der  allgemeinen  Form  (2)  in  Nr.  327  unterordnen,  d.  h. 
wir  gelangen  zu  einem  dreifachen  Flächensysteme.  Wenn  ius- 
li^2,  333] 
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besondere  für  a  irgend  ein  Wert  A  gemäß  (2)  gewählt  wird, 
so  stellt  (1)  ein  MUpsoid  dar.  Wählen  wir  dagegen  für  a 
irgend  einen  Wert  a  gemäß  (2),  so  definiert  (1)  ein  einschaliges 
Hyperboloid.  Wenn  wir  endlich  für  a  einen  Wert  v  gemäß  (2) 
annehmen,  so  liefert  (1)  ein  ziveisclialiges  Hyperboloid.  Das 
Vorhergehende  zeigt,  daß  umgekehrt  durch  jeden  Punkt  {x,y,£) 
des  Raumes  drei  solche  Flächen  gehen.  Alle  diese  Flächen 
zweiter  Ordnung  haben  die  Koordinatenebenen  zu  Achsenebenen, 
und  sie  schneiden  die  Koordinatenebenen  in  konfokalen  Kegel- 
schnitten. Daher  liegt  ein  dreifaches  System  von  konfolmlen 
Flächen  zweiter  Ordnung  vor.     Nach  (3)  ist: 

a^  —  l 

X..X, 


und  durch  zyklische  Yertauschung  von  «,  b,  c  gehen  y^^y^.  und 
z,z„  hervor.  Diese  drei  Werte  erfüllen  die  erste  Gleichung  (2)  in 
Nr.  328.  Analog  erkennt  man,  daß  die  beiden  anderen  Glei- 
chungen befriedigt  werden,  d.  h.  das  System  der  Icon fokalen 
Flächen  zweiter  Ordnung  ist  orthogonal. 

334.  Erümmuugskurveu  des  Ellipsoids.  Nach 
Satz  25  in  Nr.  332  schneiden  die  Flächen  des  soeben  betrach- 
teten Systems  einander  in  Krümmungskurven.  Demnach  können 
wir  die  Krümmungskurven  irgend  einer  der  Flächen  zweiter 
Ordnung  berechnen.  Wir  greifen  insbesondere  eines  der  Ellip 
soide  heraus,  indem  wir  A  =  0  wählen: 

(1)  ■     ~  +  f^  +  f^  =  l  {a^>ir->c''). 

Dies  Ellipsoid  wird  also  von  den  einschaligen  Hyperboloiden 
mit  dem  Parameter  /i: 

(2)  T^'-  +  j/—  +  -.-—  =1  (c^  <  ,«  <  V-) 
und  von  den  zweischaligen  Hyperboloiden  mit  dem  Parameter  v: 

('^)  -^  +  r/^  +  -/*     =  1  (?>'  <  ^^  <  «') 


in  Krümm  an  gskurven  geschnitten.  Die  Schnitte  mit  der  Flächen- 
schar (2)  sind  die  Krümmungskurven  der  einen  Schar,  die  mit 
der  Flächenschar  (3)  die  Krümmnngskurven  der  anderen  Schar. 

3^*     [333,  334 


532  Kap.  X.     Flächenkurven  und  Fläclaenfamilien. 

Um  die  Gestalten  der  Krümmungskurven  zu  untersuchen, 
projizieren  wir  sie  auf  die  Achsenebenen  des  EUipsoids  (1), 
d.  h.  auf  die  Koordinatenebenen.  Wir  eliminieren  also  ent- 
weder X  oder  y  oder  z  aus  (1)  und  (2)  bzw.  aus  (1)  und  (3). 
Da  sich  (2)  von  (3)  nur  durch  die  Bezeichnung  der  willkür- 
lichen Konstanten  ^  und  v  unterscheidet,  so  setzen  wir  für 
beide  dasselbe  Zeichen  a  und  erhalten  durch  die  Elimination 
von  X  oder  y  oder  z  die  drei  Gleichungen: 

^^^  P  (5^  —  c^  ^^  +  ?  (7^~-:a)  ^^  ==  ^  ' 

Z.  B.  stellt  (4)  die  Projektion  der  Krümmungskurven 
beider  Scharen  in  der  i/^- Ebene  dar  und  zwar  die  der  ersten 
Schar,  wenn  a  zwischen  c^  und  h^  gewählt  wird,  dagegen  die 
der  zweiten  Schar,  wenn  a  zwischen  h^  und  a^  gewählt  wird. 
Man  sieht,  daß  sich  alle  Krümmungskurven  des  EUipsoids  auf 
jede  Ächsenehene  als  solche  Kegelschnitte  projisieren,  deren  Achsen 
auf  den  Achsen  des  EUipsoids  liegen. 

Die  Koeffizienten  der  Koordinatenquadrate  in  (4),  (5),  (6) 
haben,  je  nachdem  a  zwischen  c^  und  6^  oder  zwischen  Iß  und 
a^  gewählt  wird,  die  hier  angegebenen  Vorzeichen: 

c^  <a<¥     1     h^<a<:a'' 

(4) 
(5) 
(6) 

Die  Krümmungskurven  stellen  sich  daher  sämtlich,  auf 
die  Ebene  der  größten  und  kleinsten  Achse  des  EUipsoids,  d.  li. 
auf  die  a;^- Ebene  projiziert  —  siehe  (5)  — ,  als  Ellipsen  dar. 
Dagegen  erscheinen  die  der  einen  oder  anderen  Art,  auf  eine 
der  beiden  anderen  Achsenebenen  projiziert,  abwechselnd  als 
Hyperhein  bzw.  Ellipsen. 

335.  Projektion  der  Krümmungskurven  des  EUip- 
soids in  der  Ebene  der  größten  und  kleinsten  Achse. 
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Wir  betrachten  jetzt  insbesondere  die  Ellipsen,  die  sich  dnrch 
Projektion  der  Krümmungskurven  beider  Scharen  in  der  xz- 
Ebene  ergeben,  siehe  (5)  in  voriger  Nummer: 

vi)  c^(c^^=^)  ^    ^  a\a^-  a)^    -  ^' 

Die  Halbachsen  einer  solchen  Ellipse  seien  mit  x^  und  2^  be- 
zeichnet.    Sie   hängen   von   dem   für  a   gewählten  Zahlenwerte 

ab;  es  ist: 


X-i      ^=  i  T^      1         ^^  . 


Elimination  von  a  liefert  eine  Gleichung  für  x^  und  y^: 

Dies  aber  ist  wegen  a^  >  &"^  >  c^  die  Gleichung  einer  Elliprse, 
die  wir  nach  Monge  als  HilfseUipse  zur  Konstruktion  der  Pro- 
jektion der  Krümmungskurven  benutzen.  Ist  nämlich  Pj  ein 
beliebiger  Punkt  dieser  Hilfsellipse,  so  sind  seine  Koordinaten 
x^,  z^  die  Halbachsen  einer  der  zu  konstruierenden  Ellipsen, 
deren  Achsen  auf  der  a;-Achse  und  ^-Achse  liegen,  d.  h.  die 
Fußpunkte  der  Lote  von  P^  auf  der  x-  und  ^-Achse  sind  Haupt- 
und  Nebenscheitel  einer  solchen  Ellipse.  Man  erkennt,  daß 
alle  Ellipsen  innerhalb  der  Hilfsellipse  liegen,  indem  zwei  von 
ihnen  in  Strecken  ausarten,  nämlich  in  die  große  und  kleine 
Achse  der  Hilfsellipse.  (Vgl.  auch  Nr.  249  für  n  =  m  =  2.) 
In  (1)  liegt,  da  a  variieren  kann,  eine  Schar  von  Ellipsen 
vor.  Ihre  Einhüllende  ergibt  sich  nach  Nr.  210,  Avenn  wir  die 
Gleichung  (1)  nach  a  differenzieren,  wodurch: 

hervorgeht,  und  dann  a  aus  (1)  und  (3)  eliminieren.    Zu  diesem 
Zwecke  berechnen  wir  aus  ( 1)  und  (3)  zunächst: 
a(a^  —  et)  c(c^  —  cc) 


■|/(a*-6«)(a»— c^^ '  |/(a^  —  c^  (fe*  -  c^) 

und  eliminieren  erst  dann  a.     Es  ergibt  sich  so: 


a  V  a'-c^  ^        c    V  a'  —  c' 

[335 
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wobei  die  Wurzeln  positiv  oder  negativ  sein  können.  Mitliin 
besteht  die  Einhüllende  aus  vier  Geraden.  Jede  von  ihnen  ent- 
hält einen  Haupt  und  einen  Nebenscheitel  der  Hilfsellipse. 
Also  sind  die  Ellipsen  (1)  einem  lihonihus  einbeschrieben. 

Insbesondere  ist  unter  den  Ellipsen  (1)  die  Hauptellipse 
enthalten,  in  der  die  a;^-Ebene  das  Ellipsoid  schneidet,  näm- 
lich für  a  ==  h^.  Sie  gehört  also  zu  den  Krümmungskurven  des 
Ellipsoids  und  bildet  die  Grenze  zwischen  denen  der  einen  und 
anderen  Schar,  da  bei  denen  der  einen  Schar  a<Ch^  und  bei 
denen  der  anderen  Schar  a^  h^  ist.  Die  Hauptellipse  ist  folg- 
lich ebenfalls  dem  Rhombus  einbeschrieben.  Nach  dem  Bei- 
spiele in  Nr.  307  erkennt  man  ohne  Mühe,  daß  sie  den 
Rhombus  in  den  vier  JSfahelpunläen  des  Ellipsoids  berührt. 

336.  Projektion  der  Krümmungskurven  des  Ellip- 
soids in  der  Ebene  der  größten  und  mittleren  Achse. 
Projizieren  wir  die  Krümmungskurven  des  Ellipsoids  auf  die 
xy-Ehene,  so  ist  die  Gleichung  (6)  von  Nr.  334  zu  benutzen: 

Sie  stellt  für  c^  <C  cc  <,h^  eine  Ellipse  und  für  h^<C  a  <^  a^  eine 
Hyperbel  dar.  Sind  x^  und  y^  die  Halbachsen  einer  der  Ellipsen, 
so  ist: 

«2  ^2  1)2 ^2 

Sind  dagegen  x^  und  y^    die  Halbachsen   einer   der  Hyperbeln, 

so  ist: 

('3^  ^l'zfL ^  r  2  j b^  —  c\   y^=l 

^^  a^a'-b')'^^   ^  b\a'—b')^^ 

Als  Ort  der  Punkte  (x^y  y^)^  deren  Koordinaten  die  Halb- 
achsen einer  Ellipse  bzw.  Hyperbel  sind,  ergibt  sich  daher 
eine  Hyperbel  (2)  bzw.  Ellipse  (3),  und  wir  nennen  diese  beiden 
Kurven  die  Hilfshyperhel  und  Hilfsellipse.  Sie  haben  die  ^-Achse 
und  2/-Achse  zu  Hauptachsen  und  berühren  einander  in  den 
Scheiteln  der  Hyperbel.  Da  die  willkürliche  Konstante  a  für 
die  erste  Schar  der  Krümmungskurven  nicht  kleiner  als  c^  wird, 
so  ist  die  Hilfshyperbel  (2)  nur  bis  zu  denjenigen  Punkten  zu 
benutzen,  die  sich  für  a  =  c^  ergeben,  d.  h.  bis  zu  den  Punkten 
x^=  +  a,  2/i=  i  &•  Die  rrtz-Ebene  schneidet  das  Ellipsoid  in 
335,  336] 
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einer  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  h.  Umschreiben  wir  also 
dieser  Hauptellipse  der  Fläche  dasjenige  Rechteck,  das  aus 
den  vier  Scheiteltangenten  besteht ,  so  geht  die  Hilfshyperbel 
durch  die  Ecken  des  Rechtecks  und  ist  nur  soweit  von  Be- 
deutung, als  sie  im  Innern  des  Rechtecks  liegt.  Die  gemein- 
samen Scheitel: 

(4)  ^1  =  +  «y ^^TTc^;    2/i  =  0 

der  Hilfshyperbel  und  Hilfsellipse  sind  nach  N".  307  die  Pro- 
jektionen der  Nabelpunkte  des  Ellipsoids. 

Wir  konstruieren  nun  die  Ellipsen  und  Hyperbeln,  als  die 
sich  die  Krümmungskurven  des  Ellipsoids  in  der  ^?/-Ebene 
projizieren,  so:  Es  wird  ein  beliebiger  Punkt  Pj  auf  der  Hilfs- 
hyperbel innerhalb  des  angegebenen  Gebietes  oder  auf  der 
Hilfsellipse  gewählt.  Alsdann  werden  seine  Koordinaten  als 
die  Halbachsen  einer  Ellipse  bzw.  Hyperbel  benutzt,  und  zwar 
als  Halbachsen  auf  der  x-  bzw.  ?/-Achse.  Alle  diese  Ellipsen 
und  Hyperbeln  wenden  den  beiden  Punkten  (4)  ihre  konkaven 
Seiten  zu. 

Die  beiden  Scharen  von  Krümmungskurven  des  Ellipsoids 
umschließen  folglich  die  vier  Nabelpunkte  der  Fläche.  Bei  der 
Annahme  a  =  h-  geht  nach  Nr.  335  als  Krümmungskurve  die 
Hauptellipse  der  Fläche  hervor,  die  in  der  rz;^-Ebene  liegt  und 
alle  vier  Nabelpunkte  enthält;  sie  ist,  wie  gesagt,  diejenige 
Krümmungskurve,  die  beiden  Scharen  angehört. 

Die  Gleichung  (1)  liefert  bei  der  Annahme  cc  =  c^  diejenige 
Hauptellipse  der  Fläche,  die  in  der  xy-EhenQ  liegt.  Sie  gehört 
daher  auch  zu  den  Krümmungskurven,  aber  nur  zu  denen  der 
ersten  Art. 

337.  Differentialgleichung  der  Krümmungskurven 
des  Ellipsoids.  Um  zu  finden,  welcher  Differentialgleichung 
die  Projektionen  der  Krümmungskurven  des  Ellipsoids : 

^'  +  ^  +  1'  =  1 
^8  -t-52  -^c2      J- 

in  der  xy-Ehene  genügen,  wird  man  0,  p,  q,  r,  s,  t  hieraus 
und  aus  den  durch  Differentiation  hervorgehenden  Formeln 
berechnen    und    in    die   Gleichung  (6)    von  Nr.  319    einsetzen. 
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Ein  Teil  der  lleclinung  ist  schon  im  Beispiele  in  Nr.  307  aus- 
geführt worden.     Danach  kommt: 

IV1     I       2\j.       /1    I      2\  T        h^  —  c^     o       a^—c^      9       (a^—b^c^ 
^L(l  +  p')t  -  (1  +  q')r]  =  — ^,-  p' -,-   q'-  --~^j/-' 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (6)  von 
Nr.  319  und  führt  man  ferner  an  Stelle  von  2,  p  und  q  ihre 
Werte  in  sc,  y  ein,  so  bekommt  die  gesuchte  Differentialgleichung 
die  Form: 

(1)  Axydy^-\-  {x^—  Äx^—  B)dy  dx  —  xydx^=  0, 

worin  Ä  und  JB  die  Konstanten  bedeuten: 

^       h^{a^  —  cy  '  a^  —  c^    ' 

Zu  derselben  Differentialgleichung  (1)  wären  wir  gelangt, 
wenn  wir  die  Gleichung  (1)  von  Nr.  336  differenziert  und  als- 
dann die  willkürliche  Konstante  a  aus  beiden  Gleichungen  eli- 
miniert hätten. 

338.  Dreifaches  orthogonales  System  von  Kugeln 
und  Kegeln  zweiter  Ordnung.     Die  Gleichung: 

a^ —  a~^  b"^  —  cc        c^ —  a 

stellt  nach  Nr.  333  ein  dreifaches  orthogonales  System  dar, 
sobald  für  a  je  eine  von  drei  willkürlichen  Konstanten  A,  ,a,  v 
gesetzt  wird,  wobei  A  <  c^  <  ft  <  &^  <  i;  <  «^  sein  sollte.  Wenn 
wir  nun  x,  y,  z  durch  x\e,  y:e,  zis  und  X  durch  —  A''^ :  s'  er- 
setzen, wobei  £  eine  Konstante  sei,  so  sind  die  Bedingungen 
der  Orthogonalität  nach  wie  vor  erfüllt.  Aber  beim  Grenz- 
übergange für  lim  6  =  0  ergibt  sich  als  Ausartung  des  Systems 
das  neue  System: 

x'+y'+z'=X\ 


^2 „       I      7,2 „       I      ^2 „  ^y  ^,2  „    T"    7.2         „   T   ^2          ,,   ^? 


(1) 

\i    '    b^ — IL    '    c^ — II 

wobei  wie  vorher  c^<  ft  <  fe^<  iv  <  «^  sein  soll,  während  jetzt 
A^  eine  beliebige  positive  Konstante  bedeutet.  Die  erste  Glei- 
chung definiert  alle  Kugeln  mit  dem  Anfangspunkte  als  Mitte, 
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während  die  zweite  und  dritte  Kegel  zweiter  Ordnung  vorstellen^ 
die  den  Anfangspunkt  zur  Spitze  haben.  Um  die  Auflösungen 
der  Gleichungen  dieses  dreifachen  orthogonalen  Systems  nach 
Xy  y,  z  zu  erhalten,  geht  man  am  bequemsten  von  der  Gleichung 
(3)  in  Nr.  333  und  den  beiden  dazu  analogen  Gleichungen 
aus,  worin  man  dieselbe  Substitution  und  denselben  Grenzüber- 
gang ausführt.     So  kommt: 

/oN  r2_;2   {a'-\C){a}-v) 

und  zyklische  Yertauschung  von  a,  6,  c  gibt  die  Formeln  für 
rß  und  z"^. 

339.  Dreifaches  orthogonales  System  von  Fara- 
boloideu.  Durch  einen  anderen  Grenzübero^anoj  crewinnt  man 
aus  dem  Systeme  der  Ellipsoide  und  Hyperboloide  ein  drei- 
faches orthogonales  System  von  Paraboloidenj  indem  man  zu- 
nächst den  Anfangspunkt  in  einen  der  Brennpunkte  in  der 
xy-WoQWQ  verlegt  und  darauf  die  Haupts chnittellipsen  in  Parabeln 
ausarten  läßt.  Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  dies  neue  System 
direkt  zu  definieren  mittels  der  Gleichung: 

(1)  '^-0^-^  =  *(-  +  «)' 

worin  c  eine  bestimmte,  a  eine  willkürliche  Konstante  bedeute. 
Diese  Gleichung  (1)  hat,  als  Gleichung  für  a  aufgefaßt,  wieder 
drei  relle  Wurzeln  l,  ^u,  v,  für  die 

(2)  l<0<ii<c^<v 

ist.  Wählt  man  für  A,  ^,  v  irgend  drei  Konstanten  in  diesen 
Intervallen  und  setzt  man  sie  für  a  in  (1)  ein,  so  gehen  drei 
nach  X,  y,  z  auflösbare  Gleichungen  hervor,  von  denen  die 
erste  ein  elliptisches,  die  zweite  ein  hyperbolisches  und  die  dritte 
ein  elliptisches  Faraholoid  definiert.     Die  Auflösung  ergibt: 

wobei  die  Werte  von  \ß  und  z'^  infolge  von  (2)  in  der  Tat 
positiv  sind.  Mit  Hilfe  dieser  Formeln  kann  man  leicht  be- 
weisen, daß  die  Bedingungen  (2)  der  Orthogonalität  in  Nr.  328 
erfüllt  sind. 
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§  5.   Höhen-  und  Fallkurven. 

340.  Höhenkurven.  Wird  die  xy -Ebene  als  wage- 
rechte Ebene  betrachtet,  so  heißen  die  horizontalen,  also  zur 
xy-Ehexie  parallelen  ebenen  Schnitte  einer  Fläche  ^  =  f(x,  y) 
die  Höhenkurven  oder  auch  Niueauhirven  der  Fläche.  Für  jede 
Höhenkurve  ist  d^  =  0,  also  pdx  ^  qdy  =  0.     Daher  stellt: 

(1)  "/--" 

^    ^  dx  q 

die  Differentialgleichung  der  Höhenkurven  oder,  genauer  gesagt, 
die  Differentialgleichung  der  zu  den  Höhenkurven  kongruenten 
Projektionen  in  der  xy-Ehene  vor. 

Sollen  die  Höhenkurven  insbesondere  Krümmungskurven  sein, 
so  muß  diejenige  Bedingung  erfüllt  werden,  die  sich  durch 
Einsetzen  von  (1)   in   die  Gleichung  (6)    von  Nr.  319    ergibt: 

pq{r  ~  t)  ^-  {(f  - p^)s  =  0. 

Dies  ist  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für 
die  fraglichen  Flächen. 

Etwas  einfacher  wird  die  Bedingung,  wenn  man  die  xz- 
Ebene  als  die  wagerechte  Ebene  annimmt,  da  dann  für  die 
Höhenkurven  dy  =  0  ist,  also  nach  (6)  in  Nr.  319  kommt: 

(1  -\-  p^)s  —pqr  =  0. 

Dies  aber  ist  eine  der  beiden  Bedingungen,  die  sich  in  Satz  4, 
Nr.  307,  für  einen  Nahelpunkt  ergaben.  Auf  einer  Fläche  also, 
deren  Höhenkurven  Krümmungskurven  sind,  hat  man  bei  der 
Aufsuchung  ihrer  Nabelpunkte  nur  noch  eine  Bedingung  zu 
erfüllen,  woraus  man  schließt,  daß  es  im  allgemeinen  eine  Kurve 
auf  dieser  Fläche  geben  wird,  deren  Punkte  sämtlich  Nabel- 
punkte sind.  Sollen  soAvohl  die  zur  ^^-Ebene'als  auch  die 
zur  yz-Eihene  gehörigen  Höhenkurven  Krümmungskurven  sein, 
so  folgt,  daß  alle  Punkte  der  Fläche  Nabelpunkte  sein  müssen, 
d.  h.  die  Fläche  ist  dann  eine  Ebene  oder  Kugel,  nach  Satz  16 
in  Nr.  322. 

341.  Fallkurven.  Wird  wieder  die  xy-Ehene  als  wage- 
rechte Ebene  betrachtet,  so  versteht  man  unter  den  Fallkurven 
diejenigen  Kurven  einer  Fläche,  deren  Tangenten  überall  die 
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Tangenten  stärkster  Neigung  zur  xy-^hene  sind.  Jede  Tan- 
gente einer  Fallkurve  ist  daher,  selbst  als  Kurve  in  der  zu- 
gehörigen Tangentenebene  aufgefaßt,  eine  Fallkurve  dieser 
Ebene,  daher  rechtwinklig  zu  den  wagerechten  Tangenten.  Da 
nach  Nr.  340  für  diese  wagerechten  Tangenten  dy  :  dx  =  —  p  :  q 

ist,  so  kommt: 

dy  ^  q 
dx       p 

als  Bifferentiolgleichung  der  Fallhircen  oder,  genauer  gesagt, 
als  Differentialgleichung  der  Projektionen  der  Fallkurven  in 
der  ic^- Ebene.  Die  Höhen-  und  Fallkurven  sind  zueinander 
orthogonal,  und  dasselbe  gilt  von  ihren  Projektionen  in  der 
a;  «/-Ebene. 

Sind  die  Höhenkurven  Krlimmimgsliurven,  so  müssen  daher 
aucli  die  Fidlkurven  Krümmung skurven  sein. 

342.  Höhen-  und  Fallkurveu  auf  einer  Mittel- 
punktsfläche zweiter  Ordnung.  Eine  solche  Fläche  hat 
allgemein  die  Gleichung: 

ax'^  +  hy'^  -f  cz^  =  mj 

wo  a,  h,  c,  m  Konstanten  sind.     Hier  ist: 

ax  +  czp  =  0,      hy  -\-  czq  =  0. 

Folglich  sind  nach  Nr.  340  und  341 : 

dy  ax        dy        hy 

dx  by  '       dx        ax 

die  Differentialgleichungen  der  Höhen-  und  Fallkurveu,  wenn 
die  a;«/- Ebene  wagerecht  angenommen  wird.  Sie  lassen  sich 
so  schreiben: 

bydy  -\-  axdx  =  0,       "^  —     ^  =  0. 
y         ^ 

Die  linken  Seiten  sind  die  vollständigen  Differentiale  von 
-i(hy^  -\-  ax^)  und  alny  —  blnx.  Daher  definieren  die  Glei- 
chungen : 

hy^  -{-  ax^  =  konst.,      alny  —  hin  x  =  konst. 

die  Höhen-  und  Fallkurven.  Die  erste  Gleichung  besagt,  was 
auch  geometrisch  einleuchtet,  daß  die  Höhenkurven  Kegel- 
schnitte sind.     Für  die  Fallkurven  ist: 

y  =  konst.  a;^  =  ". 
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In  der  xy-Ehene  gibt  diese  Gleichung  die  Projektionen 
der  Fallkurven  an,  die  also  die  konzentrischen,  ähnlichen  und 
ähnlich  gelegenen  Kegelschnitte: 

hl/  -\-  ax^  =  konst. 

senkrecht  durchsetzen. 


§  6.    Flächenfamilien. 

343.  Liuieufiächen,  insbesondere  Tangentenflächen. 

Im  folgenden  sollen  nacheinander  verschiedene  Familien  von 
Flächen  betrachtet  und  diejenigen  partiellen  Differentialglei- 
chungen bestimmt  werden,  denen  die  Flächen  einer  solchen 
Familie  orenügen. 

Vorher  jedoch  fassen  wir  die  Linienflächen  genauer  ins 
Auge.  Dies  sind  diejenigen  Flächen,  die  durch  eine  beweg- 
liche Gerade  beschrieben  werden.  Durch  jeden  Punkt  einer 
solchen  Fläche  geht  demnach  eine  Gerade,  die  der  Fläche  an- 
gehört. Diese  Geraden  heiBen  die  Erzeugenden.  Eine  beweg- 
liche Gerade  können  wir  uns  analytisch  durch  zwei  Gleichungen: 

(1)  X  =  U0  +  u,      y  -=Vz  -\-  V 

gegeben  denken,  in  denen  ü,  u,  V,  v  Funktionen  einer  Hilfs- 
veränderlichen r  sind.  Die  Elimination  von  t  aus  (1)  würde 
eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und  0,  eben  die  Gleichung  der 
erzeugten  Linienfläche,  liefern. 

Fragen  wir  uns  vor  allem,  unter  welchen  Umständen  die 
Linienfläche  insbesondere  eine  Tangentenfläche  ist,  d.  h.  nach 
Nr.  281,  unter  welchen  Umständen  die  Linienfläche  die  Ein- 
hüllende einer  Ebenenschar  ist,  so  daß  die  Erzeugenden  die 
Charakteristiken  der  Einhüllenden  vorstellen.  Eine  allgemeine 
Ebene  der  Schar  wird  von  dem  Werte  von  r  abhängen  und 
muß  die  Gerade  (1)  enthalten.  Ihre  Gleichung  wird  daher  in 
den  laufenden  Koordinaten  x,  y,  0  die  Form  haben: 

(2)  X-  Uz  -u-\-  tv{y-V0-v)  =  0, 

worin  w  eine  gewisse  Funktion  von  x  bedeutet.  Soll  die  Ge- 
rade (1),  die  in  dieser  Ebene  liegt,  eine  Charakteristik  sein, 
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SO  muß  sie  der  Gleichung  genügen,  die  durcli  Differentiation 
von  (2)  nach  x  hervorgeht: 

—  (U'z  +  H)  —  tv{V'0  +  v)  +  tv(y  —  V^  —  v)  =  0 . 

Es  muß  also  wegen  (1)  für  alle  Werte  von  ^: 

sein,  mithin  einzeln: 

ü'  +  ivT  =0,       M  +  ivv  =  0. 

Demnach   gibt   es   dann   und   nur   dann   eine   Ebenenschar   (2), 
deren  Einhüllende  die  Linienfläche  ist,  wenn  eine  Funktion  w 
vorhanden    ist,    die    diesen   beiden   Bedino-ungren    crenüo-t,   d.  h. 
wenn   U'v  —  V'u'  verschwindet.     Somit  folfft: 
Satz  26:  Eine  heivegliche  Gerade 

X  =   Uz  -{-  U,         y  =   Vz  -\-  Vj 

in  deren  Gleichungen  ü,  u,  F,  v  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen X  sind,  erzeugt  dann  und  nur  dann  eine  Tangentenfläche, 
wenn  die  Ableitungen  der  FiinJctionen  U,  w,  F,  v  nach  x  der 
Bedingung  genügen : 

U'v  -  V'u'  =  0. 

In  Nr.  282  erkannten  wir,  daß  sich  die  Tangentenflächen 
ohne  Dehnung  auf  die  Ebene  ahcicMn  lassen. 

344.  Atastand  und  Winkel  taenachtaarter  Erzeugen- 
der einer  Linienfläche.  Wir  betrachten  jetzt  eine  heliehige 
Linienfläche,  definiert  durch  die  Gleichungen  (1)  der  vorigen 
Xummer.  Die  Funktionen  ü,  u,  V,  v  mögen  für  einen  zweiten 
Werte  r^  von  x  die  Werte  U^,  Uj,  Fj,  v^  haben.  Alsdann 
stellen  die  Gleichungfen : 

(1)     x==üz  +  u,    y  =  Vz-\-v    und    x^=U^z^-^u^,    y^=V^z,i-v, 

zwei  Erzeugende  der  Fläche  dar,  wobei  x,  y,  z  bzw.  x^,  y^,  z^ 
die  laufenden  Koordinaten  sind. 

Nach  Nr.  161,  worin  wir  h,  ß,  c,  y  durch  ü,  u,  F,  v  und 
^\  ß\  ^' 1  7  durch  TJ^,  u^,  F^,  v^  ersetzen,  ist  das  Quadrat  der 
kürzesten  Entfernung  J)  zwischen  zwei  Punkten  der  beiden  Er- 
zeugenden: 

7)2  _  [( C^L^  CO  (^1  -J^)_-  ( F, -F)  K  -  ^)J' 

(^1  -  c^r  +  (Fl  -  Vy  +  {vv,-  yjj.f ' 
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Es  sei  Tj  =  T  +  /ix  und  U^  =  U  -\-  ^U,  u^  =  ii  -\-  zJii  usw., 
so  daß  sich  ergibt: 

^^  jip-{-jv^-\-{üJV—vjüy' 

Da  die  Bichtungskosinus  der  ersten  Erzeugenden  proportional 
C/,  V,  1  und  die  der  zweiten  proportional  ü-j-zJU,  F-f-z/F,  1 
sind,  so  ist  der  Kosinus  ihres  Winkels  j  leicht  zu  berechnen, 
woraus  alsdann: 

.ox        •  2  /  _  JU'-}-^v'-\-{UJV—  vjuy  _ 

KP)       sm  .yi  —  j-^  _|_  ^2  _|_  ^2j  [-1  _|-  (cj^.  ^r/)2 -f  (y-f:"::^^)«] 

folgt.  Daher  ergibt  sich  aus  (2)  und  (3)  beim  Grenzübergange 
für  lim  z/t  =  0: 

m  lim    JD^_(X±TP±y^\TJ''o'-V'uY 

wo  die  Akzente  die  Differentiation  nach  r  andeuten.    Der  Bruch 
rechts  ist  nur  im  Falle  einer  Tangentenfläche  nach  Satz  2(5  in 
Nr.  343   gleich  Null.     Vgl.  die  letzte  Bemerkung  in  Nr.  IGl. 
Da  nach  Nr.  26  für  lim  z/r  =  0: 

,.       I)        ,.         J)       ,.       sin  j        ,.         D 
lim  —  =  hm    .     .  •  lim      .     =  lim  - — ; 

J  smj  j  smj 

ist,  so  folgt: 

Satz  27 :  Bei  einer  Linienfläche,  die  Ix  eine  Tangentenfliichc 
istj  verschwindet  die  Idlrzeste  Entfernung  ziveier  henachharter  Er- 
zeugenden mit  dem  WinJicl,  den  sie  miteinander  hilden,  gerade 
in  der  ersten  Ordnung. 

345.  Zylinder.  Den  einfachsten  Fall  von  Tangenten- 
flächen bieten  die  Zylinder,  vgl.  Nr.  281.  Eine  Fläche  ist  ein 
Zylinder  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
eine  Tangente  hat,  die  einer  festen  Richtung  parallel  läuft. 
Daher  muß  die  Gleichung  ihrer  Tangentenebene: 

p{l  -  X)  ^  q(t)  -  y)  -  {l  -  z)  ^  0 

erfüllt  werden,  wenn  darin  i  =  x  -\-  at,  i)  =  y  -{-  ht,  i  =  z  -\-  ci 
gesetzt  wird,  wo  t  veränderlich  ist  und  a,  6,  c  bestimmt  ge- 
gebene Konstanten  sind,  die  eben  den  Kosinus  jener  festen 
Richtung  proportional  sind.     Folglich  haben  wir: 

(1)  ap  -\-hq  —  c  =  0 
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als  Bedingung   für   einen   Zylinder.     Diese   Gleichung   ist   aber 
eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung.     Also: 

Satz  28:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  eine  Zy- 
Underfläche,  wenn  sie  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  von  der  Form: 

ap  -\-hq  —  c  =  0 
genügt,  worin  a,  h,  c  Konstanten  bedeuten.    Die  Richtungsl'osinus 
der  Erzeugenden  der  Zylinderfläche  sind  proportional  a,  h,  c. 

Man  kann  die  Bedingung  auch  aus  der  allgemeinen  Dar- 
stellung einer  Zylinderfläche  als  Linienfläche  ableiten:  Wir 
betrachten  eine  bewegliche  Gerade,  deren  Richtungskosinus 
proportional  a,  h,  c  sind.  Dies  tritt  bei  der  Geraden  (1)  in 
Nr.  343  ein,  wenn  ü:  V:  1  =  a  :h  :  c  ist.  Wir  setzen  also 
U  =  a  :  c,    V  =  h  :  c  und  erhalten: 

a        .  ^        , 

X  =  ~    Z  -\-  U,      11  =  -     Z  -\-  V. 
c  ^     ^         c        ' 

Bei    der  beweglichen    Geraden   müssen  hiernach  ex  —  az  und 

cy  —  hz  Funktionen  cu  bzw.  cv  von  nur  einer  Veränderlichen  r 

sein,    d.  h.    voneinander    abhängige    Funktionen    sein,    so    daß 

zwischen  ihnen  eine  Gleichunor  besteht.     Mithin  ist: 

(2)  F(cx  —  az,    cy  —  bz)==0, 

worin  a,  6,  c  Konstanten  sind,   die  allgemeine   Gleichung  einer 

Zylinderfläche. 

Eine  Fläche  von  Punkten  (x,  y,  z)  ist  also  ein  Zylinder, 
wenn  es  Konstanten  a,  b,  c  derart  gibt,  daß  ex  —  az  und 
cy  —  bz  voneinander  abhängig  sind.  Nach  Satz  4  in  Nr.  80 
muß  dann  die  Funktionaldeterminante  hinsichtlich  x,  y  gleich 
Null  sein: 

c  —  ap      —  aq 

=  0     oder     ap  -{- bq  —  c  =  0. 
—  bpc—bq 

Dies  aber  ist  wieder  die  partielle  Differentialgleichung  (1). 

Nach  Satz  23  in  Nr.  325  bilden  die  Erzeugenden  der 
Zylinderfläche  die  eine  Schar  von  Krümmungskurven,  so  daß 
die  dazu  senkrechte  zweite  Schar  von  Krümmungskurven  von 
denjenigen  ebenen  Kurven  gebildet  wird,  in  denen  die  Fläche 
durch  Ebenen  senkrecht  zur  Richtung  des  Zylinders  geschnitten 
wird. 
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346.  Kegel.  Auch  die  Kegel  gehören  nach  Nr.  281  zu 
den  Tangentenfiächen.  Es  sind  dies  Linienflächen,  die  von 
einer  solchen  beweglichen  Geraden  erzeugt  werden,  die  be- 
ständig durch  einen  festen  Punkt  (xq,  y^,  s^  geht.  Jede  Tan- 
gentenebene : 

P  (?  -  ^)  +  g  (9  -  2/)  -  (S  -  ^)  =  0 
muß  durch  den  festen  Punkt  gehen;  daher  ist: 

p(xq—x)  +  q{yo-y)  —  (^0-  ^)  =  ö 
die  Bedingung  für  die  Kegelfläche. 

Sat^  29:  Fine  Fläclie  ist  dann  und  nur  dann  eine  Kegel- 
fläche,  wenn  sie  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung von  der  Form: 

(x  -  x^)p  +  (y-tjo)q-(^-  ^o)  =  ö 

genügt,  worin  Xq,  y^,  z^  Konstanten  bedeuten. 

Wir  können  diese  Bedingung  auch  aus  der  allgemeinen 
Darstellung  einer  Kegelfläche  als  Linienfläche  ableiten:  Die  in 
Nr,  343  unter  (1)  angegebene  bewegliche  Gerade  geht  be- 
ständig durch  den  festen  Punkt  {Xq,  y^,  Zq),  wenn  u=-Xq—  UZq 
und  V  =  y^ —  Vzq  ist,  so  daß: 

x-Xq==  U(z~-  Zq),     y-y^=V{z-  ^o) 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden  des  Kegels  sind.  Sie  be- 
sagen, daß  (x  —  Xq)  :  (z  —  Zq)  und  (y  —  y^)  :  {z  —  z^  voneinander 
abhängige  Funktionen  sein  müssen,  so  daß: 

(1)  i^/^ZH^o        tL^\=0 

die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegels  ist. 

Eine  Fläche  ist  daher  nur  dann  ein  Kegel,  wenn  es  drei 
Konstanten  x^,  y^,  Zq  derart  gibt,  daß  (x  —  Xq)  :  (z  —  z^  und 
{y  —  I/o)  :  (^  —  -^o)  voneinander  abhängige  Funktionen  von  x 
und  2/  sind.  Nach  Satz  4  in  Nr.  80  ist  dazu  notwendig  und 
hinreichend,  daß  die  Funktionaldeterminante  dieser  beiden  Funk- 
tionen hinsichtlich  x  und  y  gleich  Null  wird.  Rechnen  wir 
sie  aus,  so  kommen  wir  zu  der  Bedingung  des  Satzes  29  zurück. 

Nach  Satz  23  in  Nr.  325  bilden  die  Erzeugenden  der 
Kegelfläche  die  eine  Schar  von  Krümmungskurven.  Die  dazu 
senlcrechte  zweite  Schar  von  Krümmungskurven  besteht  dalier 
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aus  denjenigen  sphärischen  Kurven^  in  denen  der  Kegel  von 
allen  Kugeln  gescknitten  wird,  deren  Mittelpunkte  in  der  Kegel- 
spitze liegen. 

347.   Konoide.     Bewegt    sich    eine   Gerade    so,    daß   sie 

stets  eine  feste  Gerade,  die  sogenannte  Leitgerade,  trifft  und 
stets  einer  festen  Ebene,  der  sogenannten  Leitebene y  parallel 
bleibt,  während  sie  im  übrigen  ihre  Richtung  ändern  darf,  so 
heißt  die  von  ihr  erzeugte  Fläche  ein  Konoid.  Die  Konoide  sind 
im  allgemeinen  keine  TangentenÜächen.  Ein  Beispiel  ist  das 
hyperbolische  Paraboloid. 
Es  seien: 

(1)  Tc  =  ai  +  a,     t)  =  h^i-ß 

die  Gleichungen  der  Leitgeraden  des  Konoids.  Da  es  bei  der 
Leitebene  nur  auf  ihre  Stellung  ankommt,  können  wir  sie  so 
weit  verschieben,  bis  sie  durch  den  Anfangspunkt  geht.  Es 
sei  also: 

(2)  ^E  +  5d  +  «7ä  =  0 

die  Gleichung  der  Leitebene..  Nun  muß  gefordert  werden,  daß 
die  Tangentenebene: 

(3)  p(^  -  x)  +  q{)^  -  y)  -  (^  ~  0)  =  0 

der  Fläche  eine  solche  Gerade  durch  den  Berührungspunkt 
(x,  y,  z)  enthalte,  die  erstens  die  Gerade  (1)  trifft  und  zweitens 
der  Ebene  (2)  parallel  ist.  Wegen  der  zweiten  Bedingung 
muß  die  Gerade  in  der  Ebene: 

(4)  A(^i-  X)  -\-  B{\)-y)-^  Gi^l-  z)^^ 

liegen.  Also  fordern  wir,  daß  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 
(3)  und  (4)  die  Gerade  (1)  treffe.  Dazu  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  es  einen  Wert  von  §  gebe,  für  den: 

p  («5  +  a  -  o:)  +  2  (&§  +  /3  -  2/)  -      (§  -  ^)  =  0, 
Aiai-\-a-  x)^B(hi  J^  ß  -  y)  j^  C{i  -  z)  ==  0 
wird.     Hieraus  folgt  durch  Elimination  von  §: 

Satz  30:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  ein  Konoid j 
wenn  sie  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
von  der  Form: 
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ap  +  hq-1       p{a-x)  +  q{ß  —  ij)-\-  z      \  ^ 
aÄ+hB+C     Ä{a-x)+JB(ß-y)-C0\~ 

genügt,  in  der  a,  h,  a,  ß,  A,  B,  G  Konstanten  bedeuten. 

Wenn  insbesondere  die  Leitgerade  zur  Leitebene  senJcrecJit 
ist,  kann  die  ;2f- Achse  als  Leitgerade  und  die  xy-Woene  als  Leit- 
ebene benutzt  werden.  Alsdann  ist  a  =  b  =  a  =  ß  =  Ä=  B  =  0 
zu  setzen,  so  daß  einfacher  kommt: 

(5)  xpi-yq==0. 

In  diesem  Falle  haben  die  Erzeugenden  Gleichungen  von  der 
Form  z  =  u{'t),  y  =  v{%)x,  weil  sie  die  ^- Achse  treffen  und 
der  rri/-Ebene  parallel  sind,  d.  h.  z  und  y  :  x  sind  voneinander 
abhängige  Funktionen,  so  daß  allgemein: 


(6)  .  =  ^(f) 


eine  derartige  Konoidfläche  darstellt. 

Die  Fläche  z  =  f  (x,  y)  ist  also  dann  und  nur  dann  ein 
Konoid,  dessen  Leitgerade  die  ^- Achse  und  dessen  Leitebene 
die  xy-^hene  ist,  wenn  z  als  homogene  Funktion  nullter  Ord- 
nung von  X  und  y  ausgedrückt  wird.  Nach  Satz  9  in  Nr.  91 
muß  dann  in  der  Tat  die  Gleichung  (5)  bestehen. 

348.  Rotationsflächen.  Dreht  sich  eine  starre  Kurve 
um  eine  mit  ihr  starr  verbundene  feste  Gerade,  so  erzeugt  sie 
eine  Rotationsfläche.  Die  feste  Gerade  heißt  die  Achse  der 
Fläche.  Jeder  Punkt  der  erzeugenden  Kurve  beschreibt  einen 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Achse  liegt  und  dessen  Ebene 
zur  Achse  senkrecht  ist.  Diese  Kreise  heißen  die  Breitenlireise 
(auch  Parallelkreise)  der  Fläche.  Alle  Ebenen  durch  die  Achse 
schneiden  die  Fläche  in  kongruenten  Kurven,  den  sogenannten 
Meridianen. 

Die  beiden  einfachsten  Arten  zur  Erzeugung  der  be- 
trachteten Rotationsfläche  sind  diese:  Entweder  läßt  man  eine 
ebene  Kurve  (Meridian)  um  eine  in  ihrer  Ebene  gelegene  feste 
Achse  rotieren,  oder  man  läßt  einen  Kreis  (Breitenkreis)  von 
veränderlichem  Radius  eine  solche  Bewegung  ausführen,  bei 
der  sein  Mittelpunkt  die  feste  Achse  beschreibt  und  seine  Ebene 
beständig  zur  Achse  senkrecht  ist. 
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Wir  wollen  die  Rotationsfläche  analytisch  darstellen,  in- 
dem wir  uns  dieser  zweiten  Erzeuguiigs weise  bedienen: 

Die  Achse  gehe  durch  den  Punkt  (a,  b,  c)  und  habe  die 
Richtungskosinus  a,  ß,  y.  Alsdann  sind  a  +  at,  h-\-ßt,  c-\-yt 
die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Achse,  wenn  t 
eine  Hilfsveränderliche  ist.  Dieser  Punkt  sei  der  Mittelpunkt 
des  veränderlichen  Kreises.  Ferner  sei  der  Radius  des  Kreises 
eine  beliebige  Funktion  r  von  t.  Alsdann  ist  {x,  y,  z)  ein 
Punkt  des  Kreises,  wenn  die  Formeln  gelten: 

(x-a-  a(f  -^{y-l-  ßtf  \-{z-c-  rty==r', 

a{x-a-at)-^ß{y-h  —  ßt)^y{z-c-yt)=0. 

Denn  die  erste  Gleichung  sagt  aus,  daß  der  Punkt  vom  Mittel- 
punkte den  Abstand  r  hat,  und  die  zweite,  daß  der  Radius 
zur  Achse   senkrecht  ist.     Die    zweite   Gleichung    gibt  wegen 

(1)  t=^a{x-a)-\-ß{y--b)-\-y{ß-c), 
also  die  erste: 

(2)  r^j^f^={x-ay^{y--by-\-(s-c)\ 

Weil  r^ -\-  f  eine  Funktion  von  t  allein  ist,  so  folgt:  Die 
rechten  Seiten  der  beiden  Formeln  (1)  und  (2)  müssen  von- 
einander abhängige  Funktionen  sein.  Umgekehrt:  Ist  dies  der 
Fall  und  wird  die  erste  Funktion  mit  t  bezeichnet,  die  zweite 
dagegen  mit  r^  -\-  f^  so  wird  dadurch  r  als  eine  Funktion  von 
t  definiert.  Nun  ist  zu  bedeuken,  daß  ^  auf  der  Rotations- 
fläche eine  Funktion  von  x  und  y  sein  wird.  Also  fordern 
wir  nach  Satz  4  in  Nr.  80:  Wird  ^  als  eine  Funktion  von  x 
und  y  betrachtet,  so  muß  die  Funktionaldeterminante  der 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  hiusichtlich  x  und 
y  verschwinden.     Es  ergibt  sich: 

I  cc  +  yp  ß  +  yq  I  _  Q 

\x  —  a  +  p(0  —  c)    y  —  b  -\-  q{z  —  c)\ 

Diese  Gleichung  ändert  sich  nicht,  wenn  wir  für  a,  ß,  y  dazu 
proportionale  Größen  setzen.  Die  Bedingung  a^  -\-  ß'^  -\-  y' =  \ 
braucht  also  nicht  erfüllt  zu  sein.     Somit  folgt: 

Satz  31:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  eine  Ro- 
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tationsfläche,  ivenn  sie  einer  partiellen  Differentialgleichung  von 
der  Form-. 

(x  -  a)  (^  +  yq)  —  (y-h)(a-\-  yp)  +  (^  -  c)  {ßp  -  aq)  ==  0 

genügt^  in  der  a,  h,  c,  a,  ß,  y  Konstanten  bedeuten. 

Die  Normalen  der  Rotati onsfläclie  treffen  sämtlicli  die 
Achse.  Wir  wollen  dies  analytisch  ausdrücken:  Die  Richtungs- 
kosinus  einer  Normale  sind  nach  (10)  in  Nr.  253  proportional 
zn  p,  q  —  I5  folglich  sind  auch: 

lC  =  x+ph,     \^  =  y-^qh,     i  =  z  —  h 
die    Koordinaten    eines    beliebigen    Punktes    der   Normale    des 
Flächenpunktes  (x,  y,  z),  wenn  h  beliebig  ist.     Dieser  Punkt 
{ij  l),  §)  liegt  auf  der  Achse: 

l  =  a^at,     i)  =  h  +  ßt,     ^  =  c-{-yt, 
wenn  sich  t  und  h  so  bestimmen  lassen,  daß: 

X  +  ph  =  a  +  at,     y  -\-  qli  =  1)  -\-  ßt,     z  —  li^c-\-yt 
d 

(3) 


wird.     Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend: 


0. 


X  —  a  a  p 
y  -h  ß  q 
z  —  c      y     —  1 

Dies  aber  ist  nichts  anderes  als  die  partielle  Differentialglei- 
chung in  Satz  31.     Also  folgt: 

Satz  32:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  eine  Bo- 
tationsfläche,  wenn  alle  Normalen  der  Fläche  ein  und  dieselbe 
feste  Gerade  schneiden. 

Wird  die  Rotationsachse  als  ^-Achse  gewählt,  so  können 
wir  a  =  b  =  c  =  0  setzen.  Außerdem  ist  dann  a  =-  ß  =  0  ^ 
y  =  1,  so  daß  die  partielle  Differentialgleichung  die  einfache 
Form: 

(4)  xq  —  yp  =  0 

annimmt.  Die  Formeln  (1)  und  (2)  geben  jetzt  t  =  z  und 
ir^  =  x^  ^r  y'^.  Dies  also  müssen  voneinander  abhängige  Funk- 
tionen sein.     Mithin  wird: 

z^cpix^-]-  y^) 

die  allgemeine  Gleichung  einer  Botations fläche ,  deren  Achse  die 

z-Achse  ist. 
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Da  die  Normalen  der  Rotationsfläche  sämtlich  die  Achse 
treffen,  insbesondere  also  diejenigen  längs  eines  Meridians 
eine  Ebene  und  diejenigen  längs  eines  Breitenkreises  einen 
Rotationskegel  bilden,  so  folgt  aus  der  Definition  in  Nr.  319, 
daß  die  3Ieridiane  und  Breitenkreise  die  Krümmungskurven  der 
Botationsfläche  sind. 

349.  Partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung für  eine  Tangentenfläche.  Eine  Tangentenfläche  ist 
nach  Nr.  281  die  Einhüllende  einer  Schar  von  Ebenen.  Wir 
greifen  nun  aus  der  Gesamtheit  aller  Ebenen: 

(1)  ux  -^  vy  -\-  ivs  -f  G9  =  0 

dadurch  eine  Schar  heraus,  daß  wir  ebenso  wie  damals  unter 
u,  V,  IV,  «bestimmte  Funktionen  einer  willkürlichen  Konstanten 
a  verstehen.  Die  EinhüUende  z  =  f{x,  y)  der  Schar  geht  als- 
dann hervor,  wenn  a  aus  (1)  und  der  durch  Differentiation 
nach  a  gebildeten  Gleichung: 

(2)  ux  +  vy  -f  IV  z  -\-  (D  =  0 

eliminiert  wird.  Um  für  die  Tangentenfläche  z  =  f{x,  y)  die 
Werte  der  Ableitungen  p  und  q  zu  berechnen,  differenzieren 
wir  die  Gleichung  (1)  vollständig,  indem  wir  darin  unter  z  die 
Funktion  f(x,  y)  und  unter  a  diejenige  Funktion  von  x,  y^  z 
verstehen,  die  durch  (2)  definiert  wird.     Es  kommt  zunächst: 

udx  -f-  vdy  -\-  IV (pdx  +  qdy)  +  (ux  -f  vy  +  w'z  +  «')  da  =  0 
oder  wegen  (2)  einfacher: 

udx  +  vdy  +  tv  (pdx  +  qdy)  =  0. 
Also  ist  einzeln: 

u-^tvp  =  0,     v-hivq  =  0     oder    p=-~,     q  =  -^, 

d.  h.  p  und  q  sind  Funktionen  von  einer  Funktion  a  allein, 
so  daß  zwischen  ihnen  eine  Gleichung  besteht: 

(3)  9,feg)  =  0. 

Es  läßt  sich  nun  zeigen,  daß,  wenn  umgekehrt  bei  einer 
Fläche  z  =  f{Xj  y)  zwischen  den  Ableitungen  p  und  q  eine 
Gleichung  (3)  besteht,  die  Fläche  eine  Tangentenfläche  sein 
muß.  Denn  alle  diejenigen  Punkte  der  Fläche,  für  die  p  oder 
f^  denselben  Wert  hat,  liegen  auf  einer  Flächenkurve,  und  für 
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diese  Kurve  hat  auch  q  nach  (3)  einen  konstanten  Wert,  d.  h. 
längs  dieser  Kurve  sind  alle  Tangentenebenen  der  Fläche  ein- 
ander parallel.  Da  aber  die  Tangenten  der  Flächenkurve  in 
den  Tangentenebenen  liegen,  so  folgt,  daß  alle  Tangenten 
dieser  Kurve  ein  und  derselben  Ebene  parallel  sind.  Wählen 
wir  diese  Ebene  für  den  Augenblick  als  iC«/-Ebene,  so  ist 
längs  der  Kurve  dz  =  0,  d.  h.  z  =  konst.,  die  Kurve  daher 
eben.  Somit  fallen  die  Tangentebenen  aller  Punkte  der  Kurve 
in  eine  Ebene  zusammen,  weil  sie  überdies  parallel  sind.  Längs 
einer  solchen  Kurve  der  Fläche  z  =  f{x,  \j)  also,  längs  derer 
p  konstant  ist,  hat  die  Fläche  einerlei  Tangentenebene. 

Da  nun  p,  q,  —  ^  den  Richtungskosinus  der  Normale  der 
Fläche  proportional  sind  und  g  nach  (3)   eine  Funktion: 

ist,  so  muß  die  längs  der  Kurve  p  =  konst.  unveränderliche 
Tangentenebene  eine  Gleichung  von  der  Form: 

P1C  +  i/^  (i?)  t) -§  =  konst. 

haben.  Die  Konstante  rechts  kann  für  eine  zweite  Kurve 
p  =  konst.  der  Fläche  eine  andere  sein,  wird  also  allgemein 
eine  Funktion  von  p  sein.  Folglich  stellt  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

pic  +  i^{p)i)-h  =  x{p) 

alle  Tangentenebenen  der  Fläche  dar.  Hier  aber  liegt  eine 
Schar  von  Ebenen  vor,  die  von  einer  willkürlichen  Größe  p 
abhängt,  und  ihre  Einhüllende  ist  nach  Nr.  281  eine  Tangenten- 
fläche. Insbesondere  ergibt  sich  nachträglich  noch,  daß  die 
Flächenkurven  p  =  konst.,  von  denen  wir  vorhin  bewiesen,  daß 
sie  eben  seien,  auch  geradlinig  sind. 

Satz  33:  Eine  Fläche  ist  dann  und  nur  dann  eine  Tan- 
gentenflächCj  wenn  sie  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  genügt  von  der  Form: 

(p(p^q)  =  0. 

350.  Partielle  Dififerentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung für  alle  Tangentenflächen.  Nach  dem  letzten  Satze 
ist  eine  Fläche  z  =  f{Xy  y)  dann  und  nur  dann  eine  Tangenten- 
fläche, wenn  die  Ableitungen  p  und  q  voneinander  abhängige 
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Funktionen  von  x  und  y  sind.  Nach  Satz  4  in  Nr.  80  ist  da- 
für notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Funktionaldeterminante 
von  p  und  q^  hinsichtlich  x  Mndi  y  gleich  Null  sei,  d.  h.  daß 
rt-  s^  =  0  sei,  vgl.  Nr.  100.     Also  folgt: 

Satz  34:  Eine  Flädie  ist  dann  und  nur  dann  eine  Tan- 
gentenfläche, wenn  sie  der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  genügt: 

rt-s^  =  0. 

Der  in  Nr.  318  aufgestellte  Wert  (4)  der  Krümmung  der 
Fläche  lehrt,  daß  wir  diesen  Satz  auch  so  aussprechen  können: 

Satz  35:  Die  Tangentenflächen  sind  die  Flächen  von  der 
Krümmung  Null. 

351.  Abwickelbare  Flächeu.  Wir  erkannten  in  Nr.  282, 
daß  die  Tangentenflächen  abwickelbar  sind.  Wir  wollen  jetzt 
beweisen,  daß  es  sonst  keine  abwickelbare  Flächen  gibt.  Es 
sei  nämlich: 

(1)  ^  =  f(^,y) 

eine  gegebene  Fläche.  Sie  wird  Punkt  für  Punkt  in  allgemein- 
ster Weise  auf  eine  j:t)- Ebene  abgebildet,  wenn  wir  jedem 
Wertepaare  x,  y  ein  Wertepaar  j,  t)  zuordnen,  indem  wir  für 
£  und  t)  irgend  welche  voneinander  unabhängige  Funktionen 
von  X  und  y  setzen: 

(2)  i  =  (p{x,y),      \)==tl;{x,y). 
Nach  Satz  4  in  Nr.  80  soU  dabei  sein: 

Wir  betrachten  irgend  eine  Kurve  auf  der  Fläche  (1), 
d.  h.  wir  verstehen  unter  y  irgend  eine  Funktion  von  x: 

(3)  y=o(x), 

SO  daß  die  Gleichungen  der  Kurve  sind: 

(4)  2/=«W;         Z  =  f[x,(D{x)]. 

Diese  Kurve  wird  vermöge  (2)  auf  die  jt)-Ebene  als  eine 
Kurve  abgebildet,  deren  Gleichungen  lauten: 

(5)  l  =  (p  [x,  (D  (x)],      t)  =  i;[x,  CO  (x)] . 

Hierin  spielt  x  die  RoUe  einer  Hilfsveränderlichen.  Die  Fläche  (1) 
heißt  nun  auf  die  j:^ -Ebene  abwicJcelbar ,  wenn  es  eine  solche 
Abbildung  (2)  gibt,  bei  der  jedem  Bogendifferential  irgend  einer 
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Flächenkurve  (4)  ein  gleich  großes  Bogendifferential  der  Bild- 
kurve (5)  entspricht. 

Um  die  analytischen  Bedingungen  hierfür  aufzustellen^  be- 
merken wir,  daß  bei  der  Flächenkurve  (4): 

dy  =  (odx,      dz  =  {f^  +  fy(o')  dx, 

also  das  Quadrat  des  Bogendifferentials: 

(6)  ds^  =  dx''  +  dy^  +  dz^  =  [1  +  «''  +  (/;  +  4«  )']  dx^ 

ist,  worin  y  =  g){x)  gesetzt  werden  muß.  Bei  der  ebenen 
Kurve  (5)  kommt  dagegen: 

dl  =  i^x  +  %^')  dx,      d\)  =  {^^  +  iljy(o')  dx, 
also  das  Quadrat  des  Bogendifferentials: 

(7)  ds'  =  [(9,,  +  q>yf  +  (%  +  tyCoy]  dx\ 

worin  ebenfalls  y  =  g)(x)  gesetzt  werden  muß.  Da  die  beiden 
Werte  (6)  und  (7)  von  ds^  einander  gleich  sein  sollen,  so 
fordern  wir  also: 

!  +  «>''  +  (/;  +  fyo^'f  =  (9.  +  'p.yf  +  it^ + t,yy; 

und  diese  Bedingung  soll  erfüllt  sein,  wenn  für  y  heliehige 
Funktionen  o  von  x  gesetzt  werden.  Dies  ist  aber  nur  dann 
der  Fall,  wenn  einzeln  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

1  +  /;'  =  <pj + */,  /■/,  =  9.% + ^.i'y,  !  +  /•/  =  %'  +  t,\ 

die  sich  wegen  fx'=  P  und  fy  =  g_  auch  so  schreiben  lassen : 

Diese  drei  Bedingungen  müssen  somit  für  beliebige  Werte  von 
X  und  von  y  erfüllt  sein. 

Wenn  sie  partiell  nach  x  bzw.  y  differenziert  werden,  so 
gehen  sechs  Gleichungen  hervor,  von  denen  sich  zwei  wegen 
der  übrigen  etwas  vereinfachen  lassen,  so  daß  kommt: 

P^  =  ^xfxx  +  ^x'Pxx^  a^  =  ^y^xx  +  ^y'^xxy 

PS^^x^xy  +  fx^xy  >  ü^  =  %  ^xy  +  ^y^xy  > 

Pi  =  ^x%y  +  ^x%y^  qi  =  %^yy  +  ^y^yy 

Hiernach  stehen  r,  cp^^,  txx  i^  denselben  Verhältnissen  zuein- 
ander wie  5,  cp^  ,  ^3.  und  ebenso  wie  t,  9?^^,  ifj^^.  Also  ist: 
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9>xx^xy  -  ^xy^'xx  =  ^,  ^xy%,j  "  "Pyy^'xy  =  ^^ 

^'.x    5       -^x,    ^*      =0,  1^,^^       -^,,    ^      =Ö. 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  aber  sind  Funktional- 
determinanten von  je  zweien  der  Größen  cp^^  t^^;  qp^,  ^^5 
^x^  P',  ffy,  Ti  tx>  P'i  ty^  9.-  ^^ach  Satz  4  in  Nr.  80  sind  folg- 
lich alle  sechs  Größen  9^,  cpyy  t^^,  z^^,  jp,  5  voneinander  ab- 
hängig, d.  h.  insbesondere  besteht  eine  Gleichung  zwischen 
p  und  q,  so  daß  die  Fläche  nach  Satz  33  in  Nr.  349  eine 
Tangentenfläche  sein  muß.     Es  ergibt  sich  mithin: 

Satz  36:  Nur  die  Tangenten  flächen  sind  auf  die  Ebene 
ahwicJcelbar. 

352.  Kanalflächeu  mit  ebenen  Leitlinien.  Beschreibt 
der  Mittelpunkt  einer  Kugel  von  konstantem  Radius  R  eine 
Kurve,  die  sogenannte  Leitlinie^  so  heißt  die  Einhüllende  der 
Kugel  eine  Kanalfläche.  Wir  wollen  nur  den  Fall  beti-achten, 
wo  die  Leitlinie  eine  ebene  Kurve  ist,  etwa  die  Kurve  y  =  (p(x) 
in  der  xy-^hene.     Alsdann  wird: 

(1)  (x  -  af  +  [ij-  (p(cc)f  -f  ^2  _  jr^2  _  Q 

die  Gleichung  der  Kugelschar.  Um  die  Einhüllende  zu  finden, 
haben  wir  diese  Gleichung  nach  a  zu  differenzieren,  wodurch 
hervorgeht: 

(2)  x-a  +  (y-cp)(p'=0. 

Es  wurde  bereits  im  Beispiele  in  Nr.  92  diejenige  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  bestimmt,  der  alle  diese 
Flächen  genügen,  nämlich: 

(3)  0  =  —  -^ 

Vi+p'  +  q' 

Wir  wollen  die  Krümmungskurven  der  betrachteten  Flä- 
chen ermitteln.  Zunächst  gelten  die  schon  in  Nr.  92  auf- 
gestellten Gleichungen,  die  durch  Differentiation  von  (1)  nach 
X  und  y  hervorgehen: 

(4)  x  —  a-\-p0  =  O,      y  —  (p-\-qz  =  0, 
vorausgesetzt,   daß  a  die  durch  (2)   definierte  Funktion  von  x 
und  y  ist.     Längs  einer  Flächenkurve  sind  x  und  y  und   mit- 
hin auch  ^,  py  q  und  «  Funktionen  einer  Veränderlichen,  und 
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die  Differentiation   nach  dieser  Veränderlichen   sei   durch  den 

Akzent  angedeutet,  so  daß  aus  (4)  folgt: 

(5)  X  -\-  'pz  -\-  Z'p  =  a^      y  -\- qs  -{- zq  =  (p'{a)a. 

Setzen  wir  die  Werte  von  x  —  a  und  ^J~(p  aus  (4)  in  (2)  ein, 

so  kommt  noch: 

p -\- q(p' {pc)  =  0 ,     also      q)'{a)==  —  —- 
Hieraus  und  aus  (5)  folgt: 


zp  a  1    ,        zq  p 


x^rVZ        x-\-pz^  y' +  qz  q   y  -\- qz' 

Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  nur  für  eine  Krüm- 
mungskurve einander  gleich,  nach  (5)  in  Nr.  319.  Also  ist 
für  die  Krümraungskurven: 

x-\-pz'  "^  2/'+  qz' 
oder  wegen  px  -\-  qy  =  z: 

woraus  a=0  oder  /=0,  d.h.  a==konst.  oder  ^  =  konst.  folgt. 
Die  Krümmungskurven  der  einen  Schar  sind  daher  die  Charak- 
teristiken der  Einhüllenden,  nämlich  diejenigen  größten  Kreise 
der  Kugeln,  deren  Ebenen  zur  Leitlinie  senkrecht  sind,  und  die 
Krümmungskurven  der  anderen  Schar  sind  die  Höhenkurven, 
woraus  nach  Nr.  341  zu  schließen  ist,  daß  die  Krümmungs- 
kurven der  ersten  Schar  die  Fallkurven  vorstellen. 

353.  Partielle  DifTereutialgleichuug  dritter  Ord- 
nung füf  alle  Linienflächen.     Es  seien: 

(1)  X  ==-  TJz  ■\- u,     y  =  Vz -\- V 

die  Gleichungen  einer  beweglichen  Geraden,  d.h.  es  seien  lJ,u,VyV 
wie  in  Nr.  343  Funktionen  einer  willkürlichen  Konstanten  r, 
so  daß  die  Gerade  (1)  eine  allgemeine  Linienfläche  erzeugt. 

Nach  (1)  ist  T  auf  der  Fläche  eine  Funktion  von  Xy  y,  z 
und  deshalb  ebenso  wie  z  eine  Funktion  von  x  und  y.  Dif- 
ferenzieren wir  die  Gleichungen  (1)  nach  x  und  i/,  so  ergibt 
sich,  wenn  der  Akzent  die  Differentiation  nach  r  andeutet: 

0=Crä  +  (C7'^  +  „')|l,     l  =  F3  +  (F'^  +  /)g. 
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Hieraus 

folgt: 

also: 

er  ^  dt 
ex'  dy 

Up-1 
Vi 

Vp 
Vq-1 

(3) 

Up+rq== 

1,       U'^ 
'           ex 

^      dy 
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0. 
Differentiation  der  ersten  Gleichung  (3)  nach  x  und  y  liefert: 

ur+rs+ (U'p  +  v'q)  ll=o,   us+rt+iü'p  +  Vq)  g = o. 

Multiplizieren  wir  diese  beiden  Gleichungen  bzw.  mit  C^  und  F 
und  addieren  sie  dann,  so  kommt  wegen  der  zweiten  Glei- 
chung (3): 

(4)  u'r  +  2UVs+  VH==0. 

Differentiation  dieser  Gleichung  nach  x  und  y  ergibt,  wenn 
wir  die  Ableitungen  dritter  Ordnung  von  0  nach  x  und  y  mit 
«,  ß,  Yy  ö  bezeichnen: 

^  '  or  dx  ' 

U^ß  +  2Ury+  r^ö  +  Hü'r  +  2ürs+VH)  g  ^  ^ 

Werden  diese  beiden  Gleichungen  bzw.  mit  U  und  V  mul- 
tipliziert und  dann  addiert,  so  kommt  wegen  der  zweiten 
Gleichung  (3): 

(5)  U^a  -f  3  U'Vß  +  3  UV'y  +  V'ö  =  0. 

Nun  sind  (4)  und  (5)  in  U  und  V  homogen,  so  daß  sich  U 
und  V  daraus  eliminieren  lassen.  Setzen  wir  nämlich  zur 
Abkürzung: 

t  ' 

so  gibt  (4)  für  V  den  Wert  M?7,  der  in  (5)  einzusetzen  ist. 
Wenn  wir  wieder  a,  ß,  y,  d  als  Ableitungen  dritter  Ordnung 
von  z  ausführlich  schreiben,  so  geht  also  die  Gleichung  hervor: 

»!£  +  3M/:4-  +  iwJ-f,  +  M'|!i  =  0. 
ex^  cx^cy  exoy^  oy^ 

Dies  ist  also  eine  partielle  Differentialgleichung  dritter  Ordnung^ 
der  alle  Linienflächen  genügen. 
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§  1.    Allgemeines  über  komplexe  Zahlen. 

354.   Der  Bereich  der  komplexen  Zahlen.     In  dem 

in  Nr.  2  festgestellten  Bereiche  aller  reellen  Zahlen  hahen  die 
einfachsten  Funktionen,  nämlich  die  ganzen  linearen  Funktionen 
y  =  ax  -\-  h,  die  folgende  Eigenschaft:  Nicht  nur  für  diese 
Funktionen  selbst,  sondern  auch  für  die  zu  ihnen  inversen 
Funktionen  x  =  {y  —  h)  :  a  ist  der  Variabilitätshereich  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  unbeschränkt.  Dies  trifft  jedoch  bei 
den  nächst  einfachen  ganzen  Funktionen  nicht  mehr  zu.  Z.  B, 
die  einfachste  ganze  quadratische  Funktion,  nämlich  y  =  x^, 
ist  zwar  für  alle  Werte  von  x  definiert,  die  inversen  Funktionen 
:r  =  +  ]/«/  sind  es  dagegen  nur  für  positive  Werte  von  y.  Der 
Wunsch,  die  inversen  Funktionen  auch  für  negative  Werte  der 
Veränderlichen  y  zu  definieren,  führt  also  zunächst  im  Falle 
y  =  —  \  zu  der  Zahl  i^  der  imaginären  Einheit,  die  man  mit 
}/—  1  bezeichnet  und  die  durch  die  Eigenschaft  i^  =  —  l  defi- 
niert wird.  Fügt  man  diese  Zahl  dem  Gebiete  aller  reellen 
Zahlen  hinzu,  so  ist  :r  =  +  Vy  auch  für  jeden  negativen  Wert 
von  y  definiert,  da  sich  für  y  =  —  h^  ergibt,  daß  x  =  +  0) 
sein  muß,  wenn  vorausgesetzt  wird,  daß  auch  in  dem  er- 
weiterten Gebiete  die  formalen  Gesetze  von  Nr.  1  gelten.  Der 
soeben  berührte  und  schon  in  Nr.  1  erwähnte  Grundsatz  von 
der  Erhaltung  der  formalen  Gesetze  führt  ferner  zu  der  Forderung, 
daß  auch  die  Summe  aus  einer  reellen  Zahl  a  und  einer  so- 
genannten rein  imaginären  Zahl  ih,  wo  h  reell  ist,  daß  also 
auch  a  -{-  ih  eine  erlaubte  Zahl  sein  soll.  So  gelangt  man  zum 
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Bereiche  aller  Jwmplexen  Zahlen  a  -\-  ih,  bei  denen  a  und  h 
reell  sind. 

Eine  Zahl  a  +  ih  ist  im  Falle  a  =|=  0  und  h  ^0  weder 
reell  noch  rein  imaginär.  Denn  bei  Aufrechterhaltung  der 
formalen  Gesetze  würde  aus  a  -\-  ih  =  c  bzw.  aus  a  -\-  ih  =  ic, 
wo  c  reell  sein  soll,  entweder  ih  =  c  —  a  oder  a  =  i  (c  —  h) 
folgen,  woraus  durch  Quadrieren  entweder  —h^  =  (c  —  a)^  oder 
a^  =  —  (c  —  hy  hervorginge.  Da  Cf,  h,  c  reell  sein  sollen, 
müßte  also  entweder  h  =  0  und  c  =  a  oder  aber  a  =  0  und 
c  =  h  sein. 

Die  komplexen  Zahlen  a  -\-  ih  sind  daher  jieue  Zahlen, 
und  zwar  sind  zwei  derartige  Zahlen  nur  dann  einander  gleich ^ 
wenn  ihre  reellen  und  ihre  rein  imaginären  Bestandteile  iiher- 
einstimmen.  Denn  wenn  a  -{-  ih  =  c  -{-  id  sein  soll,  so  muß 
a  —  c  =  i(d  —  h),  d.  h.  (a  —  c)~=  —  (d  —  hY,  also  a  =  c  und 
d  =h  sein.  Inshesondere  ist  eine  Jiomplexe  Zahl  a  -\-  ih  dann 
und  nur  dann  gleich  Null,  tvenn  soivohl  a  =  0  als  auch  h  =  0 
ist.  Nach  dem  Grundsatze  von  der  Erhaltung  der  formalen 
Gesetze  kann  man  die  Rechenregeln  für  die  Addition,  Sub- 
traktion, Multiplikation  und  Division  aufstellen  und  zwar  so, 
daß  sie  ebenfalls  den  formalen  Gesetzen  der  Kommutation, 
Assoziation  und  Distribution  (siehe  Nr.  1)  genügen  und  zu 
keinerlei  Widersprüchen  führen.     Es  ist  zu  setzen: 


(1) 

(a  +  ih)  +  (c  +  id)  =  {a±c)  +  i(h±  d\ 

(2) 

(a  +  ih)  (c  +  id)  =  ac  —  hd-\-i  (hc  +  ad), 

(3) 

a-\-ih        {a-\-ib){c  —  id)       ac -{- bd -{- i  {bc  —  ad) 
c-^id~  {c-\-  id)  (c  —  'id)  ~                c^+  d'- 

ac-\-bd        .  bc  —  ad 

c^j^d'     '        c^-\-d^ 

Nur  die  Division  (a  -{-  ih):(c-\-  id)  kann  unmöglich  werden, 
nämlich  wenn  c  =  d  =  0  ist.  Also  gilt  auch  jetzt,  daß  nur  die 
Division  mit  Null  unstatthaft  ist.  Aus  (2)  folgt:  Ein  FroduM 
verschwindet  nur  dann,  wenn  einer  der  Falctoren  gleich  Null  ist, 
da  aus  ac  —  hd  =  0  und  hc  -\-  ad  =  0  entweder  a  =  h  =  0 
oder  c  =  d  ==  0  folgt. 

Wir  haben  vorhin  /  als  eine  Zahl  definiert,  deren  Quadrat 
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gleich  —  1  ist.  Soll  das  Quadrat  einer  komplexen  Zahl  a-\-ib 
den  Wert  —  1  haben,  so  muß 

a^-h^+2iah  =  -l,     d.h.     a^+l  =  h\  ah  =  0 

sein,  woraus  h  ^  0,  a  =  0  und  also  6^=  1,  d.  h.  6  =  +  1 
oder  —  1  folgt.  Demnach  gibt  es  im  komplexen  Bereiche  nur 
zwei  Zahlen,  deren  Quadrate  gleich  —  1  sind,  nämlich  i  und 
—  i.  Unter  i  wird  also  eine  der  beiden  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung  0^  =  —  1  verstanden;  die  andere  ist  als- 
dann —  i. 

Wenn  man  den  Funktionsbegriff  auf  den  Bereich  aller 
komplexen  Zahlen  ausdehnt,  so  kann  man  erkennen,  daß  sich 
nirgends  die  Notwendigkeit  zu  einer  nochmaligen  Erweiterung 
des  Bereiches  herausstellt,  weshalb  wir  hiermit  endgültig  die 
Erweiterung  des  Zahlengebietes  abschließen. 

355.  Geometrische  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen.  Da  die  allgemeine  komplexe  Zahl  a  +  ih  von  swei 
reellen  Zahlen  a  und  h  abhängt,  stellen  wir  sie  durch  einen 
Punkt  der  Ebene  dar,  nämlich  durch  denjenigen  Punkt  P, 
,Y  dessen   rechtwinklige  Koordinaten  a  und  h 

.^...^P       giuj      ]\([an  kann  sie  auch  statt  durch  den 
p        Punkt    P    durch    die    von    0    nach   P   ge- 
^^  richtete  Streclce  OP  vom  Anfangspunkte  0 
aus   darstellen.     Siehe   Fig.  6ß.     Man   sagt 
auch,  die  Zahl  a-\-ih  sei  durch  den  Vektor 
Fig.  66.  gjp  dargestellt.    Sobald  die  Zahl  reell,  also 

h  =  0  ist,  kommen  wir  zur  Darstellung  der  reellen  Zahlen  auf 
einer  Geraden,  der  rt;-Achse,  zurück,  vgl.  Nr.  3. 

Die  benutzte  Ebene  heißt  die  ZaJdenehene,  die  Abszissen- 
achse ihre  reelle  Achse,  die  Ordinatenachse  ihre  imaginäre  Achse, 
obgleich  sie  an  sich  reell  ist.  Gemeint  ist  nur,  daß  sie  der 
Träger  der  Bildpunkte  aller  rein-imaginären  Zahlen  sein  soll, 
während  die  rr -Achse  der  Träger  der  Bildpunkte  aller  reellen 
Zahlen  ist.  Der  Bildpunkt  der  Zahl  Eins,  des  Modulus  der 
Addition  (vgl.  Nr.  1),  liegt  auf  der  reellen  Achse  und  heißt 
der  EinheitspunM. 

Die  Strecke  OF,  deren  Sinn  der  von  0  nach  P  ist,  bildet 
gerade  so  wie  die  positive  Tangente  einer  Kurve  (siehe  Nr.  169) 
354,  355] 
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mit  der  positiven  reellen  Achse  einen  bis  auf  ganze  Vielfache 
von  2jt  bestimmten  Winkel,  den  wir  co  nennen.  Hat  OP  die 
positiv  gemessene  Länge  q,  so  ist: 

(1)  a  =  Q  cos  G9,  &  =  ^  sin  03. 
folglich: 

(2)  a  -\-  ih  =  Q  (cos  co  +  i  sin  m). 

Es  gibt  nur  eine  derartige  Darstellung  der  Zahl  a  -{-  ih^ 
denn  die  Forderung  (2)  zerfällt  in  die  beiden  Forderungen  (1) 
und  ergibt: 

(3)  Q  =ya^-{-  h^j     cos  (o  =  —j     sin  £0  =  — , 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Nur  wenn  a^  -f  2>^  ==  0,  also 
a  =  h  =  0  ist,  wird  cd  unbestimmt,  während  q  verschwindet. 
Also  nur  für  die  Zahl  Null  bleibt  o  unbestimmt.  Die  stets 
positive  Größe  q  heißt  der  absolute  Betrag  der  Ixomplexen  Zahl. 
Ist  die  Zahl  reell,  also  &  =  0,  so  kommt  diese  Definition  auf 
die  in  Nr.  4  zurück.  Deshalb  darf  der  absolute  Betrag  q  einer 
komplexen  Zahl  a  -{-  ih  ebenfalls  durch  Einschluß  der  Zahl 
zwischen  zwei  Strichen  bezeichnet  werden: 


Der  Winkel  cj  heißt  die  Amplitude  der  komplexen  Zahl ;  er  ist, 
wie  gesagt,  nicht  völlig  bestimmt,  weil  noch  ein  beliebiges 
ganzes  Vielfaches  von  27r  zu  ihm  addiert  werden  darf.  Da- 
gegen haben  cos  a  und  sin  w  bestimmte  Werte.  Der  Faktor 
cos  cj  -f-  i  sin  G9,  mit  dem  man  nach  (2)  den  absoluten  Betrag 
einer  Zahl  multiplizieren  muß,  um  die  Zahl  selbst  zu  erhalten, 
hat  den  absoluten  Betrag  Eins. 

Wir  formulieren  einige  Ergebnisse  in  dem 
Satz  1:  Jede  Jcomplexe  ZaJd  a  +  ib,  die  nicht  gleich  Null 
ist,  läßt  sich  auf  eine  und  nur  eine  Art  darstellen  in  der  Form 
Q  (cos  ö  +  ^  sin  cd),  ivorin  q  positiv  ist.  Der  ahsohde  Betrag 
Q  einer  komplexen  Zahl  ivird  dann  und  nur  dann  gleich  Null, 
wenn  die  Zahl  seihst  gleich  Null  tvird. 

Der  Ort  der  Bildpunkte  aller  Zahlen  a  +  ih  mit  demselben 
absoluten  Betrage  q  ist  der  Kreis  um  0  mit  dem  Radius  q. 
Die  Amplituden  von  entgegengesetzt  gleichen  komplexen  Zahlen 
a  -\-  ih  und    —  a  —  ih   unterscheiden    sich    um    ein   ungerades 
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Vielfaches  von  7tj  während  ihre  absoluten  Beträge  überein- 
stimmen. Ihre  Bildpunkte  liegen  so,  daß  0  die  Mitte  zwischen 
ihnen  ist.  Zwei  Zahlen  von  der  Form  a  -\~  ih  und  a  —  ih 
heißen  konjugiert  liomplex-^  sie  haben  gleiche  absolute  Beträge, 
und  die  Summe  ihrer  Amplituden  ist  ein  gerades  Vielfaches 
von  27t.  Ihre  Bildpunkte  liegen  so,  daß  die  reeUe  Achse  die 
Mittelsenkrechte  der  Verbindenden  ihrer  Bildpunkte  wird. 

356.  Creometrische  Ausführung  der  Addition,  Sub- 
traktion, Multiplikation  und  Division.  Die  beiden  Zahlen 
a^  +  ib^  und  a^  +  0)2  mögen  die  Summe  a  -\-  ib  haben.  Ferner 
seien  P^,  Pg,  P  die  Bildpunkte  dieser  drei  Zahlen.  Da 
a  =  %  +  »2  und  ?)  =  ^i  +  ?>2  is^7  so  folgt,  daß  sich  der  Bild- 
punkt P  der  Summe  durch  die  sogenannte  geometrische  Addition 
der  VeUoren  OP^  und  0  P^  ergibt,  siehe  Fig.  67:  V^ir  tragen 
in  Pj  (oder  P^)  au  OP^  (oder  OP2)  eine 
Strecke  P^P  (oder  PgP)  parallel,  gleich  und 
gleichsinnig  mit  der  Strecke  ÖPg  (oder  OP^) 
an.  Hiernach  gewinnt  man  den  Bildpunkt 
Q  der  Differenz  von  a^  +  ^^1  und  «g  +  ^^2? 
indem  man  Pg  durch  den  in  der  Figur  an- 
gegebenen Punkt  P9'  ersetzt. 

Sind  Q^  und  ^2  ^i^  absoluten  Beträge 
und  Wj  und  co^  die  Amplituden  von  a^  -\-  ib^  und  «2  +  ^\j 
d.  h.  ist: 

^1  +  ^^1  =  ^1  (cos  CD^  +  i  sin  q^^),  «2  +  ^^2  ==  ^2  (^^^  ^2  +  **  ^^^  ^^2); 

so  wird  das  Produkt  beider  Zahlen: 

(1)      («1  +  ib^)  («2  +  ^^2)  =  ^1^2  [cos  («1  +  o^  -f-  i  sin  («1  -f  032)]. 

Nach  Satz  1  in  voriger  Nummer  folgt  also: 

Satz  2:  Der  absolute  Betrag  eines  Produktes  ist  gleich  dem 
Produkte  der  absoluten  Beträge  der  Faktoren. 

Dies  gilt,  wie  der  Schluß  von  n  auf  w  +  1  zeigt,  für  be- 
liebig viele  Faktoren.  Der  Satz  1  in  Nr.  4  ist  demnach  auch 
im  Bereiche  aller  komplexen  Zahlen  richtig. 

Nach  (1)  ist  ferner  die  Amplitude  des  Produktes  gleich  der 
Summe  der  Amplituden  der  Faktoren,  wozu  jedoch  immer  noch 
ein  beliebiges  ganzes  Vielfaches  von  2%  addiert  werden  darf 
355,  356] 
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Sind  Pj  und  P^  die  Bildpuukte  von 
«1  +  «^1  und  ag  +  1^2,  so  ergibt  sich  nach 
(1)  der  Bildpunkt  P  ihres  Produktes  wie 
in  Fig.  68,  worin  E  den  Einlieitspunkt 
(vgl.  Nr.  355)  bedeutet:  Wir  konstruieren 
das  zu  dem  Dreiecke  OEP^  (oder  OEP^) 
gleichsinnig  ähnliche  Dreieck  OPgP  (oder 
OP^P),  so  daß  OE  und  OP,  (oder  OP^) 
homologe  Stücke  sind. 

Durch  Umkehrung  dieses  Verfahrens  findet  man  ohne  Mühe 
die  geometrische  Ausführung  der  Division. 

357.  Absoluter  Betrag  einer  Summe.  Schon  aus  der 
geometrischen  Konstruktion  des  Bildpunktes  P  der  Summe 
zweier  Zahlen,  siehe  Fig.  67  auf  S.  560,  folgt,  daß  der  absolute 
Betrag  der  Summe  nicht  größer  als  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  der  Summanden  ist. 

Um  dies  auch  rechnerisch  zu  beweisen,  nehmen  wir  an, 
daß  Q^,  Q2  und  q  die  absoluten  Beträge  zweier  Summanden 
und  ihrer  Summe  seien,  dagegen  w^,  Wg  und  co  die  zugehörigen 
Amplituden.     Aus: 

Q  (cos  CO  +  i  sin  w)  =  q^  (cos  03j  +  i  sin  co^)  -f  Q2  (cos  «2  +  i  sin  cög) 

folgt  dann: 

Q  cos  CO  =  Q^  cos  «1  -f  Q.2  COS  CÖ2,         Q  siu  CO  =  Q^  siu  COj  -{-  ^2  sin  »2' 

Hieraus  geht  durch  Quadrieren  und  Addieren  hervor: 

?^  =  ^1"+  Q2'+  ^^QiQ2  cos  («1  -  Wg), 
also: 

i.Ql  +  (>2)^-  (>"=2^i(>2[l-  COS  (Wi—  0)2)]. 

Die  rechte  Seite  ist  stets  positiv  und  nur  dann  gleich  Null, 
wenn  cos  (co^  —  «2)  =  1,  d.  h.  oj^  =  co^  -{-  2n7C  ist,  wo  n  eine 
ganze  Zahl  bedeutet.  Hieraus  folgt  zunächst  für  den  Fall  von 
nur  zwei  Summanden: 

Sats  3:  Der  absolute  Betrag  einer  Summe  ist  Meinet'  als 
die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  Summanden  oder  höchstens 
ebenso  groß.  Es  ist  ihr  dann  und  nur  dann  gleich^  tvenn  alle 
Summanden  dieselbe  Amplitude  —  abgesehen  von  ganzen  Viel- 
fachen von  27t  —  haben. 

Serret-Seheffer8,Difif.-u.  Integral-Rechnuug.  I.  4.u.5.Aufl.     3G       [350    357 


562     Kap.  XI.    Elementare  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 


Durch  Schluß  von  n  auf  n  -\-  1  beweist  man  dasselbe  für 
Produkte  von  beliebig  vielen  Faktoren.  Vgl.  Satz  2 ,  Nr.  4, 
der  ein  spezieller  Fall  dieses  Satzes  ist. 

Eine  nützliche  Bemerkung  ist  noch  folgende:  Ist  a  -]-  ih 
eine  bestimmt  gegebene  Zahl,  so  liegen  die  Bilder  aller  Zahlen 
u  -\-  iVf  für  die  der  absolute  Betrag  der  Differenz,  nämlich: 

(1)  I  (a  +  ih)  —  {u  +  iv)\<6 

ist,  innerhalb  desjenigen  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  der  Bild- 
punkt vor  a  -\-  ih  und  dessen  Radius  (5  ist,  siehe  Fig.  69.  Die 
Bildpunkte  der  Zahlen  u  -\-  iv  liegen  alsdann  auch  so,  daß 

(2)  \a  —  u\<ö  und  \h  —  v\<6 

wird,  also  innerhalb  des  in  der  Figur  angegebenen  Quadrates. 


Umgekehrt:  Gelten  die  Ungleichungen  (2),  d.  h.  liegt  der 
Bildpunkt  von  u  -{-  iv  innerhalb  des  Quadrates,  so  ist  seine 
Entfernung  von   der  Mitte  kleiner  als  ^]/2,  also: 

\{a  +  ih)-(u-^iv)\<öy2, 

wo  die  Wurzel  natürlich  positiv  sein  soll.  Dies  bedeutet,  daß 
der  Bildpunkt  von  u  -\-  iv  innerhalb  des  dem  Quadrate  um- 
schriebenen  Kreises  liegt,  siehe  Fig.  70. 

358.  n'^  Eiuheitswurzeln.  Ist  n  eine  ganze  positive 
Zahlj  so  bedeutet  Vi  eine  Zahl,  deren  n^^  Potenz  gleich  Eins 
ist.  Zu  diesen  n^^^  Einheitswurzeln  gehört  die  Zahl  Eins  selbst, 
aber  es  gibt  außerdem  noch  n  —  1  solche  Zahlen.  Denn  nach 
Satz  2  in  Nr.  356  muß  zunächst  der  absolute  Betrag  einer 
solchen  Zahl  gleich  Eins  sein.  Bedeutet  g)  ihre  Amplitude,  so 
ist  mithin  zu  fordern: 

(cos  ü)  -\-  i  sin  co)"  =  1 . 
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Da  aber  die  Amplitude  eines  Produktes  von  zwei  Zahlen  nach 
Nr.  356  die  Summe  der  Amplituden  der  Faktoren  ist,  so  er- 
gibt sich  durch  Schluß  von  n  auf  n  -\-  l  die  sogenannte 
Moivre'sche  Formel  für  ganzes  positives  n\ 

(1)  (cos  03  +  i  sin  o)"  =  cos  na  -{-  i  ^mno. 
Also  fordern  wir: 

cos  na  -\-  i  sin  na  =  1,     d.  h.  cos  na  =  \^  sin  na  =  0. 

Mithin  ist,  wenn  Z:  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  na  =  2Tc7t, 
d.  h.  a  =  2Ji7t :  n.  Da  die  Amplituden  a  und  a -\- 2%  die- 
selbe Zahl  liefern,  so  gehen  nur  n  wesentlich  verschiedene 
Amplituden  hervor,  nämlich  für  /r  =  0,  1,  2,  .  .  .  ?i  —  1.  In  dem 
Ausdrucke 

(2)  cos  ^  +  i  sin  ^       (Ä-  =  0,  1,  2,...n-  1) 

liegen  also  alle  n^^"^  Einheitswurzeln  vor.  Ihre  Bildpunkte 
liegen  auf  dem  Kreise  vom  Radius  Eins  um  den  NuUpunkt 
und  bilden  dasjenige  regelmäßige  w-Eck,  von  dem  der  Einheits- 
punkt selbst  eine  Ecke  ist. 

Ist  n  eine  gerade  positive  Zahl  2  m,  so  folgt,  daß  zu  den 
2m*^''  Einheits wurzeln  die  reellen  Werte  +  1  und  —  1  orehören 
und  die  übrigen  2  m  —  2  komplexen  Werte  in  der  Form 

"^^^  ^^V"  +  '  "'"  ^IrT       (^'  =  1,2,  ..  .m-  1) 
dargestellt  werden  können. 


§  2.   Unendliche  Keilien  mit  komplexen  Oliedern. 

359.  Endlicher  G-reuzwert  einer  unbegrenzten 
Zahlenfolge.  Es  liege,  nach  irgend  einer  Vorschrift  gebildet, 
eine  unbegrenzte  Folge  von  komplexen  Zahlen  vor: 

Co  =  «0  -f  i\,     q  =  a,  -{.  ih,,  '  '  -  c,^  =  a^  -{-  ih„,  •  •  •. 

Durch  sinngemäße  Ausdehnung  der  in  Nr.  18  gegebenen  Defi- 
nition des  endlichen  Grenzwertes  einer  von  x  abhängigen  Größe 
bei  unbegrenzt  wachsendem  x  gelangen  wir  hier,  wo  n  an  die 
Stelle  von  x  tritt,  zu  der 
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Definition:  Die  Zahlen  einer  unbegrenzten  Zahlenfolge 
^0?  ^1?  '  '  '  ^ny  '  '  '  ^(^l>^^  einen  hestimmten  endlichen  Grenztvert 
C  =  A  -\-  iBj  wenn  es  stets ^  wie  Idein  man  auch  eine  positive 
Zahl  6  wählen  mag,  einen  Indexwert  n  derart  gibt,  daß  der 
absolute  Betrag  der  Differenz  c^^  —  C  für  jeden  Index  m^n 
Meiner  als  ö  ist. 

Für  die  Bildpunkte  der  Zahlen  Cq,  Cj  ,  .  .  .  c„,  .  .  .  und  C 
bedeutet  dies  nach,  den  Schlußbemerkungen  in  Nr.  357:  Wie 
klein  man  auch  den  Radius  6  eines  Kreises  um  den  Bildpunkt 
von  C  wählen  mag,  stets  soll  es  einen  Index  n  derart  geben^ 
daß  die  Bildpunkte  von  c„,  <^«  +  i)  ^n  +  2;  •  •  •  sämtlich  innerhalb 
des  Kreises  liegen.  Die  Stelle  C  heißt  alsdann  die  Häufungs- 
stelle der  Punktfolge.  Aus  den  Schlußbemerkungen  in  Nr.  357 
folgt  ferner: 

Satz  4:   Wenn  die  Zahlen  der  unbegrenzten  Zahlenfolge: 

Co  =  ao  +  ih^,      q  =  «1  +  ibi,  ...  c„  =  a,  +  ib^,  .  .  . 

einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  G  =  A  -\-  iB  haben,  so 
haben  auch  die  Zahlen  der  beiden  reellen  Zahlenfolgen: 

a^y  a„...a^,...      und      b^,  b„...b„,... 

die  hestimmten  endlichen  Grenzwerte  A  und  B.  Wenn  um- 
gekehrt die  Zahlen  dieser  beiden  Zahlenfolgen  bestimmte  endliche 
Grenzwerte  A  und  B  haben,  so  haben  auch  die  Zahlen  der 
vorgelegten  Zahlenfolge  den  bestimmten  endlichen  Grenzwert 
A  +  iB. 

Man  sagt  auch  so:    Aus 

lim  (a^  +  ibj  =  A -\-  iB     folgt:     lim  a^  =  A,  lim  b^^  =  B 

«=Q0  ■      n  =  00  71  =  cc 

und  umgekehrt. 

360.    Konvergenz    einer    unendlichen    Reihe.     Es 

liege  nun  eine  unendliche  lieihe 

^0  +  ^1  +  '^2  H \-  ^^\  H 

von  komplexen  Zahlen  w\^  =  '^«  +  iv^^  vor.  Alsdann  sagen  wir 
wie  in  Nr.  101,  daß  sie  lonvergiere  und  die  Summe  S  habe, 
wenn  die  Summe  der  n  ersten  Glieder 

^n  =  ^^0  H-   ^<'l   +  ^^2  +   •  •  •   +  ^«-1 
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bei  unbegrenzt  wachsendem  Index  n  einen  bestimmten  endlichen 
Grenzwert  S  hat.    Andernfalls  heißt  die  Reihe  divergent.    Aus 
Satz  4  in  voriger  Nummer  folgt  nun  sofort 
Satz  5:    Die  unendliche  Eeihe 

K  +  ivo)  +  (%  +  iv^)  + h  K  4-  iv„)  +  •  •  • 

Jionvergiert  dann  und  nur  dann^  wenn  die  leiden  Beiken  mit 
reellen  Gliedern 

?/o  +  Wi  H +u^-i und     Vq-Jt  i\  +  -  '  ■  i-  v,^  H 

l'onvergieren.  Sind  U  und  V  die  Summen  diese)'  Beihen^  so  ist 
U  -\-  iV  die  Summe  der  vorgelegten  Bcihe. 

Daher  gilt  der  Satz  2  in  Nr.  102  auch  jetzt^  d.  h.: 
Satz  6:    Die   unendliche   Beihe    vofi    Txomplexen    Gliedern 

iVq-\-  iv^-\ +  w?„ H l'onvergiert  dann  und  nur  dann,  ivenn 

eSj  sobald  eine  positive  Zahl  x  beliebig  Mein  vorgeschrieben  tvird, 
stets  einen  Indexwert  n  derart  gibt,  daß  für  jedes  ganze  positive 
p  die  Ungleichung  besteht: 


w^ 


^^'n  +  l   +       ••   +?^n  +  «-l|<'P' 


361.  Unbedingte  Konvergenz.    Angenommen,  es  liege 

eine  unendliche  Reihe  Wq  -^  tv^  -\-  •  -  -  -\~  w„  -{-  •  -  •  vor,  von  der 
wir  nur  das  Eine  wissen,  daß  die  Reihe  der  absoluten  Beträge 
l^ol  +  h^il  H +  \u'n  +  •  •  •  konvergiert,  d.  h.  die  Reihe: 

Vuo' + ^^o' +VtH'+^i'+-"+ y V+^ + •  •  • . 

in  der  alle  Wurzeln  positiv  sind.  Nach  Satz  10  in  Nr.  105 
konvergieren  dann  auch  die  Reihen  mit  entsprechend  kleineren 
positiven  Gliedern: 

<+   ^h\+---+W-^-'-    und     v^\  +  \v,\+-"-\-^vJ-^-", 

Die  Reihen  Uq-{-u^-\ \-u^-] und  v^  +  v^-] \-v^-] 

konvergieren  überdies  nach  Nr.  104  unbedingt.  Nach  Satz  5 
in     voriger    Nummer    konvergiert     mithin     auch     die    Reihe 

iVq  +  tv^  -\ +  io„-\ .    Daher  gilt  der  Satz  8  von  Nr.  104 

auch  jetzt: 

Satz  7:  Eine  unendliche  Beihe  von  Jcomplexen  Zahlen 
iVQ  -\-  tv^  +  '  • '  -\-  w^  -{-  -  • '  Jconvergiertj  sobald  die  Beihe  der  ab- 
soluten Beträge  \wq'  -\-  [w^\-\ f-  «t;^   -\ konvergiert. 

Ist  dies  der  Fall,  so  heißt  die  Reihe  Wq-\-Wi-\ hw^i---- 

unbedingt  konvergent. 
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362.  Sätze  über   unbedingt  konvergente  Reihen. 

Aus  Satz  5  in  Nr.  360  und  aus  Satz  16  in  Nr.  109  folgt  so- 
fort, daß  dieser  Satz  16  auch  im  komplexen  Zalilenbereiche 
gilt.  Man  erkennt  oline  weiteres,  daß  jetzt  auch  alle  Sätze  3 
bis  7  von  Nr.  103  gültig  bleiben.  Der  Beweis  des  Satzes  10 
in  Nr.  105  gilt  ferner  offenbar  auch  dann,  wenn  die  dort  auf- 
tretende Reihe  UQyU^jU^,  . . .  komplexe  Glieder  hat,  woraus  die 
Richtigkeit  der  Sätze  11  bis  14  von  Nr.  105  im  Bereiche  der 
komplexen  Zahlen  hervorgeht. 

Blicken  wir  nun  auf  Nr.  110  zurück  und  verstehen  wir 
unter  den  dort  auftretenden  Größen  u,  v,  w  komplexe  Zahlen, 
so  folgt  zunächst  aus  dem  dort  bewiesenen  Satze  17,  daß  die 
Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

unbedingt  konvergiert  und  zur  Summe  das  Produkt  der  beiden 
Reihen 

K!   +  kll   H f~   l^ni   H ^nd        l^o'   +   i^ll   H +   kn!   +••• 

hat.  Wenn  S^j  8^^  S^'  die  in  Nr.  110  angegebenen  Bedeu- 
tungen haben,  so  ergibt  sich,  daß  der  damals  unter  (1)  ent- 
wickelte Ausdruck  von  S^S^  —  S^',  sobald  darin  für  die  u 
und  V  ihre  absoluten  Beträge  gesetzt  werden,  den  Grenzwert 
NuU  hat.  Der  so  hervorgehende  Ausdruck  ist  aber  nach 
Satz  2  in  Nr.  356  und  nach  Satz  3  in  Nr.  357  nicht  kleiner 
als  \Sr,S;-Sn\'  Folglich  hat  auch  SJ^-S^'  den  Grenz-, 
wert  Null.  Die  unbedingte  Konvergenz  der  Reihe  Wq^w^,... 
tv^y  ...  wird  gerade  so  wie  damals  bewiesen. 

Wir  können  hiernach  zusammenfassend  sagen: 
Satz  8:  Die  Sätze  3  bis  7  in  JSfr.  103,  die  Sätze  11  bis  14 
in  Nr.  105,  Satz  16  in  Nr.  109  und  Satz  11  in  Nr.  110  gelten 
auch  für  unendliche  Beihen  mit  komplexen  Gliedern. 

§  3.    Analytische  Fiiiilitioiien. 

363.  Fotenzreihen.  Eine  unendliche  Reihe  von  der  Form 

Cq  +  c^z  -f  c^z^  H h  c,^^"  H , 

worin  Cq,  c^,  c^,  . . .  c„,  . . .  irgend  welche  komplexe  Konstanten 
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sind,  während  z  =  x-{-iy  eine  komplexe  Veränderliche  bedeutet, 
heißt  eine  FotenzreiJWy  genauer  eine  Potenzreihe  nach  steigen- 
den ganzen  positiven  Potenzen  von  z.  Sie  konvergiert  offen- 
bar für  z  =  0. 

Nehmen  wir  nun  an,  sie  konvergiere  für  einen  gewissen 
von  Null  verschiedenen  Wert  z  =  z^.  Nach  Satz  3  in  Nr.  103 
gibt  es  dann,  wenn  6  eine  beliebig  klein  gewählte  positive 
Zahl  bedeutet,  einen  Index  n  derart,  daß  für  jeden  Index 
m^n: 

ist.  Verstehen  wir  unter  z^  irgend  eine  Zahl,  deren  absoluter 
Betrag  Meiner  als  der  von  z^  ist,  so  daß: 

(2)  '\H  =  0 

einen  positiven  echten  Bruch  vorstellt,  so  folgt  mit  Rücksicht 
auf  Satz  2  in  Nr.  356: 


+P-1 


(3) 


<e«ö(i  +  ö+-.+ö^->)<^, 


Vgl.  das  Beispiel  in  Nr.  101.  Der  Wert  rechts  hat  für  limw  =  oo 
den  Grenzwert  Null.  Nach  der  Schlußbemerkung  in  Nr.  104 
und  nach  Satz  6  in  Nr.  360  konvergiert  mithin  die  Potenz- 
reihe für  Z.2  unbedingt. 

Wenn  wir  der  Kürze  halber  die  Bildpunkte  von  Zahlen  z 
in  der  Zahlenebene  einfach  durch  die  Zahlen  selbst  bezeichnen, 
so  hat  sich  also,  weil  |'2f2|<|^i|  vorausgesetzt  wurde,  folgen- 
des ergeben: 

Satz  9:  Konvergiert  die  Potenzreihe  Cq-\-Cj^z-] \- c^^z" -j 

für  einen  Punli  z  =  z^,  so  l'onvergiert  sie  unbedingt  für  alle 
Punkte  Z2f  die  innerhalb  desjenigen  Kreises  um  den  Nullpunkt 
liegen,  der  durch  z^  geht. 

Wenn  die  Potenzreihe  für  z  ==  z^  divergiert,  so  kann  sie 
hiemach  sicher  nicht  für  einen  Punkt  z  ==  z^  außerhalb  des- 
jenigen Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  0  konvergieren,  der 
durch  ^2  geht.     Mithin: 

Sa tz  10 :  Divergiert  die  Potenzreihe  Cq-\-c^z-\ 1- c««^" H 

für  einen  Pmild  ^  =  ^2  ?  ^^  divergiert  sie  auch  für  alle  Punkte  z^, 
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die  außerhalb  desjenigen  Kreises  um  den  Nullpunkt  liegen j  der 
durch  z^  gellt. 

Die  Gesamtheit  aller  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  0  zer- 
fällt folglich  in  zwei  Klassen,  in  solche,  innerhalb  derer  die 
Reihe  überall  unbedingt  konvergiert,  und  in  solche,  außerhalb 
derer  die  Reihe  überall  divergiert.  Jeder  Kreis  der  zweiten 
Art  ist  größer  als  jeder  der  ersten  Art.  Demnach  zerfällt 
auch  die  Gesamtheit  der  Zahlenwerte  der  Radien  der  Kreise 
in  zwei  Klassen,  zwischen  denen  es  nach  Nr.  2  eine  im  all- 
gemeine irrationale  Grenze  r  gibt.  Es  ist  wohl  denkbar,  daß 
der  ersten  Klasse  von  Kreisen  nur  der  vom  Radius  Null  an- 
gehört oder  daß  sie  alle  Kreise  mit  endlichen  Radien  umfaßt. 
Also  finden  wir 

Satz  11:  Liegt  eine  Potenzreihe  Cq-{-  c^z  -\-  •  •  •  +  c„^"  +  •  •  • 
vor,  so  gibt  es  eine  positive  Zahl  r  derart,  daß  die  Beihe  für 
alle  Punkte  z  innerhalb  des  Kreises  um  den  NullpunU  mit  dem 
Badius  r  unbedingt  konvergiert  und  für  alle  Punkte  z  außerhalb 
dieses  Kreises  divergiert,  so  daß  die  Beihe  für  'z]  <r  unbedingt 
konvergiert  und  für  \z\  >r  divergiert.  Die  Zahl  r  kann  jedoch 
unter  Umständen  gleich  Null  sein  oder  jede  endliche  Grenze 
überschreiten. 

Der  erwähnte  Kreis  heißt  der  Konvergenzkreis,  sein  Radius  r 
der  Konvergenzradius  der  Potenzreihe.  Der  Satz  sagt  nichts  über 
das  Verhalten  der  Potenzreihe  für  die  Punkte  des  Konvergenz- 
kreises selbst  aus;  die  Reihe  kann  dort  konvergieren  oder  di- 
vergieren. 

Wir  können  dem  Satze  11  sofort  eine  allgemeinere  Form 
geben,  indem  wir  die  allgemeinere  Potenzreihe  betrachten: 

^0  +  ^1  (^  -  ^o)  +  •  •  •  +  ^«  (^  -  ^o)"  +  •  •  • , 

in  der  Zq  eine  bestimmte  komplexe  Zahl  Xq  -\-  iiJQ  bedeuten  soll' 
Wenn  wir  nämlich  z  —  Zq=  z  setzen,  so  kommen  wir  auf  eine 
Reihe  Cq -{-  c^z  -{■••'  ^  c^z^  -j-  .  .  .  zurück,  die  nach  Satz  11 
einen  Konvergenzradius  r  haben  möge,  so  daß  die  Reihe  un- 
bedingt konvergiert  oder  divergiert,  je  nachdem  !^|<r  oder 
>r  ist.  Aber  alle  Punkte  z,  für  die  \z\<ir,  d.h.  \z  —  ZQ\<ir 
ist,  liegen  nach  Nr,  356  innerhalb  desjenigen  Kreises  vom 
Radius  r,  dessen  Mitte  der  Punkt  z^  ist.  Daher  ergibt  sich 
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Satz  12:   Die  Potenzreihe: 

Jconvergiert  unbedingt  für  alle  Punkte  z  innerhalb  eines  gewissen 
Kreis  um  den  Punkt  Zq  und  divergiert  für  alle  Punkte  z  außer- 
halb des  Kreises.  Der  Kreisradius  kann  jedoch  unter  Um- 
ständen gleich  Ntdl  sein  oder  jede  endliche  Grenze  überschreiten. 
Wieder  heißt  der  Kreis  der  Konvergenzkreis  und  sein 
Radius  der  Konvergenzradius. 

364.  G-leichmäßige  Konvergenz.     Die  Potenzreihe 

(1)  C,-{-C,Z-^C,z'+--'  +  C„Z^^  +  -" 

möge  einen  von  Null  verschiedenen  Konvergenzradius  haben, 
und  es  bedeute  z^  eine  irgendwo  innerhalb  des  Konvergenz- 
kreises bestimmt  gewählte  Stelle.  An  dieser  Stelle  z^  konver- 
giert die  Reihe  unbedingt,  d.  h.  dort  ist  auch  die  Reihe  der 
absoluten  Beträge  der  Glieder  konvergent.  Aus  Satz  2,  Nr.  102, 
schließen  wir  somit:  Wird  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  6 
gewählt,  so  gibt  es  einen  Indexwert  n  derart,  daß  für  jedes 
ganze  positive  p: 

wird.  Da  alle  Glieder  der  rechts  stehenden  Summe  positiv 
sind,  so  ist  also  um  so  mehr  für  jede  ganze  positive  Zahl 
7n^n  und  für  jedes  ganze  positive  p: 

(2)  \c„z,'"  +  c„^.^/'+'   +...+  c^^^_,^r^P-'  <0. 

Innerhalb  desjenigen  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  0,  der 
durch  die  Stelle  z^  geht  und  also  mit  dem  Konvergenzkreise 
konzentrisch  liegt,  sei  nun  eine  Stelle  z  ganz  beliebig  gewählt. 
Es  sei  mit  anderen  Worten  z  irgend  eine  solche  komplexe 
Zahl,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  der  von  z^  ist.  Die 
Reihe  (1)  konvergiert  für  diese  Stelle  z  unbedingt. 

Nach  Satz  3,  Nr.  357,  und  Satz  2,  Nr.  356,  ist  nun: 

daher  wegen  \z\  <C  z^    und  mit  Rücksicht  auf  (2): 

I  c™^" +  ".  +  .«"■  +  '  +  •■■+ «»+P-i^'"-'''"'l<  «• 
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Bedeutet  -R^(^)  denjenigen  Best  der  Reihe  (1),  der  hervorgellt, 
wenn  ihre  m  ersten  Glieder  gestrichen  werden: 

SO  liefert  die  letzte  Ungleichung  für  lim  p  =  oo: 

und  zwar  für  jeden  Index  m^n.  Dabei  ist  der  Indexwert  n 
ein  und  derselbe,  wie  auch  z  unter  der  Bedingung  \z\  <  l^^l 
gewählt  sein  mag. 

Es  macht  keine  Mühe,  das  Ergebnis  auf  den  Fall  einer 
Potenzreihe  von  der  Form: 

(3)  c„  +  c.(^  -«„)  +  •••  +  c,(«-^o)"  +  ••■ 

ZU  übertragen,  indem  man  ^  —  ^q  statt  2  und  -S'i  —  ^o  ^^^^^  ^i 
substituiert.  Um  es  aber  als  Satz  formulieren  zu  können, 
schicken  wir  eine  Definition  voran: 

Definition  der  gleichmäßigen  Konvergenz:  Die  Po- 
tensreihe  (3)  heißt  innerhalb  eines  Bereiches  der  Iwmplexen  Ver- 
änderlichen z  gleichmäßig  konvergent ,  wenn  es  stets,  wie  Idein 
auch  eine  positive  Zahl  6  gewählt  sein  mag,  einen  Index  n  der- 
art gihty  daß  für  jedes  z  innerhalb  des  Bereiches  und  für  jeden 
Index  m^n  der  absolute  Betrag  des  Bestes: 

K=Cm(^  -  ^0)"+  C^  +  i  (^  -  ^0)"^'+  •  •  • 

Meiner  als  6  wird:  |JR^|<(5. 

Das  Wort:  gleichmäßig  bezieht  sich  darauf,  daß  für  alle 
Stellen  z  des  Bereiches  ein  und  derselbe  Index  n  vorhanden 
sein  soll  derart,  daß  für  w  ^  oi  überall  im  Bereiche  |  B^  \  kleiner 
als  ein  und  dieselbe  vorgeschriebene  Zahl  0  wird. 

Nun  können  wir  sagen: 

Satz  13:  Eine  Potenzreihe 

^0+^1(^-^0)  H +  ^«(^-^o)"+--- 

deren  Konvergenzradius  nicht  gleich  Nidl  ist,  Jwnvergiert  gleich- 
mäßig innerhalb  eines  jeden  solchen  Bereiches  von  Stellen  z,  der 
vollständig  im  Innern  des  Konvergenzlireises  liegt  und  nicht  bis 
an  den  Konvergenzlireis  heranreicht 

Denn  wenn  ein  solcher  Bereich  gewählt  wird,  so  läßt  sich 
um  ihn  stets  ein  zum  Konvergenzkreise  konzentrischer  Kreis 
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beschreiben,  der  ebenfalls  innerhalb  des  Konvergenzkreises  liegt. 
Wird  alsdann  z^  auf  dem  konstruierten  Kreise  gewählt,  so  ist 
die  gleichmäßige  Konvergenz  oben  für  alle  diejenigen  Werte 
von  3  bewiesen  worden,  die  der  Ungleichung 

I  ^  —  -^0  <  I  ^1  —  ^0  I 

genügen,  d.  h.  für  alle  Stellen  z  innerhalb  dieses  Kreises,  dem- 
nach insbesondere  für  alle  Stellen  des  angenommenen  Bereiches. 
Die  gleichmäßige  Konvergenz  ist  dagegen  nicht  nach- 
gewiesen worden,  falls  der  angenommene  Bereich  der  Stellen  z 
bis  an  den  Konvergenzkreis  herantritt.  In  der  Tat  könnte 
man  an  Beispielen  erkennen,  daß  der  absolute  Betrag  des  Restes 
über  jeden  Wert  wachsen  kann,  wenn  sich  die  Stelle  z  dem 
Konvergenzkreise  ohne  Ende  nähert. 

365.  Funktionen,  insbesondere  analytische  Funk- 
tionen. Indem  wir  den  Begriff  der  Funktion  in  Nr.  6  auch 
auf  den  Bereich  der  komplexen  Zahlen  ausdehnen,  nennen  wir 
w  =  u  -{-  iv    eine   Funktion    der    n    Tcoynplexen    Veränderlichen 

^1  =  ^1  +  ^Viy  ^2  =  ^2  +  ^^2?  •  •  •  -^n  =  ^«  +  ^Vn^  ^^uu  eine  Vor- 
schrift vorhanden  ist,  die  jedem  bestimmten  Wertsysteme 
z^,  Z.2,  •  '  '  z^j  das  innerhalb  gewisser  Yariabilitätsbereiche  von 
^n  ^2y'''^n  ^^^S^)  einen  bestimmten  Wert  der  Veränderlichen 
w  =  u  -{■  iv  zuordnet.  Erst  im  zweiten  Bande  werden  wir 
diesen  sehr  allgemeinen  Funktionsbegi-iff  zweckmäßig  einschrän- 
ken. Diejenigen  Funktionen,  die  wir  im  folgenden  besprechen, 
ordnen  sich,  wie  sich  alsdann  zeigen  wird,  auch  dem  später 
einzuführenden  engeren  Funktionsbegriffe  unter. 
Wenn  nun  eine  Potenzreihe: 

^  =  Cq-\-  C,  {z-Zq)+  '■'-{-  c„  (z  -  ^o)"  +  •  •  • 

vorliegt,  wo  c^,  q,  •  •  •  c„,  •  •  •  und  Zq  komplexe  Konstanten  sind, 
während  z  eine  komplexe  Veränderliche  bedeutet,  so  wissen 
wir,  daß  die  Reihe  für  jede  Stelle  z  im  Innern  des  Konvergenz- 
kreises eine  bestimmte  Summe  w  =  ti  -\-  iv  hat.  Daher  ist  w 
eine  Funktion  von  z,  und  zwar  heißt  eine  solche  durch  eine 
Potenzreihe  dargestellte  Funktion  eine  analytische  Funktion 
von  z.  Der  Variabilitätsbereich  von  z  ist  hier  das  Innere  des 
Konvergenzkreises.      Es    gibt  Mittel,    den    Variabilitätsbereich 
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von  z  unter  Umständen  noch  über  den  Konvergenzkreis  aus- 
zudehnen; wir  gehen  jedoch  darauf  in  diesem  Bande  noch 
nicht  ein  und  beschränken  uns  auf  das  Innere  des  Konvergenz- 
kreises. 

366.  Grenzwert  einer  analytischen  Funktion.  In- 
dem wir  den  in  §  3  des  1.  Kapitels  gegebenen  Begriff  des 
Grenzwertes  sinngemäß  verallgemeinern,  sagen  wir:  Eine  Funk- 
tion w  =  f{z)  von  2  hat  an  einer  Stelle  z  =  c  innerhalb  des 
Variabilitätsbereiches  einen  Grenzwert  G  =  A  -\-  iB,  wenn  es 
stets,  wie  klein  man  auch  eine  positive  Zahl  ö  wählen  mag 
eine  positive  Zahl  h  derart  gibt,  daß  für  alle  Werte  von  z, 
für  die  \z~c\<h  ist,  auch  \f(z)  —  G\<ö  wird.  Dies  be- 
deutet bei  der  geometrischen  Darstellung  der  komplexen  Zahlen: 
Wie  klein  auch  ö  gewählt  sein  mag,  stets  muß  es  einen  Radius 
h  derart  geben,  daß  die  Werte  von  f(z)  —  G  für  alle  Stellen  z 
im  Innern  des  Kreises  um  die  Stelle  z  =  c  und  mit  dem  Radius 
h  absolut  genommen  kleiner  als  ö  werden. 

Wir  wollen  insbesondere  die  Grenzwerte  der  analytischen 
Funktionen  untersuchen.  Dabei  schicken  wir  einen  sehr  spe- 
ziellen Fall  voraus,  indem  wir  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  z  betrachten.  Darunter  verstehen  wir  in  Analogie  mit 
Nr.  6  eine  Funktion  von  z,  die  aus  positiven  ganzen  Potenzen 
von  z  und  Konstanten  durch  Addition  und  Multiplikation  ge- 
bildet worden  ist  und  daher  auf  die  Form: 

(1)  W  =  Cq+CiZ-\ +c„^" 

gebracht  werden  kann,  also  auf  die  Forip  einer  endlichen  Po- 
tenzreihe. Sie  hat  für  jeden  Wert  von  z  einen  bestimmten 
Wert.  Der  Variabilitätsbereich  ist  somit  unbegrenzt.  Wenn 
^0  =  ^0  +  ^Kf  Ci  =  «1  -f  ih^,  .  .  .  c^^  =  a„  -f  e6„  und  z  =  x-{-  iy 
gesetzt  wird,  so  können  wir  alle  Multiplikationen  und  Ad- 
ditionen ausführen  und  den  reellen  Teil  von  dem  rein  imagi- 
nären sondern,  so  daß  kommt: 

(2)  w==(p{x,  y)  +  i^  {x,  y). 

Augenscheinlich  sind  hier  g)  und  ^  ganze  rationale  reelle  Funk- 
tionen n^^^  Grades  von  x  und  y.    Nach  Satz  17  in  Nr.  23  sind 
sie  für  jedes  reelle  Wertepaar  Xy  y  stetig. 
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Wir  behaupten,  daß  die  ganze  rationale  Funktion  w  an 
der  Stelle  0  =  c  gerade  denjenigen  Wert  C  als  Grenzwert  hat, 
der  sich  als  W^ert  von  w  aus  (1)  durch  die  Substitution  z  =  c 
ergibt,  d.  h.  den  Grenzwert: 

(3)  C=c,-\-c,c-\----  +  c„c\ 

Zum  Beweise   werde  c  =  a -\- ih  gesetzt.     Dann  ist  nach  (2): 

C  =  cp  (a,  h)  -f  it  (a,  h). 

Bedeutet  nun  t  eine  bestimmt  gewählte  beliebig  kleine  positive 
Zahl,  so  gibt  es,  da  (p  und  f  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
sind,  eine  positive  Zahl  h  derart,  daß  für  alle  reellen  x  und  y, 
die  den  Bedingungen: 

(4)  —h<x-a<h,     —h<y~h<]i 
genügen,  auch: 

—  T<(p(x,y)  —  g){a,h)<r,     —  t  <  1^  {x,  y)  —  tp  (a,  h)  <  t 
wird.     Also  kommt  (vgl.  die  Schlußbemerkungen  in  Nr.  357): 

(5)  I  (p  {x,  y)  +  it  {x,  y)  -  [cp  {a,  b)  +  ?>  (a,  h)']  |  <  r  >/2, 

wo  y2  positiv  ist.  Die  Voraussetzungen  (4)  sind  insbesondere 
erfüllt,  wenn: 

\x  -\-  iy  —  {a  -{-  ih)  |  <  /i,     d.  h.      0  —  c '  <  h 

ist.     Indem   wir  1 1/2  =  0  setzen,  ergibt  sich  also  unter  dieser 

Voraussetzung  aus  (5): 

\w  —  C\<ö. 
Dies  liefert  den 

Sat0  14:  Jede  ganze  rationale  Funldion  iv  von  z  hat  an 
jeder  Stelle  z  einen  bestimmten  endlichen  GrenziveH;  er  ist  gleich 
dem  Woie,  den  die  Funldion  selbst  an  der  betreffenden  Stelle  hat. 

Wir  betrachten  schließlich  irgend  eine  analytische  Funldion 

(6)  f{,)  =  «„+  c,{,  -  ^J  +  .  .  .  +  c„(^  -  «„)«+•  •  • 

an  irgend  einer  Stelle  s  =  c  innerhalb  ihres  Konvergenzkreises, 
dessen  Mittelpunkt  die  Stelle  Zq  ist.  Nach  Satz  13  in  Nr.  364 
gibt  es,  sobald  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  t  gewählt 
worden  ist,  stets  einen  Index  n  derart,  daß  der  absolute  Betrag 
des    Restes  BJ^z)   für    alle   Stellen    z  im    Innern    des  Konver- 
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genzkreises  kleiner  als  r  wird.  Verstehen  wir  nun  unter  F{z) 
die  ganze  rationale  Funktion: 

F{£)  =  Co  +  q  (^  -  ^o)  +  •  •  •  +  c.-i  (^  -  ^o)"-S 
so  wird  f{z)  =  F(^)  +  Ai^)-  ^ach  Satz  14  hat  F{s)  an  der 
Stelle  z  =  c  den  Grenzwert  F{c),  d.  h.  es  gibt  eine  positive 
Zahl  h  derart,  daß  für  \z  —  c\<ih  auch  |  F{z)  —  F(c)  \  kleiner 
als  T  wird.  Da  \R^^(z)\  und  \R^(c)\  beide  kleiner  als  r  sind, 
so  ist  unter  der  Bedingung  \z  —  c  <.h  mit  Rücksicht  auf 
Satz  3  in  Nr.  357: 

I  m  -  m  I  =  I  F{,)  -  F(c)  +  2?„(.)  -  R^Xc) ! 

£\F(ß)-F(c)\  +  \R^{,)\  +  \R„(c)\<3r, 

Bezeichnen  wir  3r  mit  (?,  so  sehen  wir,  daß  die  an  die  Spitze 
dieser  Nummer  gestellte  Definition  des  Grenzwertes  für  C  =  f{c) 
erfüllt  ist.     Wir  haben  also  bewiesen: 

Satz  15:  Eine  analytische  FunMion  von  z 

^0  +  ^1  (^  -  ^o)  +  •  •  •  +  ^^  (^  -  ^o)"  +  •  •  • 
hat  an  jeder  Stelle  z  innerhalb  des   Konvergenzlireises  um   Zq 
einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert;  er  ist  gleich  dem   Werte, 
den  die  FunMion  an  der  betreffenden  Stelle  hat. 

367.  Stetigkeit.  Ist  w  =  f{z)  eine  Funktion  der  kom- 
plexen Veränderlichen  z  (vgl.  Nr.  365),  so  sagen  wir  wie  in 
Nr.  20,  daß  sie  an  einer  Stelle  z  =  c  innerhalb  des  Variabili- 
tätsbereiches stetig  sei,  wenn  sie  dort  einen  bestimmten  end- 
lichen Grenzwert  hat  und  dieser  Grenzwert  übereinstimmt  mit 
demjenigen  Werte  f{c),  den  die  Funktioo  an  der  Stelle  z  ==  c 
hat,  in  Formel: 

lim/"(^)=/'(c). 

Aus  unserem  letzten  Satze  folgt  dann  sofort: 
Satz  16:  Eine  analytische  FunMion  von  z 

^0  +  ^1  (^  -  ^o)  +  •  •  •  +  ^«(^  -  ^o)"  H 

ist  an  jeder  Stelle  innerhalb  des  Konvergenzlireises  stetig. 
Außerdem  ergibt  sich  wie  Satz  4  in  Nr.  21 : 
Satz  17:  Ist  eine  analytische  FunMion  f(z)  an  der  Stelle 
z  =  c  innerhalb  des  Konvergenzlircises  nicht  gleich  Null,  so  gibt 
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es  stets  einen  Kreis  von  endlichem  Radius  um  diese  Stelle  der- 
art j  daß  die  FunMion  nirgends  innerhalb  dieses  Kreises  gleich 
Null  wird. 

368.  Ableitung  einer  Funktion.  Es  sei  z  eine  Stelle 
innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  der  unabhängigen  Verän- 
derlichen z  einer  Funktion  iv  =  f{z) .  Um  diese  Stelle  als 
Mittelpunkt  können  wir  dann  einen  Kreis  mit  einem  Radius 
Q  beschreiben,  so  daß  alle  Stellen  im  Innern  dieses  Kreises 
ebenfalls  dem  Variabilitätsbereiche  angehören.  Es  sei  —  in 
Analogie  mit  Xr.  27  —  eine  solche  Stelle  mit  s  -\-  Zl  z  be- 
zeichnet, also  z1  z  die  Differenz  des  Wertes  von  z  an  dieser 
Stelle  und  des  Wertes  von  z  im  Mittelpunkte,  so  daß  Zlz\<i  q 
vorausgesetzt  wird.     Wir  betrachten  alsdann  den  Bruch: 

Az 
der  eine  Funktion  von  z  und  /iz  ist.  Wir  lassen  nun  q 
nach  Null  streben;  hat  der  Bruch  für  edle  \/lz  <C  q  im  Falle 
lim  Q  =  0  einen  und  denselben  bestimmten  endlichen  Grenz- 
wert, so  heißt  dieser  Grenzwert  die  Ahleitung  f(z)  oder  der 
Differentialqiiotient  df-.dz  der  Funktion  f{z)  an  der  betrach- 
teten Stelle: 

Betrachten  wir,  um  diese  Definition  anzuwenden,  zunächst 
die  einfache  ganze  rationale  Funktion: 

deren  Variabilitätsbereich  unbeschränkt  ist.     Hier  kommt: 

Da  rechts  eine  Summe  aus  einer  endliclien  Anzahl  von  Gliedern 
steht,  ist  der  Differentialquotient: 


Hm^-(^+^^«i^  =  «,,(.-.o) 


71-1. 


^--  =  0  ^^ 


Es  bedarf  wohl  keiner  ausführlichen  Erörterung  darüber, 
daß  die  elementaren  Hegeln  für  die  Differentiation  einer  Sutmne, 
einer  Differenz,  eines  Produktes  und  eines  Bruches  auch  im  Be- 
reiche der  komplexen  Zahlen  gelten. 
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Wir  beabsichtigen  nun  zu  beweisen,  daß  die  analytische 
Funktion 

^0  +  ^1  (^  -^o)  +  ^2  (^  -  ^o)^  +   •   •  •  +  ^„  (^  -  ^o)"  +  •  •  • 

an  jeder  Stelle  s  im  Innern  des  Konvergenzkreises  eine  Ab- 
leitung hat,  und  daß  diese  Ableitung  überdies  diejenige  Funk- 
tion ist,  die  durch  gliediveise  Differentiation  der  Reihe  hervor- 
geht, nämlich 

Hierbei  muß  beachtet  werden,  daß  der  Satz  über  die  glied- 
weise Differentiation  einer  Summe  in  Nr.  34  nur  für  den  Fall 
einer  endlichen  Anzahl  von  Summanden  bewiesen  worden  ist. 
Daher  zerfällt  der  Beweis  in  zwei  Teile:  Zuerst  wollen  wir 
zeigen,  daß  die  durch  die  letzte  Reihe  dargestellte  analytische 
Funktion  denselben  Konvergenzkreis  wie  die  gegebene  hat,  und 
dann,  daß  sie  die  Ableitung  von  ihr  ist. 

369.  Kouvergenzkreis  der  durch  gliedweise  Diffe- 
rentiation einer  Fotenzreihe  hervorgehenden  Fotenz- 
reihe.     Wir  betrachten  die  Reihe: 

(1)     c,+  c,  (z  -  ^o)  +  c,(z-  0,y+  .  .  .  +  c„(^  -  ^0)"+  . .  . 

und  wählen  eine  Stelle  z^  im  Innern  des  Konvergenzkreises, 
dessen  Mitte  Zq  ist.  Es  gibt  dann  —  vgl.  (1)  in  Nr.  363  — 
zu  jeder  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  6  einen  Index  n  der- 
art, daß  I  c^  (^1  —  Zq)"^  \  <  a  für  m^n  ist.  Ferner  sei  0  im 
Innern  des  Kreises  um  0^  und  durch  0^  gewählt,  so  daß  |  <s;  —  ^^  | 
die  Form  ö  |  -^i  —  ^0 1  ^^^>  ^^  ^  ^^^  positiver  echter  Bruch  ist. 
Analog  der  Formel  (3)  in  Nr.  363  wird  nun: 

■    l««„(«-«o)"-':+    ■  ■  +  Xn  +p  -  l)c„^^_,{z-goY^^-'\ 

<  wö"->  I  c„(^i-5o)«-' ,+■•+(« +i>- 1)  e"+^-^  c„+^_i  (i;,-^„)''+''-^ 

1 ^1        ^0 I 

Nach  der  binomischen  Formel  (4)  in  Nr.  125  gilt  aber, 
weil  6  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  die  konvergente 
Entwicklung: 

ir-ref  =  1  +  2ö  +  30^+  . . .  +  «0«-'+  •  •  •; 
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daher  muß  sein: 

Mithin  lehrt  die  Ungleichung  nach  Satz  6  und  7  in  Nr.  360, 
361,  daß  die  Reihe 

(2)  c,  +  2c2(^  -  ^o)  +  •  •  •  +  ^^„(^  -  ^o)""'  4-  •  •  • 

an  der  Stelle  z  unbedingt  konvergiert.  Da  z  im  Innern  des 
Kreises  um  z^  und  durch  z^  und  ferner  z^  irgendwo  im  Innern 
des  Konvergenzkreises  der  Reihe  (1)  gewählt  war,  so  kon- 
vergiert also  die  Reihe  (2)  überall  im  Innern  des  Konvergenz- 
kreises der  Reihe  (1)  unbedingt. 

Aber  auch  das  Umgekehrte  gilt:  Es  sei  nämlich  jetzt  z^ 
eine  Stelle  im  Innern  des  Konvergenzkreises  der  Reihe  (2), 
dessen  Mitte  ja  auch  Zq  ist.  Alsdann  gibt  es  zu  jeder  beliebig 
kleinen  positiven  Zahl  (9  einen  Index  w  derart,  daß  \yncjz^—z^'^'~'^\ 
für  jedes  m^n  kleiner  als  6  wird.  Ferner  liege  z  im  Innern  des 
Kreises  um  Zq  und  durch  z^,  so  daß  \z  —  Zq\  die  Form  0\Zi—Zq\ 
hat,  wo  d  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.    Dann  kommt: 

<ki-^oi^[ö"+---  +  ö«+p-i]. 

Der  Inhalt  der  letzten  Klammer  hat,  da  6  ein  echter  Bruch 
ist,  den  Grenzwert  Null  für  lim  n  =  oo]  also  lassen  sich  die- 
selben Schlüsse  wie  oben  machen. 

Aus  beiden  Betrachtungen  folgt  der 

Satz  18:  Die  leiden  Fotenzreihen 

^0+  ^1  (^  -  ^o)  +  ^2  (^  -  ^o)'  +  •  •  •  +  Cn  {Z  -  Z^Y  -f  •  •  • 

und 

c,+  2c,{z  -  z,)  +  '  •  -  +  nc^(z  -  z,y-' -\- '  •  - 

haben  denselben  KonvergenzJcreis. 

Da  die  zweite  Reihe  durch  gliedweise  Differentiation  aus 
der  ersten  hervorgegangen  ist,  so  folgt,  daß  auch  die  Reihen, 
die  fernerhin  durch  gliedweise  Differentiation  gewonnen  werden 
können,  denselben  Konvergenzkreis  haben. 
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370.  Ableitung  einer  analytischen  Funktion.    Wir 

wählen  z  irgendwo  im  Innern  des  Konvergenzkreises  der  Reihe: 

(1)  f{z)  =  c^JrC,{z-  z,)  -\-c^{z-  z,Y  +  --'-\-c^{z-  z,y-\--  ■ . 

und  nehmen  \zfz\  so  klein  an,  daß  auch  z  +  zlz  im  Innern 
des  Konvergenzkreises  liegt.     Dann  ist  auch  die  Reihe: 

f{z  +  z/^)  =  Cq-\-c^(z  +  zlz  -  Zq)  -\-a^(z  -{-  zJz  —  zJ- H 

-^c,{z^  ziz-z,y-\-'-' 

unbedingt  konvergent.  Dasselbe  gilt  nach  Satz  18  der  vorigen 
Nummer  von  der  Reihe,  die  durch  gliedweise  Differentiation 
von  (1)  hervorgeht,  nämlich  von: 

g{z)  =  c,  +  2C2  (^  -  ^o)  +  •  •  •  +  ^^«(^  -  ^^y-^  +  •  •  • 
Nach  Satz  7  in  Nr.  103  ist  daher  auch  die  Reihe: 

unbedingt  konvergent.  Wird  z  —  z^  mit  z  bezeichnet,  so  hat 
das  {n  —  1)*®  Glied  dieser  Reihe  den  Wert: 

2  L  3 

(^_2)(n-3)         ,        ,  (^-2). .■2-1  1 

und  sein  absoluter  Betrag  ist  nach  Satz  3  in  Nr.  357  nicht 
größer  als  der  Ausdruck,  der  sich  ergibt,  wenn  darin  alle 
komplexen  Zahlen  durch  ihre  absoluten  Beträge  ersetzt  werden. 
Der  so  entstehende  Ausdruck  ist  ferner  kleiner  als  derjenige, 
der  sich  ergibt,  wenn  die  Nenner  3,  3  •  4,  •  •  •  durch  1,1-2  usw. 
ersetzt  werden.  Dann  aber  wird  der  Inhalt  der  eckigen  Klam- 
mer die  {n  —  2y^  Potenz  von  \z\ -[-  \ziz'.  Der  absolute  Betrag 
des  Ausdruckes  (3)  ist  mithin  kleiner  als: 

^M|,j|^,|[|,|  +  l^,rj»-.. 

Wir  können  nun  \^z\  so  klein  wählen,  daß  \z\  -\-  \^^\ 
oder  also  \z  —  Zq\  -{-  \zJz\  einen  Wert  q  hat,  der  kleiner  als 
der  Konvergenzradius  der  Reihe  (1)  ist.  Alsdann  sind  die 
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absoluten  Beträge  der  Glieder  der  Reibe  (2)  kleiner  als  die 
entsprechenden  Glieder  der  Reibe: 

(4)     i|z/^  [2-1 1^,1+3.21^3:  p  +  ...+n(>^- l)|.J^-2-f.. .]. 

Wir  wissen  aber,  daß  die  Reibe,  die  durcb  zweimalige 
gliedweise  Differentiation  von  (1)  bervorgebt,  innerhalb  des 
Konvergenzkreises  der  Reibe  (1)  unbedingt  konvergiert,  nacb 
der  Scblußbemerkung  der  vorigen  iS'ummmer,  d.  b.  daß  die 
Reibe: 

konvergiert,  wenn  z  —  Zo\  kleiner  als  der  Konvergenzradius  ist. 
Da  nun  q  kleiner  als  dieser  Radius  gewäblt  worden  war,  so 
folgt,  daß  die  in  (4)  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Reibe 
konvergiert.     Ihre  Summe,  die  positiv  ist,  sei  gleich  a. 

Der  absolute  Betrag  der  Summe  S^_^  der  n—1  ersten 
Glieder  der  Reibe  (2)  ist  nach  Satz  3  in  Nr.  357  nicht  größer 
als  die  Summe  der  absoluten  Beträge  dieser  Glieder,  daher 
kleiner  als  die  Summe  der  n  —  1  ersten  Glieder  der  Reihe  (4). 
Diese  aber  ist  nicht  größer  als  -}  ZI0  a.     Also  wird  auch: 

Aus  (2)  folgt  somit: 

und  hieraus  ergibt  sich  beim   Grenzübergange  für  limz/^  =  0: 


li^fJl±A^l^zI^ 


..=0          ^^  '^'^ 


=  0. 


Die  zwischen  den  Strichen  stehende  komplexe  Zahl  hat  also 
den  absoluten  Betrag  Null  und  ist  daher  selbst  gleich  Null. 
Somit  geht  hervor: 

T  f{Z-\-Jz)—f(z)  ,. 


Jz  =  Q 


Blicken  wir  auf  die  Bedeutung  von  g(/)  zurück,  so  finden 
wir  den 

Satz  19:   Die  Ableitung  der  analytischen  FunJction: 
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ist  an  jeder  Stelle  innerhalb  des  Konvergenzlireises  diejenige 
Funktion f  die  durch  gliediveise  Differentiation  der  Beihe  hervor- 
geht, nämlich  die  FunUion: 

Hiernach  gibt  wiederholte  gliedweise  Differentiation  der 
Reihe  ohne  weiteres  auch  die  Ableitungen  höherer  Ordnung 
v(m  f{z). 

371.  Übereinstimmung  zweier  Fotenzreihen.     Wir 

betrachten  zunächst  eine  Potenzreihe,  deren  Konvergenzkreis 
den  Nullpunkt  0  zur  Mitte  hat: 

(1)  f{z)  =  Co  +  c,0  +  c,z'  +  •••  +  c„^"  +  .... 

Es  werde  angenommen,  daß  erstens  ihr  Konvergenzradius 
nicht  gleich  Null  sei  und  daß  zweitens  ({s)  für  alle  innerhalb 
des  Konvergenzkreises  gelegenen  reellen  Stellen  z  den  Wert 
Null  habe.  Da  ^  =  0  zu  diesen  Stellen  gehört,  so  ist  Cq  =  0. 
Nun  wird  die  Funktion: 

(2)  &)  =  e,  +  c,,  +  . ■■  +  €„,'•-'  +  ■.. 

gleich  Null  für  alle  reellen  Werte  von  z  innerhalb  des  Kon- 
vergenzkreises, wenn  zunächst  von  dem  Werte  z  =  0  selbst 
abgesehen  wird.  Daß  die  Reihe  (2)  übrigens  denselben  Kon- 
vergenzkreis wie  die  Reihe  (1)  hat,  erkennt  man  sofort  nach 
Satz  6  in  Nr.  360.  Die  Funktion  (2)  ist  also  überall  inner- 
halb des  Konvergenzkreises  stetig,  nach  Satz  16  in  Nr.  367. 
Wäre  sie  nun  für  z  =  0  nicht  gleich  Null,  so  dürfte  sie  es 
auch  nach  Satz  17  in  Nr.  367  nicht  für  ein  beliebig  kleines 
reelles  z  sein.  Da  dies  aber  doch  der  FaU  ist,  muß  die  Funk- 
tion (2)  für  z  =  0  ebenfalls  den  Wert  Null  haben.  Es  ist 
mithin  auch  q  =  0.  Wenn  wir  nun  die  Funktion  f(z)  :  z^ 
betrachten  und  entsprechend  weiter  schließen,  finden  wir 
ebenso  Cg  ==  0,  usw. 

Wird  z  durch  z  —  z^  ersetzt,  so  ergibt  sich  allgemeiner  der 
Satz  20:  Wenn  der  Konvergenzradius  der  Potenzreihe: 

^0  4-  Ci  (^  -  ^o)  +  •  •  •  +  ^n  (^  -  ^o)"  +  •  •  • 

nicht  gleich  Null  ist,  die  Beihe  aber  an  allen  denjenigen  Stellen 
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z  innerhalh  des  Konvergenzh-eises ,  für  die  z  —  Zq  reell  ist,  den 
Wert  Null  hat,  so  sind  alle  ihre  Koeffizienten  gleich  Null. 

Wenn  nun  zwei  Potenzreihen  denselben  Mittelpunkt  Zq 
für  ihre  Konvergenzkreise  haben ^  so  hat  ihre  Differenz  nach 
Satz  6  in  Nr.  103  als  Konvergenzkreis  den  kleineren  der  beiden 
Kreise,  so  daß  aus  dem  Vorhergehenden  leicht  zu  folgern  ist: 

Satz  21:   Stimmen  die  Werte  zweier  Potenzreihen: 

^0  +  ^i(^  -  ^o)  +  •  •  •    «^^^   n  +  ri(^  -  ^o)  H — ; 

deren  Konvergenzkreise  dieselbe  Mitte  z^  haben  und  deren  Kon- 
vergenzradien nicht  gleich  Null  sind,  an  allen  denjenigen  Stellen  z 
in  dem  Meiner en  der  beiden  Konvergenzlcreise  überein,  für  die 
z  —  Zq  reell  ist,  so  sind  sie  überhaupt  miteinander  identisch. 

372.  Die  Taylorsche  Reihe.   Die  analytische  Funktion: 

f  {z)  =  c,  +  c,{z  -  z,)  +  c,{z  -  z,y  +  '•'  +  c^(z  -  z,y  -}-  '•■ 

hat  innerhalb  des  Konvergenzkreises  nach  Nr.  370  die  Ab- 
leitungen : 

f\z)  =  1 .  Ci  +  2  .  C2(^  -  ^o)  +  •  •  •  +  nc^(z  -  z,y-'  +  ..., 

r{z)  =  1.  2  .  cg  -f  •..  +  nin  -  l)c,{z  -  z,y-'  +  •••, 

so  daß: 

/•(^o)  =  c„      /'(^o)  =  1  •  Ci ,     n^o)  =  1  •  2  •  c„  .  . ., 
also: 

wird.    Setzt  man  diese  Werte  in  die  Reihe  f(z)  ein,  so  kommt: 

m = fM  +  -Ti^  r  w  +  ^f^  r  w  +  •  •  • 

und  dies  ist  nichts  anderes  als  eine  Taylorsche  Beilie  im  Gebiete 
der  homplexen  Veränderlichen,  vgl.  Nr.  112.  Im  FaUe  ^o  =  ^ 
geht  insbesondere  die  Maclaurinsche  Reihe  hervor. 

373.  Die  Punktionen  e*,  sin;sj  und  cos^.  Nach  Nr.  117 
können  wir  die  Funktion  e^  für  jedes  reelle  z  durch  die  un- 
endliche Reihe: 
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(1)  «'  =  l  +  ^  +  f>---  +  ,T!  +  --- 

definieren.  Wir  behalten  diese  Definition  auch  im  Bereiche 
einer  komplexen  Veränderlichen  bei.  Es  ist  sofort  einzusehen, 
daß  die  Reihe  überall  konvergiert;  denn  weil  sie  für  jede  reelle 
Zahl  z  konvergiert,  ist  die  Behauptung  eine  unmittelbare  Folge 
des  Satzes  9  in  Nr.  363.  Ganz  ebenso  ergibt  sich,  daß  die 
Reihen  in  Nr.  119: 

(2)  sin  «  =  -^ --  +  ■■■,     cos^=l--  +  - 

auch  für  jeden  komplexen  Wert  von  z  unbedingt  konvergent 
sind.  Wir  können  daher  sin  z  und  cos  z  für  den  Fall  einer 
komplexen  Zahl  z  durch  diese  Reihen  definieren.  Die  so  ge- 
wonnenen analytischen  Funktionen  e%  sin<^  und  cos<^  stimmen, 
falls  z  reell  ist,  mit  den  reellen  Funktionen,  die  wir  früher 
betrachteten,  überein. 

Im  Bereiche  der  reellen  Veränderlichen  bestehen  zwischen 
diesen  Funktionen  gewisse  Beziehungen,  wie  z.  B.  e"^  •  e^^  =  qh  +  h 
und  es  fragt  sich,  ob  sie  auch  im  Bereiche  der  komplexen  Ver- 
änderlichen gelten.  Daß  dies  in  der  Tat  der  FaU  ist,  erkennen 
wir  so:  Nach  (1)  bilden  wir  die  Reihen  für  e^i  und  e^*  und 
multiplizieren  sie  nach  Satz  17  in  Nr.  110  miteinander;  als- 
dann ergibt  sich  sofort,  daß  das  {n  -f- 1)*^  Glied  der  Reihe,  die 
das  Produkt  darstellt,  nichts  anderes  als  (z^-^  z^'^'.nX^  also  das 
(n  -f  1)*®  Glied  derjenigen  Reihe  ist,  die  aus  (1)  hervorgeht, 
wenn  darin  z  durch  z^-^  z^  ersetzt  wird.     Folglich  ist  stets: 

(3)  e^  ■  e'-^-  =  e'i  +  "^ 

In  entsprechender  Weise  zeigt  man,  daß  im  Bereiche  der 
komplexen  Veränderlichen  auch  die  bekannten  goniometrischen 
Formeln  für  die  Funktionen  (2)  gelten,  wie  z,  B.: 

sin  {z^  -f  z^  =  sin  z^  cos  z^  -f  cos  z^  sin  ^g, 
cos  (^1  +  z^  =  cos  z^  cos  ^2  —  sin  z^  sin  z^ 

usw.  Setzt  man  hierin  für  z^  und  z^  insbesondere  z  und  2% 
so  kommt: 

(4)  sin  {z  +  27t)  =  sin  z,       cos  {z  +  2;r)  =  cos  z, 

d.  h.  die  Funktionen  sin  z  und  cos  z  haben  auch  im  Bereiche 
373] 
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der  komplexen  Veränderlichen  die  Periode  2%.  Setzt  man  da- 
gegen 2.2  =  — 2^,  SO  gibt  die  zweite  Gleichung  noch  sin^^j-f 
cos^  s^  =  1.  Aus  Satz  19  in  Nr.  370  folgt,  daß  e%  sin  z  und 
cos  z  auch  jetzt  die  Ableitungen  e%  cos  z  und  —  sin  z  haben. 
Wenn  wir  z  in  (1)  durch  iz  oder  —iz  ersetzen,  so  kommt 
mit  Rücksicht  auf  (2)  : 

(5)  cos  z  -\-  i  ^m  z  =  d%      cos  z  —  i  ^\n  z  =  e~^% 
woraus  durch  Addition  und  Subtraktion  folgt: 

(6)  co8Z  =  j{^^-\-e-''),      sin^  =  ^.(e^'^-e--). 

Aus  den  Gleichungen  (5)  folgt  im  übrigen  leicht  ein  neuer 
Beweis  der  in  Nr.  358  gefundenen  Moivreschen  Formel.  Die 
erste  Gleichung  (5)  zeigi  femer  mit  Rücksicht  auf  (4),  daß 
Qi{z+in)  gieicii  ßij  ist  Ersetzen  wir  hierin  z  durch  —iZj  so 
kommt: 

(7)  e^+2i^  =  ^^ 

d.  h.   die   Exponentialfunldion   e^   hat   die   rein   imaginäre   Pe- 
riode 2i7t. 

Aus  (2)  in  Nr.  355  und  nach  der  ersten  Formel  (5)  er- 
gibt sich,  daß  jede  l:omplexe  ZaJd,  deren  absoluter  Betrag  gleich 
Q  und  deren  Amplitude  gleich  co  ist^  in  der  lorm  q^""  dar- 
gestellt werden  kann. 

Man  kann  leicht  erkennen,  für  welche  Werte  von  z  die 
Funktionen  sin  z  und  cos  z  gleich  Null  sind.  Zunächst  ist 
nämlich: 

sin  {x  -\-  iy)  =  sin  x  cos  iy  +  cos  rr  sin  i«/- 

Nach  (6)  kann  hierin  gesetzt  werden: 

(8)  cos  ^«/  =  Y  (ey  +  e-y),      sin  iy  =  "^  {f  —  e-y). 

Die  Forderung  sin  {x  +  iy)  =  0  kommt  also  auf  diese  hinaus: 

{f  +  e-y)  sin  x  -{-  i  {f  —  e-y)  0,08  X  =  0 . 

Da  hier  x  und  y  reell  sind,  so  muß  einzeln: 

{ey  +  e-y)  sin  rr  =  0,      (e^  —  e-y)  cos  :?;  =  0 

sein.    Weil  aber  ey  -\-  e-y  nie  gleich  Null  wird,  folgt  sin x  =  0 
und  ey  =  e-y,  d.  h.   x  =  njc,  wo  n  eine  ganze   Zahl  bedeutet, 
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und  e^^  =  Ij  d.  h.  y  =  0.  Mithin  wird  sin  0  nur  für  die  reellen 
Werte  z  =  nTC  gleich  Nidl.  Ganz  ebenso  ergibt  sich,  daß  cos<^ 
nur  für  die  reellen  Werte  0  =  (n  -\-  -}^)  jt  gleich  Null  tvird. 

Soll  e*  =  0  sein,  so  schreiben  wir  dafür  e^+^y  =  0^  d.  h. 
e«  .  e»>  =  0.  Da  e^  reell  und  deshalb  nie  gleich  Null  wird,  so 
bleibt  e^y  =  0.  Nach  der  ersten  Formel  (5)  muß  also  zu- 
gleich cos  y  =  0  und  sin  «/  =  0  sein,  was  jedoch  nie  der  Fall 
ist.     Also  wird  e"  nie  gleich  Null. 

Da  jetzt  e^  für  beliebige  komplexe  Werte  von  z  definiert 
ist,  sind  auch  die  in  Nr.  117  eingeführten  hyperbolischen  Funk- 
tionen @in  X  und  (Sof  X  wohl  definiert,  falls  x  durch  irgend 
eine  komplexe  Zahl  z  ersetzt  wird.     Es  kommt: 

(9)  (Sin  ^  =  -1-  (e^  -  e-'),      ©01^  =  ^  {e'  +  e-'), 
so  daß  sich  statt  (6)  schreiben  läßt: 

(10)  cos  z  =  Sof  iz,       ^m  z  =  —  @tn  iz. 

374.  Die  Binomialreihe.  Wir  haben  in  Nr.  125  ge- 
sehen, daß  die  Binomialreihe 

(1)  1  +  1^  ^  +  ^=A  ,^  +  "»C»-  iH'»,^)  ,s  +  . . . 

für  reelles  z  konvergiert,  sobald  |;2f|<l  ist,  und  divergiert, 
sobald  I  ^s?  I  >  1  ist.  Aus  Satz  9  und  10  in  Nr.  363  folgt  also 
sofort:  Die  Potenzreihe  (1)  hat  im  Gebiete  der  komplexen  Ver- 
änderlichen den  Konvergenzradius  Eins. 

Wir  wissen  ferner,  daß  die  Reihe,  falls  z  reell  und  |^|<1 
ist,  den  Wert  (1  -f  z)'^  hat.  Was  für  eine  Bedeutung  aber 
(1  4-  z)'^  hat,  wenn  z  komplex  gewählt  wird,  ist  nur  für  ganzes 
positives  m  definiert,  nämlich  dann  bedeutet  (1  +  z)"^  das  Pro- 
dukt von  m  Faktoren  1  -\-  z.  Da  dann  die  Binomialformel 
nach  dem  (m  +  1)*®^  Gliede  abbricht,  so  stellt  sie  auch  im 
komplexen  Gebiete  (1  +  ^)^  dar.  Ist  jedoch  m  irgend  eine 
reelle  Zahl,  so  definieren  wir  (1  +  zY'  durch  die  Formel: 

(2)  (l+^)--l+fT^+— 2f^^^  +  '"^'"~3!''"~'^^H- 

unter  der  Annahme  \z\  <  1.  Aber  wir  haben  dann  zu  be- 
weisen, daß  diese  Funktion  (1  +  z)"^  in  der  Tat  die  Gesetze 
der  Potenzrechnung  erfüllt.  Dies  ist  leicht  darzutun.  Bilden 
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wir  nämlich  nach  (2)  auch  (1  -f  zf  und  multiplizieren  wir 
alsdann  beide  Potenzreihen  miteinander  nach  Satz  17  in  Nr.  110, 
so  geht  gerade  diejenige  Reihe  hervor,  die  sich  aus  (2)  für 
(1  +  ^)"'  +  "  ergeben  würde.     Also  kommt  in  der  Tat: 

(1  +  zY  (1  +  zy  ==  (1  +  zY^'\ 

Indem  wir  (1  +  ^)'"  gerade  jp-mal  mit  sich  multiplizieren,  wo 
2)  eine  ganze  positive  Zahl  bedeute,  ergibt  sich  hieraus: 

[(1 +^)'"p=  (1  4-^)'"^. 
Also  auch  dieses  Gesetz  der  Potenzrechnung  gilt  hier,  sobald 
p  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Vorausgesetzt  wird  immer  ^|  <  1. 
In  einer  berühmten  Abhandlung  hat  zuerst  Abel  die  Bi- 
nomialreihe  für  den  Fall  komplexer  Werte  von  z  (und  auch 
komplexer  Werte  von  m)  exakt  untersucht.  Wir  kommen  im 
zweiten  Bande  gelegentlich  auf  die  Binomialreihe  zurück. 
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375.  Tangens  und  Kotangens.  Diese  Funktionen 
definieren  wir  im  Bereiche  der  komplexen  Veränderlichen  als 
die  Brüche  sin  z  :  cos  z  und  cos  ^  :  sin  ^,  die  zeigen,  daß  tg  z 
und  ctg  z  überall  stetig  sind,  abgesehen  von  denjenigen  Stellen, 
wo  cos  z  bzw.  sin  z  gleich  Null  ist  (vgl.  Nr.  373). 

Durch  Anwendung  der  Regel  für  die  Differentiation  eines 
Bruches,  vgl.  Nr.  368,  ergibt  sich  sofort,  daß  tg  z  und  ctg  z 
auch  jetzt  die  Ableitungen  1  :  cos^^  und  —  1 :  sin^^  haben. 

Nach  (6)  in  Nr.  373  ist: 

Auch  die  in  Nr.  117  eingeführte  hyperbolische  Funktion 
Xg  X  läßt  sich  jetzt  auf  den  komplexen  Bereich  ausdehnen. 
Die  Funktion: 

/oN  er  6in^        e^—e~^ 

ist  überall  stetig,  abgesehen  von  denjenigen  Stellen,  an  denen 
^o\  z  verschwindet.     Da  nun  nach  (10)  in  Nr.  373: 
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©oj  z  =  cos  (—  iz) 
wird  und  cos  ,0  nur  für  die  Werte  (w-}-^-)?^  verschwindet,  so 
folgt,  daß  bei  %^z  von  den  Stellen: 

abgesehen  werden  muß.  Hierbei  bedeutet  n  eine  beliebige 
ganze  Zahl. 

Nach  (1)  und  (2)  können  wir  schreiben: 

(3)  tg  ^  =  —  Xg  iz     oder      ^g  ^  ==  —  ^  tg  iz  - 

376.  Der  Logarithmus.  Nachdem  wir  e  in  Nr.  373 
auch  im  Bereiche  der  komplexen  Veränderlichen  definiert  haben, 
können  wir  daraus  durch  Inversion  wie  in  Nr.  11  die  Definition 
des  natürlichen  Logarithmus  von  0  gewinnen.  Wir  wollen  zur 
Unterscheidung  von  In  ^  im  FaUe  einer  reellen  Veränderlichen 
z  diese  Funktion  mit  Ln  z  bezeichnen,  sobald  z  eine  komplexe 
Größe  ist,  definieren  daher: 

Die  Größe  w  =  u  -\-  iv  soll  der  natürliche  Logarithmus 
von  z  heißen,  also  Ln  Zj  wenn  e"'  =  z  ist. 

Bedeutet  q  den  absoluten  Betrag  und  o  die  Amplitude  des 
Numerus  z,  so  ist  ^  =  ^  (cos  «  +  i  sin  co).  Da  nach  (5)  in 
Nr.  373  für  ^^  der  Wert  cos  1;  +  ^  sin  ^;  gesetzt  werden  kann, 
so  fordern  wir: 

^u+iv  ^  ^u^v  ^  ^u  ^(.Qg  ^  _|_  ^*  gin  t))  =  ()  (cos  09  +  ^  sin  c?). 

Weil  Uj  Vj  q^  (ß  reell  sind  und  e"  und  q  positive  Zahlen  be- 
deuten, folgt  einzeln: 

e"=  9,     cos  X)  =  cos  C9,     sin  V  =  sin  09. 

Demnach  ist  u  =  \ß.Q  und  v  =  co  +  ^ä^tt,  wo  li  eine  ganze 
Zahl  vorstellt.  Also  ist  u  -\-  iv  oder  der  natürliche  Logarith- 
mus von  z  definiert  durch: 

(1)  Ln^  =  In  ^  -f  i(o9  +  2Ä:jr), 

wenn  q  den  absoluten  Betrag  und  (o  die  Amplitude  des  Numerus 
z  bedeutet.  Die  Funktion  Ln  z  wird  erst  eindeutig,  wenn  wir 
insbesondere  Je  =  0  setzen  und  die  Amplitude  cj  des  Numerus  Zy 
wie  es  ja  geschehen  darf,  auf  den  Bereich  von  —  tt  bis  -f  it 
beschränken.     Der  so  hervorgehende  Wert: 

(2)  Lnz  =  lnQ  ~\-  io 
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heißt  der  Haupt ivert  des  natürlichen  Logarithmus.  Ist  der 
Numerus  z  reell  und  positiv,  also  gleich  q  selbst,  während  co  =  0 
wird,  so  stimmt  der  Hauptwert  mit  dem  natürlichen  Logarith- 
mus in  der  alten  Definition  überein.  Weil  In^)  eine  stetige 
Funktion  der  positiven  Zahl  q  ist,  wird  auch  Ln^  eine  stetige 
Funktion  von  Zy  abgesehen  von  z  =  0,  sobald  man  überdies  von 
der  additiven  Konstanten  2ili7C  in  (1)  absieht.  Insbesondere 
ist  der  Hauptwert  (2)  des  Logarithmus  eine  stetige  Funktion 
für  alle  Stellen  z,  abgesehen  von  den  Stellen  der  negativen 
reellen  Achse,  weil  die  Amplitude  co  wegen  der  Beschränkung 
auf  den  Bereich  von  — 7t  bis  -\-7t  um  2jt  wächst  oder  ab- 
nimmt, sobald  die  Stelle  z  die  negative  reelle  Achse  über- 
schreitet. 

Sind  Q^,  Q.2  und  (d^,  (o^  die  absoluten  Beträge  und  Ampli- 
tuden zweier  Zahlen  z^  und  ^g,  so  ist  nach  (1): 

Ln^i  +  Ln^2  =  ^^  (Q1Q2)  +  *T«i  +  «g  +  2(Z:i  +  li^)^]- 
Andererseits  hat  ^^-^g  nach  Nr.  356  den  absoluten  Betrag  q^Q2 
und  die  Amplitude  co^-\-  «2,  so  daß  folgt: 
(8)  Ln  (z^  5^2)  =  Ln  <2?^  +  Ln  ^2  +  2  i  k'it , 

wo  k'  eine  ganze  Zahl  ist.  Der  Satz  über  den  Logarithmus 
eines  Produktes  gilt  also  auch  jetzt,  wenn  man  von  den  addi- 
tiven ganzen  Vielfachen  von  2i7t  absieht.  Ebenso  der  Satz 
über  den  Logarithmus  eines  Bruches. 

Wir  wollen  nun  beweisen,  daß  Ln^  eine  bestimmte  end- 
liche Ableitung  hat.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die 
Werte  des  Logarithmus  für  zwei  Numeri  z  und  z  +  ^^  und 
bilden  nach  Nr.  368  den  Bruch: 

Ln(iz-\-Jz)  —  Ln^         ,               \          z) 
— ^ — ' — -^ oder ^ 

Jz  Az 

T)a  zJz  zur  Grenze  NuU  und  der  Zähler  auch  zur  Grenze  NuU 
übergehen  soll,  so  nehmen  wir  bei  der  Definition  der  Loga- 
rithmen von  z  -\-  /Iz  und  von  z  durch  (1)  beide  Male  dieselbe 
ganze  Zahl  k  an,  so  daß  als  Zähler  des  letzten  Bruches  der 
Hauptwert  des  Logarithmus  zu  benutzen  ist.  Setzen  wir 
Jz'.z  =  t,j  so  wird  nun: 

,.      'Ln(z-\-ziz)  —  hnz         1   ,.       Ln(l-f  ^) 
lim  — ^ — ' — —^ =  —  lim  — \,        • 
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Es  seien  ö  und  r  die  absoluten  Beträge,  dagegen  (p  und  i/; 
die  Amplituden  von  ^  und  1  +  ^     Dann  kommt  nach  (2) : 

Ln  (1  +  Q  =  Inr  +  ^V;  wobei  t,  =  (?(cos  cp  -{-  i  sin  qp) 

ist.    Da  S  zur  Grenze  Null  übergehen  soll,  muß  6  auch  zu  Null 
werden.     Folglich  haben  wir: 

(4)    lim^ —         ./ —  =~7 r^-^ — r|lim- h^lini  —  l- 

Nun  ist  aber: 

r  cos  i(j  =  i  -}-  6  cos  qp,  T  sin  ip  =  a  sin  9), 
also: 

T  =  1/1  +  2  (5  cos  CD  -{-  ö^,  ih  =  arc  tg  -— --— -?^    , 

wo  die  Wurzel  das  Pluszeichen  hat  und  ip  zwischen  —7t  und 
-\-7t  liegt.     Nach  Satz  25  in  Nr.  129  ist  folglich: 

,.      Inr        .  ,.       ln(l  +  2(>cosa)  +  (j^) 

lim  —  =  ^  lim  — ^^ — ' —^ — -  =  cos  <py 

0=0     ^  a=0  ^ 

T       1h        T        1  .  G  sin  qp 

lim       =  lim  —  arc  m  -— r —  =  sin  od. 

^  =  0    «^  a  =  0   <^  l  +  ÖCOSqp  ^ 


Mithin  gibt  (4): 


,.      liu.  (z -\- J z)  —  Ln^         1 
lim  — ^— ^ — :r^ =  — 


Daher  hat  Lnz  an  jeder  Stelle  außer  0  =  0  die  Ableitung 
1  :  0.  Hierbei  ist  jedoch  vorausgesetzt,  daß  bei  der  Bildung 
des  Differenzenquotienten  für  zwei  benachbarte  Stellen  0  und 
0  +  ^^  die  beiden  Amplituden  o  -\-  2hn  in  (1)  so  gewählt 
seien,  daß  sie  für  lim  z/^  =  0  zusammenfallen. 

377.  Die  zyklometrischeu  Funktionen.  Diese  Funk- 
tionen definieren  wir  wie  in  Nr.  12  auch  im  Bereiche  der  kom- 
plexen Veränderlichen  als  die  inversen  der  goniometrischen 
Funktionen.  Wenn  wir  sie  zur  Unterscheidung  von  den  früheren 
mit  großem  Anfangsbuchstaben  schreiben,  so  soll  also  z.  B. 
Arc  sin  0  eine  solche  komplexe  Zahl  w  sein,  für  die  miw  =  0 
ist.  Wie  in  Nr.  12  zeigt  sich,  daß  die  zyklometrischen  Funk- 
tionen erst  durch  Einschränkung  auf  passende  Bereiche  ein- 
wertig gemacht  werden  Wir  wollen  im  Einzelnen  hierauf 
nicht  eingehen  und  nur  auf  einen  Zusammenhang  zwischen  dem 
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Logarithmus  und  dem  Arkustangens  aufmerksam  machen.   Nach 
(1)  in  Nr.  375  ist: 


1  —  itgz 

Setzen  wir  tg  z  =  iv,  also  z  =  Are  tg  iv,  so  ergibt  sich  durch 
Logarithmieren : 

(1)  Are  tcf  IV  =  — .  Ln  t^^-  • 

Wenn  wir  hierin  «*  -=  i{i—  z)  :  {1  -\-  z)  einführen,   so  kommt 

(2)  Ln ^  =  2i  Are  tg  '^}~'^ • 

Der  Arkustangens  bzw.  Logarithmus  einer  redien  Zahl  z  läßt 
sieh  hiernach  insbesondere  durch  den  Logarithmus  bzw.  Arkus- 
tangens einer  komplexen  Zahl  darstellen. 

378.  Folgerungen  aus  dem  Fundamentalsatze  der 
Algebra.  Ist  f(z)  eine  ganze  rationale  Funktion  n^^"  Grades 
von  Zy  also  nach  Nr.  366  von  der  Form: 

(1)  f(^^)=c,+  C,Z-^C,z'+-'-  +  C^Z", 

so  gilt  nach  Gauß  der  Satz,  daß  es  wenigstens  einen  Wert 
von  z  gibt,  für  den  die  Funktion  f{z)  gleich  Null  wird,  vor- 
ausgesetzt, daß  «  >  0  ist.  Dieser  Fundamentalsatz  der  Algebra 
soll  erst  im  zweiten  Bande  gelegentlich  bewiesen  werden;  wir 
sind  aber  genötigt,  ihn  schon  vorher  öfters  anzuwenden. 

Ist  z^  ein  Wert  von  z,  für  den  die  Funktion  verschwindet, 
so  läßt  sich  ein  einfacher  Schluß  ziehen:  Da  z  =  {z  —  z^-\-z^ 
ist,  so  können  wir  f{z)  durch  Umrechnen  auf  eine  solche  Form 
bringen: 

/■(^)  =  ro  +  ri  (^  -  ^,)  +  rs  (^  -  A)' +  •■•  +  ?'„(«- «•i)« . 

Wegen  f(z^  =  0  muß  nun  'yQ  =  0  sein,  so  daß  sich  z  —  z^^  heraus- 
heben läßt: 

Man  sieht  also,  daß,  sobald  z^  eine  sogenannte  Nidlstelle  der 
ganzen  rationalen  Funktion  f{z)  vom  n^^^  Grade  ist,  d.  h.  so- 
bald f(z^  verschwindet,  die  Funktion  als  Produkt  von  z  —  z^ 
mit  einer  ganzen  rationalen  Funktion  {n  —  1)*®"^  Grades  dar- 
stellbar ist     Die   ganze   rationale  Funktion   {n  —  1)*"'    Grades 

[377,  378 


590     Kap.  XI.    Elementare  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 

hat  nun,  wenn  ^>1  ist,  nach  dem  Fundamentalsatze  ebenfalls 
mindestens  eine  Nullstelle  z^  und  läßt  sich  folglich  analog  be- 
handeln, usw.  Schließlich  ergibt  sich,  daß  die  ganze  rationale 
Funktion  n^^^  Grades  von  z  die  allgemeine  Form  hat: 

f(ß)  =  ^«(^  -  ^l)  (^  -  ^2)  •  •  •  (^  -  ^n)' 

Da  ein  Produkt  nur  dann  gleich  Null  ist,  wenn  einer  der 
Faktoren  verschwindet,  siehe  Nr.  354,  so  hat  f(z)  gerade  und 
nur  die  Niälstellen  ^i,  ^^y  '  '  '  ^n-  ^^®  können  aber  teilweise 
oder  ganz  zusammenfallen.  Ist  z.  B.  ^1  =  ^2^  '  '  '  "^  ^mj  ^^^^ 
aber  alle  anderen  Nullstellen  von  z^  verschieden,  so  heißt 
z^  eine  m-fache  Nullstelle  der  FunMion  f(z)  oder  eine  m-fache 
Wurzel  der  Gleichung  f{z)  =  0.  Alsdann  ist  f(z)  darstellbar 
in  der  Form: 

WO  (p(z)  eine  solche  ganze  rationale  Funktion  (*^— m)*®"  Grades 
bedeutet,  die  für  z  =  Zi  nicht  verschwindet.  Hieraus  folgt  (vgl. 
Nr.  368): 

f  (^)  =  m{z-  z,y^  -  V  (^)  +  (^  -  ^1)"  9'  (^) 
=  {z  —  z^Y'-'^  [mcp  (z)  -\-  {z  —  z^)  cp'  {z)] . 

Der  Inhalt  der  eckigen  Klammer  reduziert  sich  für  z  =  z^  auf 
m(p  (-2^1) +  Ö.  Also  hat  f{z)  die  gerade  (ni  —  l)-fdche  Nullstelle  z^. 
Ebenso  folgt,  daß  z^  für  f'  (z)  eine  gerade  (m  —  2)-fache  NuU- 
stelle  ist,  usw. 

Satz  22:  Ist  z^  eine  gerade  m-fache  Nullstelle  einer  ganzen 
rationalen  FunMion  f{z),  so  ist  z^  eine  gerade  (m  —  1)- fache 
Nullstelle  von  f(z),  eine  gerade  (m  — '2)- fache  Nullstelle  von 
f" iß)  usw.,  eine  einfache  Nullstelle  von  f^"^~^\^),  dagegen  keine 
Nullstelle  von  f^'"'^{z). 

Wenn  insbesondere  alle  Koeeffizienten  Cq,  c^,  Cg,  •  •  •  c^^  der 
ganzen  rationalen  Funktion  (1)  reell  sind,  so  wollen  wir  uns 
vorstellen,  es  sei  darin  z  =  x  -\-  iy  eingesetzt  und  alles  aus- 
multipliziert worden.  Wenn  dann  die  reellen  Glieder  von  den 
rein  imaginären  Gliedern  getrennt  werden,  möge  sich  ergeben: 

(2)  fix  +  iy)  =  (p  {x,  y)  +  ^>  {x,  y). 

Es  leuchtet,  da  1'^=  —  1  ist,  sofort  ein,  daß  auch  die  Formel: 

(3)  fix  -  iy)  ==  cp  ix,  y)  -  ^>  {x,  ij) 
378] 
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gilt.  Ist  nun  insbesondere  5'^  =  ^r^  -j-  iy^^  eine  Nullstelle  von 
f(z),  so  sind  nach  (2)  einzeln  cp(x^,  y^  und  ^  {x^,  y^)  gleich 
Null.  Demnach  wird  auch  die  rechte  Seite  von  (3)  gleich  Null 
für  X  =  x^  und  y  =  y^,  daher  f{x^  —  iy^  =  0.  Also  ergibt 
sich   (vgl.  Nr.  355): 

Satz  23:  Sind  die  Koeffimenten  Cq,  c^,  c^,  ...  c^^  der  ganzen 
rationalen  Funktion 

f{z)  =  Co  +  c^2  -]-  c^z^  -{• h  c„^« 

sämtlich  reell  und  ist  x^  +  iy^  eine  Nullstelle  der  FunMion,  so 
ist  au£h  die  zu  x^  +  iyi  konjugiert  komplexe  Zahl  x^  —  iy^  eine 
Nullstelle  der  Funktion. 

Dieser  Satz  gilt  nun  auch  für  mehrfache  Nullstellen  von 
f(z).  Es  sei  nämlich  x^-\-  iy^  eine  gerade  w- fache  Nullstelle 
von  f(z)'^  die  Koeffizienten  von  f^z)  seien  wieder  sämtlich  reell. 
Nach  unserem  Satze  ist  alsdann  auch  x^  —  iy^  eine  Nullstelle. 
Also  muß  f(z)   durch  das  Produkt 

(z  —  x^-  iy^)  {z  —  x^-\-  iy^)     oder     {z  -  x^)^  +  y^^ 

ohne  Rest  teilbar  sein.  Da  dies  Produkt  7'eeTl  ist,  so  bleibt 
nach  der  Division  eine  ganze  rationale  Funktion  mit  lauter 
reellen  Koeffizienten  übrig,  deren  Grad  um  zwei  Einheiten 
kleiner  als  der  von  f{z)  ist.  Diese  Funktion  hat  nach  Voraus- 
setzung die  gerade  (m  —  1)- fache  Nullstelle  x^  +  iVv  Das- 
selbe Beweisverfahren  lehrt,  daß  sie  folglich  abermals  durch 
{z  —  x^'^  -\-  y^  teilbar  ist,  usw.     So  ergibt  sich  schließlich: 

Satz  24:  Sind  die  Koeffizienten  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  von  z  sämtlich  reell  und  ist  x^  -f-  iy^  eine  gerade  ni-fache 
Nullstelle  der  Funktion,  so  ist  auch  die  konjugiert  komplexe  Zahl 
^1  ~  ^Vi  ^^^^  gerade  m-fache  Nullstelle  der  Funktion. 

379.  Crebrochene  rationale  Funktionen.  Darunter 
werdeu,  indem  man  den  in  Nr.  6  aufgestellten  Becrrifi"  auf  den 
komplexen  Bereich  ausdehnt,  Brüche  F{z)  :  f{z)  aus  ganzen 
rationalen  Funktionen  verstanden. 

Ist  z^  eine  gemeinsame  Nullstelle  von  F{z)  und  fiß),  so 
läßt  sich  z  —  z^  nach  Nr.  378  sowohl  vom  Zähler  als  auch 
vom  Nenner  absondern  und  daher  fortheben.  Dies  gilt  be- 
züglich aller  gemeinsamen  Nullstellen.  Bas  FoHheben  kann 
auch  dann  ausgeführt  werden,  ivenn  man  die  gemeinsamen  Nidl- 
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stellen  nicht  liennt.  Denn  wenn  zunächst  F  von  mindestens  so 
hohem  Grade  wie  f  ist,  so  liefert  die  Partialdivision  F :  f  eine 
ganze  rationale  Funktion  h^  und  einen  Rest: 

wo  auch  /*!  eine  ganze  rationale  Funktion  bedeutet.  Ist  F  da- 
gegen von  niedrigerem  Grade  als  /",  so  gilt  dieselbe  Formel, 
wenn  nur  /^^  =  0  und  f[  =  F  gesetzt  wird.  In  jedem  Falle 
ist  nun  /"j  von  niedrigerem  Grade  als  /*,  so  daß  die  Partial- 
division des  reziproken  Bruches  f'.f^   etwa  liefert: 

f'fi  =  K+f2'fu 
wo  7^2  ^^^  /*2  ga-iize  rationale  Funktionen  sind  und  f^  von 
niedrigerem  Grade  als  f^  ist.  Wir  dividieren  nun  /i  : /g  usw. 
Schließlich  muß,  da  der  Grad  des  Restes  immer  kleiner  wird, 
die  Division  einmal  aufgehen.  Dies  sei  etwa  bei  der  m*®"  Par- 
tialdivision der  Fall,  so  daß  sie  gibt: 

/  m  -  2  •  /  wi  -  1   "^  '%n ' 

Multiplizieren  wir  die  m  Formeln  bzw.  mit  f,  /i,  •••/^«-i?  ^^  kommt: 

F=hj  +/;, 


(1) 


fm-i  ^  "'m-ltm-2  "T  tm-17 
V  An- 2  ^  "'mfm-1' 

Ist  nun  0^  eine  Nullstelle  von  f^_i,  so  zeigt  die  letzte 
Formel,  daß  0^  auch  eine  Nullstelle  von  f^_2  ist,  die  vorletzte 
Formel  also,  daß  0^  auch  eine  Nullstelle  von  fj^-s  ist,  usw. 
Schließlich  ergibt  sich,  daß  0^  eine  Nullstelle  von  f  und  F  ist. 
Jede  Nullstelle  von  /^_i  ist  mithin  eine  gemeinsame  Nullstelle 
von  f  und  F.  Daher  sind  f  und  F  durch  f^^_^  ohne  Rest 
teilbar.  Es  mögen  sich  durch  die  Teilung  die  ganzen  ratio- 
nalen Funktionen  g  und  G  ergeben,  so  daß  F :  f  =  Cr :  g  wird. 

Wir  behaupten  nun,  daß  G  und  g  keine  gemeinsame  Null- 
stelle mehr  haben.  In  der  Tat,  sonst  müßten  F  und  f  einen 
gemeinsamen  Faktor  cp  haben,  der  eine  ganze  Funktion  von 
höherem  Grade  als  f^_-^  wäre,  aber  f^_-^  als  Faktor  enthielte. 
Nach  der  ersten  Formel  (1)  wäre  cp  auch  ein  Faktor  von  f^y 
nach  der  zweiten  also  auch  ein  Faktor  von  f^,  usw.  Schließlich 
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würde  sich  ergeben,  daß  9  auch  ein  Faktor  von  f^,^_]^  wäre, 
während  doch  /'^_j  ein  Faktor  von  (p  sein  sollte.  Also  muß 
cp  notwendig  dieselbe  Funktion  wie  /'„^.i  sein,  höchstens  noch 
mit  einer  unwesentlichen  Konstanten  multipliziert. 

Demnach  gilt  der 

Satz  25:  Jede  gebrochene  rationale  Funhtion  läßt  sich 
durch  fortgesetzte  Ausführung  von  Partialdivisionen  auf  eine 
solche  Form  bringen,  in  der  Zähler  und  Nenner  Jceine  gemein- 
same Nullstelle  haben. 

Alsdann  sagt  man,  daß  Zähler  und  Nenner  relativ  prim  sind. 

Wenn  die  gebrochene  rationale  Funktion  schon  in  einer 
solchen  Form  Fi^z)  :  f(z)  vorliegt,  in  der  Zähler  und  Nenner 
relativ  prime  ganze  rationale  Funktionen  sind,  so  ist  sie,  da 
sich  F  und  f  überall  stetig  verhalten,  überall  mit  Ausnahme 
der  Nullstellen  des  Nenners  stetig.  Diese  Nullstellen  des  Nenners 
sind  ihre  Unendlichkeitsstellenj  dagegen  die  Nullstellen  des  Zählers 
ihre  NtUlstellen. 

380.  Entwicklung  einer  g^ebrochenen  rationalen 
Funktion.  Es  sei  F(z)  :  /'(/)  eine  gebrochene  rationale  Funk- 
tion, ferner  seien  F  und  f  relativ  prim  und  z^,  z^y  •  -  -  ^n  ^^® 
Nullstellen  des  Nenners.  Alsdann  läßt  sich  die  Funktion  in 
der  Form  darstellen: 

Sobald  nun  z^  =^  0  ist,  können  wir  z  :  z^^  =  t  setzen  und  den 
Bruch  l:{z  —  Zi)  oder  —l:z^{l  —  t)  nach  Potenzen  von  t  ent- 
wickeln, denn  für    ^  <  1  ist  nach  Satz  1,  Nr.  101: 

also  auch: 

oder,  wenn  wieder  t  durch  z  :  z^  ersetzt  wird,   für  [z  :  z^'  <^1: 

Ist  auch  \z:Z2\<l  usw.,  so  gelten  ebensolche  Entwicklungen  für 
l:{z  —  Z2)  ^sw.  Da  alle  diese  n  Reihen  nach  Satz  17  in  Nr.  110 
miteinander  multipliziert  werden  können,  so  ergibt  sich  nach  (1) 
eine  Darstellung  der  gebrochenen  Funktion  in  der  Form: 
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(2)  f|  =  J'(^)K  +  a,^  +  V^  +  ..-) 

unter  den  Bedingungen  |^  :  ^^1  <  1,  |^  :  ^gl  <  1  ^^^w.  Diese  Be- 
dingungen besagen^  daß  die  Bar  Stellung  (2)  innerhalb  desjenigen 
Kreises  um  den  Nullpunkt  0  gilt,  der  durch  die  nächstgelegene 
Nullstelle  des  Nenners  geht.  Da  i^(^)  selbst  eine  ganze  ratio- 
nale Funktion  ist^  so  kann  die  rechte  Seite  von  (2)  ausniultipli- 
ziert  werden^  wodurch  sich  ergibt,  daß  die  rationale  gebrochene 
Funktion  in  der  Form: 

(3)  ^  =  ^«  +  *i^  +  h''  +  --- 

innerhalb  des  angegebenen  Kreises  als  analytische  Funktion 
von  0  darstellbar  ist.  Daß  jener  Kreis  der  Konvergenzkreis 
ist,  die  Reihe  also  darüber  hinaus  gewiß  nicht  die  Funktion 
darstellen  kann,  folgt  daraus,  daß  die  gebrochene  Funktion  an 
der  dem  Nullpunkte  am  nächsten  gelegenen  Nullstelle  des 
Nenners  unendlich  groß  wird. 

Die  Darstellung  (3)  ist  nach  Nr.  372  nichts  anderes  als  die 
Maclaurinsche  Entwicklung  der  gebrochenen  rationalen  Funktion. 
Ihre  Koeffizienten  bestimmen  sich  also  in  der  bekannten  Weise; 
es  ist  nämlich,  wenn  wir  F{ß)\f{z)  mit  ^{z)  bezeichnen: 

(4)  .„=^(0).  K-{^^^\__^,  ^-liL'^Lo'- 

Wir  sahen  ausdrücklich  von  dem  Falle  ab,  wo  der  Nenner 
den  Nullpunkt  selbst  zur  Nullstelle  hat.  Ist  nun  etwa  z  =  0 
eine  m-fache  Nullstelle  des  Nenners,  so  wird  die  mit  ^"*  mul- 
tiplizierte gebrochene  Funktion  0{z)  frei  von  dieser  Unend- 
lichkeitsstelle. Also  läßt  sich  z^O{z)  in  der  Form  (3)  ent- 
wickeln, so  daß  sich  für  0{z)  selbst  eine  Darstellung  ergibt 
von  der  Form: 
(5)  ^(^)==i_(,^+,^^  +  ,^^2^...), 

wobei  der  Konvergenzkreis  der  Reihe  wieder  derjenige  Kreis 
um  den  Nullpunkt  ist,  der  durch  die  nächste,  von  z  =  0  ver- 
schiedene Nullstelle  des  Nenners  geht.  Die  Darstellung  (5) 
gilt  alsdann  innerhalb  des  angegebenen  Kreises  mit  Ausnahme 
seines  Mittelpunktes. 
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Zwölftes  Kapitel. 
Theorie  der  Partialbruclizerlegung. 


§  1.    Existenz  der  Partiallbruchzerlegung. 

381.  Vorbemerkung.  Die  Zerlegung  der  gebrochenen 
rationalen  Funktionen  in  gewisse  Summen  von  einfacheren 
gebrochenen  rationalen  Funktionen  ist  für  die  Analysis  von 
großer  Bedeutuug.  Wir  werden  sie  besonders  in  der  Integral- 
rechnung anzuwenden  Gelegenheit  haben.  Daher  soll  ihre 
Theorie,  die  man  die  Theorie  der  PartialhrucJizerlegimg  nennt, 
hier  entwickelt  werden. 

Die  unabhängige  Veränderliche  werden  wir  jetzt  wieder 
mit  X  statt  mit  z  bezeichnen;  sie  darf  aber  auch  komplex  sein. 
Nach  Nr.  379  können  wir  annehmen,  die  vorgelegte  gebrochene 
rationale  Funktion  F(x)  :  f{x)  sei  schon  in  einer  solchen  Form 
gegeben,  in  der  die  beiden  ganzen  rationalen  Funktionen  F{x) 
und  fix)  relativ  prim  sind. 

Wir  werden  zuerst  beweisen,  daß  sich  F{x)  :  f{x)  als 
eine  Summe  darstellen  läßt,  deren  Summanden  Brüche  mit 
konstanten  Zählern  sind,  während  die  Nenner  ganze  positive 
Potenzen  von  ganzen  linearen  Funktionen  sind.  Dazu  tritt, 
falls  F(x)  von  höherem  Grade  als  f^x)  ist,  eine  additive  ganze 
Funktion.  Alsdann  werden  wir  zeigen,  daß  es  nur  eine  solche 
Zerlegung  gibt,  und  schließlich  die  Wege  zur  wirklichen  zah- 
lenmäßigen Berechnung  der  Zerlegung  erörtern. 

382.  Der  grundlegende  Satz.  Der  Satz,  der  die 
Grundlage  für  alles  folgende  bildet,  lautet: 
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Sat2  1:  Sind  fix)  und  F{x)  ganze  rationale  FuMionen 
und  ist  a  eine  gerade  a- fache  Nidlstelle  von  f{ot-),  dagegen  Iwine 
Nullstelle  von  F(x),  so  läßt  sich  die  gebrochene  rationale  Func- 
tion F(x):f{x)  in  dieser  Art  verlegen: 

F{x)  _        A  F,{x)  ^ 

fix)        (^  _  a)^       {X-  a)''-^f,  (x) 

Dahei  bedeutet  A  eine  von  Null  verschiedene  Konstante,  tvährend 
F^{x)  eine  ganze  rationale  FunHion  von  um  Eins  niedrigerem 
Grade  als  F{x)  ist  und  f^ix)  diejenige  ganze  rationale  Funk- 
tion vorstellt,  die  durch  die  Division  f{x) :  {x  —  a)"  hervorgeht. 
Gibt  nämlich  die  Division  f{x)  :  {x  —  aY  die  Funktion 
fi{x\  so  daß  f-^(x)  die  Nullstelle  a  nicht  hat,  also  fi{a)=^0 
ist,  so  besteht  für  jeden  Wert  von  x  und  A  die  Identität: 

(1)  l^^  =  __ZM__  _       ^         .    F{x)-Af,{x)  ^ 

^  ^  fi^)        {X  —  a)"  /;  (x)       {X  —  af         {x  —  äff,  (x) 

Wir  wählen  nun  eine  Konstante  A  so,  daß  F(x)  —  Af^(x) 
die  Nullstelle  a  bekommt,  d.  h.  wir  setzen : 

Wegen  f^(a)  =t=  0  ist  J.  endlich;  da  F(x)  die  Nullstelle  a  nicht 
hat,  ist  auch  F{a)=^0,  also  ^  +  0.  Weil  jetzt  F(x)-Af^{x) 
die  Nullstelle  a  hat,  geht  die  Division  dieser  Funktion  mit 
X  —  a  nach  Nr.  378  auf.  Sie  ergebe  F^{x).  Dann  wird 
F(x)  —  Afi(x)  gleich  (x  —  a)F^{x).  Setzen  wir  diesen  Wert 
in  den  letzten  Bruch  in  (1)  ein,  so  hebt  sich  der  Faktor 
x~  a  einmal  fort,  und  es  geht  die  Formel  des  Satzes  hervor. 

383.  Form  der  Partialbruchzerlegung.  Wir  be- 
weisen nun  den 

Satz  2:   Bedeutet  f{x)  die  Funldion: 

f{x)  =  {x-  a)"  (x  -  by  ■■-(x-  ly, 

in  der  a,  b,  ...  l  voneinander  verschiedene  Konstanten  und 
a,  ß,  ...  X  ganze  positive  Zahlen  sind^  und  ist  F(x)  eine  solche 
ganze  rationale  Funldion,  die  a,  b,  . .  .1  nicht  zu  Nullstellen  hat, 
so  läßt  sich  die  gebrochene  rationale  Funktion  Fix)  :  fi^x)  in 
folgender  Weise  zerlegen: 
38id,  383] 


§  1.     Existenz  der  Partialbruchzerlegung.  597 

F{x)  ^       A  A,  A,_, 

m        Ix-af       {x-af-^^         ^  x-a 

-    _Z_    .    .Ar  ...       -    ^1 

Dabei  bedeuten  A,  Ä^,...Ä^_^y  B,  B^,...B^_^j .. .  L^  L^,  ...L;^_^ 
Konstanten,  von  denen  A,  B,. . .  L  sämtlich  von  Null  verschieden 
sind,  ivährend  G{x)  eine  ganze  rationale  FunMion  ist. 

Setzen  wir  nämlicli  wie  in  voriger  Nummer  f(x)\{x  —  aY 
=  f^(x),  so  ist  nach  Satz  1: 

(V)  -^(^)        =      ^       .         ^i(^)  fj^  .  0) 

^^  {x-arf,{x)       {x-aT       (x-af-^f,{x)  ^      "^ 

Es  kann  nun  sein,  daß  F^(x)  die  Nullstelle  a  hat,  so  daß  sich 
der  Faktor  x  —  a  im  letzten  Bruche  noch  einmal  oder  mehrere 
Male  heben  läßt.  Ist  es  zunächst  nicht  der  Fall,  so  kommt 
nach  Satz  1  abermals: 

{x-ar-'f,{x)       {x-a)"-'       {x-af-'f.ixy 

wo  die  Konstante  A^=^0  ist.  Hat  dagegen  F^  (x)  die  Null- 
stelle a,  so  ergibt  das  Fortheben  von  x  —  a  aus  dem  letzten 
Brache  (1)  dieselbe  Formel,  aber  für  J.^  =  0.  Dieselben  Schlüsse 
wiederholen  sich,  so  daß  wir  erhalten: 

F.jx)  _        A,  F,{x) 

ia^^af-^f.ix)       (x-af-'       ix-af-^nix)' 


Fa-i{oo)     ^^«-1    I 


{x  —  a)fAx)       x  —  a        f^x) 

Hier  bedeuten -Fj  (a;),  i^2 (a;), . . .  F^^{x)  ganze  rationale  Funktionen, 
die  im  Grade  um  1,  2,  ...  a  niedriger  als  F{x)  sind.  Addition 
aller  Gleichungen  liefert: 

(2-)  ^'(^)        _      ^       ,        A        .    . .  j_  ^«-1  I  ^«(^) 

^   ^       (^x-  aYf,{x)        {X-  äf       {x-af-'^  ^  — «        A  (^)  ' 

wobei  A^O  ist.  Der  letzte  Summand  stellt  eine  gebrochene 
rationale  Funktion  vor,    deren  Nenner  f^{x)    die  Nullstelle   a 
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nicht  mehr  hat.  Der  Nenner  hat  aber  nach  Voraussetzung, 
da  f{x)  =  {x  —  o)''f^{x)  ist,  die  /3- fache  Nullstelle  h  und  läßt 
sich  deshalb  in  der  Form  f^(x)  =  {x  —  l>yf2{x)  darstellen.  Daher 
können  wir  auf  den  letzten  Summanden  in  (2),  der  die  Form 

{x-bff,{x) 

annimmt,  dieselbe  Betrachtung  anwenden,  usw.  Dabei  ist  dann 
/"g  (x)  das  Ergebnis  der  Division  von  f^  (x)  mit  (x  —  cy  usw. 
Sind  alle  Nullstellen  von  f(x)  aufgebraucht,  so  bleibt  als 
Nenner  des  letzten  Summanden  eine  Konstante  übrig,  so  daß 
in  der  Tat  die  Formel,  wie  es  im  Satze  2  angegeben  ist,  mit 
einer  ganzen  Funktion  G(x)  endet. 

Wegen  der  Anwendungen  des  Satzes  2  sei  hervorgehoben, 
daß  wir  darin  die  Partialbruchzerlegung  von  F(x):f(x)  für 
den  Fall  ausgeführt  haben,  wo  die  höchste  Potenz  von  x  in 
f(x)  gerade  den  Koeffizienten  Eins  hat.  Diese  Beschränkung 
läßt  sich  in  jedem  Falle  leicht  erreichen. 

384.    Nur    eine    Art    der    Partialbruchzerlegung. 

Nehmen  wir  unter  denselben  Voraussetzungen  an,  daß  es  noch 
eine  zweite  Partialbruchzerlegung  wie  die  in  Satz  2  gebe,  so 
wollen  wir  die  in  ihr  auftretenden  Konstanten  von  denea  in 
der  Formel  des  Satzes  durch  angefügte  Akzente  unterscheiden 
und  G(x)  durch  II(x)  ersetzen.  Dann  muß,  wenn  wir  nur  das 
erste  und  letzte  Glied  andeuten,  für  alle  Werte  von  x  sein: 

«      ^«  +  --  +  ^(^)-(-^  +  ---  +  ^(^)- 

Sind  nun  a  und  a  verschieden,  ist  also  etwa  a  >  «',  so 
setzen  wir  alle  Glieder  der  Gleichung  mit  Ausnahme  des  ersten 
auf  die  rechte  Seite  und  bringen  alle  Glieder  rechts  auf  ihren 
gemeinsamen  Hauptnenner.  Da  ^  —  a  links  in  nicht  höherer 
als  der  a*®^  Potenz  auftritt  und  a  <i  a  ist,  ergibt  sich  so  eine 
Formel: 

Ä  (p{x)  ^^      j^_{x  —  a)(p{x) 


wo   q){x)   und   iIj(x')    ganze    Funktionen    sind    und   ip(x)    sticht 
die  Nullstelle  a  hat.    Da  aber  Ä  eine  Konstante  ist,  so  folgt, . 
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wenn  wir  z.  B.  x  =  a  annehmen,  daß  J.  =  0  sein  muß.  Nach 
Satz  2  in  Nr.  383  ist  jedoch  A  =^  0.  Die  Voraussetzung 
a'>  a  war  also  falsch.  Ebenso  würde  die  Voraussetzung 
«'>«  die  falsche  Folgerung  J.'=  0  ergeben.  Mithin  ist  a,  =  a. 
Wenn  wir  nun  (1)  mit  {x  —  df-  multiplizieren  und  dann  x=^a 
setzen,  so  kommt  Ä=Ä\  In  (1)  sind  also  die  ersten  Glieder 
rechts  und  links  einander  gleich.  Sie  können  folglich  ge- 
strichen werden.  Weil  nun  Ä^^  A.^,  •  •  •  und  A^\  AJ ,  •  •  •  viel- 
leicht gleich  Null  sein  können,  wird  die  übrig  bleibende  Glei- 
chung die  Form  haben: 

{x—aY  {x  —  ay    ^ 

wo  -4fH=0  und  Aj'^0  ist.  Wir  beweisen  dann  ebenso,  daß 
a  —  i  =  a—  j  und  J.^  =  A/  ist,  usw.  Also  müssen  in  (1)  alle 
mit  X  —  a  behafteten  Glieder  links  und  rechts  übereinstimmen. 
Dasselbe  gilt  von  den  mit  x  —  h  behafteten,  usw.  Schließlich 
bleibt  G{x)  =  H(x)  übrig. 

Somit  ist  bewiesen: 

Sat0  3:  Wenn  a,  hj  •  -  -  l  die  voneinander  verschiedenen 
NullsteUen  der  ganzen  rationalen  Funktion  f(x)  sind  und  F(x) 
eine  solche  ganze  rationale  FunMion  ist,  die  a,  h,  •  ■  •  l  nicht  zu 
NullsteUen  hat,  so  gibt  es  nur  eine  Partialbruchzerlegung  von 
F{x)  :  fix)  als  Summe  aus  einer  ganzen  Funktion  G  {£)  und 
solchen  Brüchen,  deren  Zahler  Konstanten  und  deren  Nenner 
ganze  positive  Potenzen  von  x  —  a,  x  —  bj-'-x  —  l  sind. 

Außerdem  lehrt  die  Zerlegung  in  Satz  2  der  vorigen 
Nummer: 

Satz  4:  Die  ganze  Funktion  G{x),  die  bei  der  in  Satz  2 
der  Nr.  383  angegebenen  Partialbruchzerlegung  von  F(x) :  f(x) 
übrig  bleibt,  ist  dieselbe,  die  sich  bei  der  Partialdivision  von  F(x) 
durch  f{x)  als  ganze  Funktion,  abgesehen  von  dem  Reste,  ergibt. 

§  2.   Ausführung  der  Partialhruchzerlegung. 

385.  Zerlegung  für  den  Fall  lauter  einfacher  Null- 
stellen. Wir  behalten  die  früheren  Bezeichnungen  bei,  nehmen 
aber  jetzt   an,  f{x)   habe  nur  einfache  Nullstellen  a,  b,  ■  •     l, 
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SO  daß  a  =  ß  =  '-=X  =  l  ist.  Dann  gibt  Satz  2  in  Nr.  383 
eine  Zerlegung  von  der  Form: 

(1)  Pp^^^  +  ^J    +...  +  ^  +  Gix), 

^  ^  fix)        X  —  a    ^    x  —  b    ^  'ic  —  Z'        ^  ^' 

wobei  Ay  By  '  •  '  L  von  Null  verschiedene  Konstanten  sind  und 
6r  (x)  eine  ganze  rationale  Funktion  bedeutet.  Nach  dem  letzten 
Satze  wird  G{x)  durch  Ausführung  der  Partialdivision  F{x)  :f(x) 
gewonnen.  Ist  F(x)  von  niedrigerem  Grade  als  f(x),  so  wird 
also  G(x)  gleich  Null. 

Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  zu  zeigen,  wie  man 
die  Konstanten  Ä,  B,  •     •  L  zu  berechnen  vermag. 

Nach  (2)  in  Nr.  382  haben  wir: 

wenn  f^(x)  =  f(x)  :  (x  —  a)  ist.  Da  dann  f{x)  =  (x  —  a)f^(x) 
wird,  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

r(^) = fii^)  +  (^  -  ct)fi{^)y 

also  für  X  =  a: 

f{a)^f,{a). 

Mithin  ist  Ä  =  F(a)  :  f\a).     So  ergibt  sich  überhaupt: 

Hiermit  sind  A,  B,  •  -  -  L  berechnet.  Setzen  wir  diese  Werte 
in  (1)  ein,  so  folgt  für  alle  Werte  von  x: 

CX^    nx)__        F(a)  Fjb)  F{1)  ^,  . 

W     f(ai)      f(a){x-aj'^  f{b){x-b)^        ^  f  (l)  (x-l)  ^ '^^'^^ ' 

Praktischer  ist  aber  die  folgende  Art  der  Berechnung:  Ist 
F(x)  von  mindestens  ebenso  hohem  Grade  wie  f{x)y  so  sondere 
man  zunächst  durch  Ausführung  der  Partialdivision: 

fix)  ^  ^        fix) 

die  ganze  rationale  Funktion  G(^x)  ab,  so  daß  ^(x)  eine  ganze 
rationale  Funktion  von  niedrigerem  Grade  als  f(x)  wird.  Nun- 
mehr handelt  es  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  Koef- 
fizienten Ay  B,     •  '  L  der  Zerlegung: 

fix)        x  —  a'^x  —  b~^         '^  x  —  l 
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Man  multipliziert  die  Gleichung  mit  x  —  üy  wodurch  der  in 
f(x)  auftretende  Faktor  x  —  a  fortfällt,  und  setzt  alsdann  x=a. 
Dadurch  geht  sofort  der  Wert  von  Ä  hervor.  Entsprechend 
ergeben  sich  die  Werte  von  B,  •  •  ■  L. 

386.  Eine  Folgerung.  Wir  bleiben  bei  der  Betrach- 
tung der  letzten  Nummer  und  nehmen  an,  daß  die  ganze  Funk- 
tion F(x)  die  Form  habe: 

F{x)  =  CoX"-^+c,x"-'+  •  . .  +  c^.iX  +  c„_i, 

während  f(x)  vom  n^^"^  Grade  sei.  Da  F(x)  dann  vom  niedri- 
gerem Grade  als  f(x)  ist,  wird  G  (x)  in  der  Formel  (3)  von 
Nr.  385  gleich  Null.  Multiplizieren  wir  nun  die  Formel  mit 
f(x)y  wobei  die  Divisionen  f(x)  :  (x  —  a)  usw.  sämtlich  aufgehen, 
weil  üj  bj  •  '  '  I  die  einfachen  Nullstellen  von  f(x)  sind,  so 
finden  wir  durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  von  x'^~'^  auf 
beiden  Seiten: 

wobei  y  den  Koeffizienten  der  höchsten  Potenz  von  x  in  f{x)j 
also  den  von  x'^  bedeutet.  Wenn  nun  Cq=  0  ist,  also  F(x)  im 
Grade  mindestens  zwei  Einheiten  niedriger  als  f(x)  ist,  so 
folgt  der  bei  algebraischen  Untersuchungen  oft  nützliche 

Satz  5:  Hat  die  ganze  rationale  Funktion  fix)  nur  ein- 
fache Nullstellen  a,  h,  •  -  -  l,  und  bedeutet  F{x)  eine  ganze  ratio- 
nale FimJition,  deren  Grad  um  mindestens  zivei  Einheiten  nie- 
driger als  der  von  f{x)  ist  und  die  keine  der  Stellen  a,  6,  •  •  •  Z 
zu  Nidlstellen  haty  so  gilt  die  Gleichung: 

r(a)"^r(^>)"^"'"'^f  (0~ 

387.  Erste  Methode  zur  Berechnung  der  Fartial- 
brüche.  Wir  wenden  uns  wieder  zu  dem  allgemeinsten,  in 
Nr,  383  betrachteten  Falle  zurück.  Der  grundlegende  Satz  1 
von  Nr.  382  enthält  zugleich  eine  Methode  zur  Ausführung  der 
Zerlegung.  Denn  wenn  wir  wieder  f{x)  :  {x  —  a)"  =  /i  (x) 
setzen,  so  kommt: 

m  ^-^  =     ^      ,       F,{x) 

^   ^  fi^)         (PC  -  af        {X- «)"-  Vi  {X) ' 
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wobei,  wie  wir  in  Nr-  382  sahen: 

f\W         ^  ^  x  —  a 

ist  und  der  letzte  Bruch  mit  x  ~  a  gekürzt  werden  kann. 
Wenden  wir  denselben  Satz  1  weiter  auf  den  zweiten  Bruch 
rechts  in  (1)  an,  so  finden  wir  ebenso  die  anderen  Konstanten. 
Aber  in  dem  Falle,  wo  fix)  nicht  lauter  einfache  Nullstellen 
hat  (vgl.  Nr.  385),  ist  dies  Verfahren  doch  ziemlich  umständlich. 

388.  Zweite  Methode  zur  Berechnung  der  Partial- 
brüche. Man  kann  auch  die  sogenannte  Methode  der  unbe- 
stimmten Koeffizienten  benutzen,  d.  h.  die  Konstanten  durch 
Koeffizientenvergleichung  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  des 
Satzes  2  in  Nr.  383  berechnen.  Wie  in  (2),  Nr.  383,  ist,  in- 
dem wir  für  f^  (x)  wieder  f(x)  :  (x  —  a)"  schreiben,  anzusetzen : 

Fjx)  _       ^         .  A ,  ■    A-i    ■    (x-arF^jx) 

fix)        ^a^-a)"       (x-a)''-^  '     '^x-a'^  fix) 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  f(x)  und  ersetzen  wir 
X  durch  a  +  7^,  so  kommt: 

(1)    Fia+h)=A(^+Ä/-^+.-.+A„J-^'^+h"F„ia  +  h). 

Nun  gibt  die  Taylorsche  Formel: 

(2)        Fia  +  h)  =  F(a)  +  ^F'{a)  +  ^,  F" (a)  +  •  •  •, 

f{a  +  Ä)  =  /■(«)  +  A  /■'  (a)  +  |!  f"  (a)  +  .  .  .. 

Diese  Entwicklungen  sind  endlich,  da  F  und  f  ganze  rationale 
Funktionen  von  h  sind.  Weil  a  eine  «-fache  Nullstelle  von 
f{x)  bedeutet,  ist  außerdem  f{a)  =  Q,  f{a)  =  0,  •  .  •  fi'^-^)  (a)  =  0 
nach  Satz  22  in  Nr.  378,  so  daß  kommt: 


h' 


.«+1 


(3)  fia  +  h)  =  l,  fi^\a)  +  ^^^  fi^^^)  W  +  .  . . 

Setzen  wir  die  Werte  (2)   und  (3)   in  (1)   ein,   so   ergibt  sich 
für  jeden  Wert  von  h: 
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Fia)  +  ^F'  (a)  +  ^F"  («)  +  •.•  +  ^-gy,  F(«->)(a)  +  •  •  • 

Das  letzte  Glied  enthält  nur  solche  Potenzen  von  h,  die  von 
höherem  als  («  —  1)*®°^  Grade  sind.  Die  Yergleichung  der 
Koeffizienten  entsprechender  Potenzen  von  h  auf  beiden  Seiten 
bis  zu  h"~^  liefert  nun: 

h F"{a)  =  ^^~^-^_  /•("+^) (a)  +  ^  ^(»+» (a)  +  ^  /■(«> (a), 


{cc—iy.  W        (2o:— l)!'  ^^^^  ^  (2a— 2)!'  '^"-^  ^ 

..  +  ^/-(«)(a). 

Aus  der  ersten  Gleichung  geht  der  Wert  von  Ä,  alsdann  aus 
der  zweiten  der  von  Ä^,  aus  der  dritten  der  von  Ä^  usw., 
schließlich  aas  der  letzten  der  von  ^„_i  hervor,  denn  der 
Koeffizient  /"(«)  («)  ist  nach  Satz  22  in  Nr.  378  von  Null  ver- 
schieden. 

Man  kann  auch  in  der  in  Satz  2,  Nr.  383,  angegebenen 
Entwicklung  zunächst  die  ganze  Funktion  G(x)  durch  Partial- 
division (vgl.  Satz  4  in  Nr.  384)  ermitteln  und  darauf  alle 
Nenner  durch  Multiplikation  mit  (x  —  ay(x  —  'by'^---(x  —  iy 
entfernen.  Schließlich  vergleicht  man  dann  die  Koeffizienten 
gleich  hoher  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten,  wodurch  sich 
lineare  Gleichungen  für  die  unbekannten  Konstanten  A,  Ä^,  •  • 
•  •  A-i>  •  •  •  X,  Zi,  •  .  •  i^_j  ergeben. 
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389.  Dritte  Methode  zur  Berechnung  der  Fartial- 
brüche.  Endlich  kann  man  die  konstanten  Zähler  der  Partial- 
brüche auch  durch  ein  Verfahren  gewinnen,  das  nur  Partial- 
divisionen erfordert.  Setzen  wir  nämlich  wieder  (x  ~  d)"  f-^^{x) 
für  f{x)  und  a  -\-  h  statt  x,  so  gibt  die  Gleichung  (1)  der 
vorigen  Nummer: 

fjfl  +  ^ ~    ^  ^  "^  ^    +  •  •  •  +  ^a-i'^     +  "Alo+iy 

Ordnen  wir  F(a  -\-  h)  und  f\(a  -\-  h)  nach  steigenden  Potenzen 
von  h  und  dividieren  wir  dann  F(a  -\-  h)  mit  f^(a  -{-  h)y  bis  ein 
Rest  vom  mindestens  a*®^  Grade  bleibt,  so  muß  der  bis  dahin 
erhaltene  Quotient  gerade  der  Ausdruck 

sein.  Ebenso  bestimmt  man  die  zu  den  Nullstellen  ß,  y,  -  •  •  X 
gehörigen  Konstanten.  Es  wird  jedoch  einfacher  sein,  um 
Bf  B^y  •  '  •  B^_^  zu  finden,  das  nämliche  Verfahren  auf  die 
Brüche  F^(a  -\-  h)  -  fi{ci  +  /?)  usw.  anzuwenden. 

390.  Weitere  Ausführung  der  dritten  Methode. 
Die  letzte  Methode  hat  noch  den  Vorzug,  für  die  Zähler  der 
Partialbrüche  zugleich  ihren  allgemeinen  algebraischen  Aus- 
druck zu  liefern.  Denn  die  Partialdivision  von  F(a  +  h)  mit 
/i  (a  +  h)  gibt  die  Entwicklung  des  Bruches  nach  den  steigen- 
den Potenzen  von  h  und  kann  also  auch  nach  der  Taylorschen 
Formel  gefunden  werden.  Bezeichnen  wir  F(x):f^(x)  mit 
(p{x),  so  wird: 

F{a  +  h)  (      .    ,s 

7^a^-7^  =  9^(^  +  ^)  = 

(p(a)  +  ^yia)  +  .  . .  +  ^Jy-,  9(«-^)(a)  +  h<^B,, 

wo  h^B^  den  Rest  bedeutet.     Es  kommt  also: 

A-m(n^       A   -  "^'^""^       A   -'^"^''^    •>•  A        -  ^"^ll^l 
JL—  (p  [a)j      JL^  —     ~~y      ^2  —      2!  ^  «-1  ~    (a—  1)! 

Dies  liefert  den 

Satz  6:  Ist  f(x)=^(x  —  ay{x-hy-'-{x  —  iy,  wo  a,h,"-l 
voneinander  verschieden  und  a,  ß,  ■  •  •  l  positive  ganze  Zahlen 
sind,  ist  ferner  F(x)  eine  ganze  rationale  Funktion,  die  Imne 
der  Stellen  a,  h,  •  •  ■  l  zu  Nullstellen  hat,  gibt  überdies  die  Partial- 
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division  von  F{x)  durch  f{x)  die  ganze  rationale  FunMion  G{x) 
und  ivird  endlich  noch: 

gesetzt,  so  ist: 

~  ^W  +  71 17«  +  777: — -^:i-i+---  + 


f{^)  ^   ^        {x  —  af        Wicß  —  af^  {cc  —  l)\{x  —  a) 

~^  {x-hf  "^  l\{x-hf-^'^'  '^  {ß-l)l{x-b) 


391.  Andere  Darstellung-  der  Partialbruchzerlegung. 

Man  kann  dem  Ergebnisse  eine  sehr  elegante  und  knappe  Form 
geben.  Es  möge  nämlich  der  bisher  mit  F(x)  :  f(x)  bezeich- 
nete Bruch  jetzt  durch  0(x)  ausgedrückt  werden,  so  daß  0(x) 
eine  gebrochene  rationale  Funktion  ist,  deren  Zähler  und  Nenner 
relativ  prim  sind.  Die  Nullstellen  des  Nenners  wollen  wir 
mit  x^,X2,-  "^^i  bezeichnen^  und  sie  seien  bzw.  m^-isLch,  w?2-fach,  •  • 
•  •  m^^-fach.     Zur  Abkürzung  werde  wie  vorhin: 

(1)  (p  (X)  =  (X  —  X^y^^  0  (x) 

gesetzt.  Dies  ist  der  bisherige  Ausdruck  F(x)  :  f^(x),  der  also 
für  X  =  Xj^  einen  endlichen  und  von  Null  verschiedenen  Wert 
hat.  Nach  dem  letzten  Satze  ist  die  Summe  der  zur  Null- 
stelle x^  gehörigen  Partialbrüche  diese: 

worin  natürlich  qp^^)  (x^)  die  Funktion  cp  (Xj)  selbst  bedeutet. 
Diese  Summe  ergibt  sich  auch,  wenn  wir  in  der  folgenden 
Funktion  von  einer  Hilfsgröße  t: 


2} 


cp^'H^^+t) 


0 


kiix—x, —tr^-^ 


für  t  den  Wert  Null  setzen 

Nach  Satz  6  in  Nr.  71  liefert  nun  die  {7n^  —  1)^®  Ableitung 
der  Funktion  cp  (x^^ -{-  t)'(x  —  x^—  t)~'^  nach  t  genau  die  soeben 
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angegebene  Summe,  aber  multipliziert  mit  (%—!)!.  Die 
letzte  Summe  wird  mithin  gleich: 

1_        <r^~^  [g?  (x^  +  t):ix  —  x,—  t)] 

{m^  —  iy.  dr^-^ 

Nach  (1)  ist  (p  (x^  -i- 1)  =  t^^  0(x^  +0?  so  daß  also,  wenn 
überdies  G  (x)  wie  in  Satz  6,  Nr.  390,  die  bei  der  Partialbruch- 
zerlegung übrig  bleibende  ganze  Funktion  ist,  die  Formel  dieses 
Satzes  so  lautet: 

(2)    0(x)  =  a  {x)  +  2j  (^ti^J^rty, J^i- > 

1 
wobei   sich   die   Summe  über  alle  fi  Nullstellen   ic^,  X2,  .  .  .  x^^ 
erstreckt  und  der  Index  0  beim  Summenzeichen  andeutet,  daß 
schließlich  für  t  der  Wert  Null  gesetzt  werden  soll. 

392.  Ausdruck  für  die  auftretende  ganze  Funktion. 
Die  in  der  letzten  Formel  (2)  auftretende  ganze  Funktion  G{x) 
läßt  sich  ebenfalls  durch  Q  ausdrücken.  Denn  wir  wissen,  daß 
G(x)  diejenige  ganze  Funktion  ist,  die  sich  bei  der  Partial- 
division der  gebrochenen  Funktion  0(x)  ergibt,  so  daß  der 
Grad  n  von  G{x)  gleich  dem  Überschuß  des  Grades  des  Zäh- 
lers von  0(x)  über  den  Grad  des  Nenners  von  ^(x)  ist. 
Wird  nun  in  der  letzten  Formel  x  durch  1  :  2  ersetzt  und 
die  Gleichung  mit  0^  multipliziert,  so  kommt: 

d'^r^lrj^ (x.-i-t) :  { l-{Xji-t) Z  ]  ] 


0    •' 


Da  rechts  in  der  Summe  die  Größe  2  nur  in  Nennern  von 
Brüchen  in  der  Form  von  Potenzen  von  1  —  (Xj  -\-  t)z  auftritt 
und  diese  Brüche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z  ent- 
wickelt werden  können,  so  sieht  man:  Wenn  ^"^(1  :  z)  in 
eine  Reihe  nach  wachsenden  positiven  Potenzen  von  z  ent- 
wickelt wird,  muß  die  Summe  aller  derjenigen  Glieder,  deren 
Grad  in  z  nicht  höher  als  der  n^^  ist,  gerade  gleich  z'^G{l:z) 
sein.  Denn  man  beachte,  daß  G(l:z)  eine  ganze  rationale 
Funktion  n^^"^  Grades  von  l:z  bedeutet. 

Die  Entwicklung  von  z'^0{l'.z)  lautet  aber: 
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wobei  der  Index  0  die  Substitution  ^  =  0  andeuten  soll.  Statt 
z  dürfen  wir  in  den  eckigen  Klammem  irgend  ein  anderes 
Zeichen,  z.  B.  t,  benutzen.     Folglich  ist: 

also,  wenn  wir  wieder  1  -.  z  =  x  einführen  und  die  Summe 
mittels  eines  Summenzeichens  knapper  zusammenfassen: 

"Kl)} 


(1) 


^  ^       .^^  (n  —  k)\ 


d"-*U' 


dt 


n-k 


-t=0 


Diese  Formel  läßt  sich  noch  anders  schreiben.  Will  man 
nämlich  t"'^^0{l:t)  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  t 
entwickeln,  so  kann  man  zunächst  P^0(l:t)  entwickeln  und 
dann  das  Ergebnis  mit  ^'  multiplizieren.  Daraus  folgt,  daß 
der  Koeffizient  von  ^"~*  in  der  Entwicklung  von  ^"^(1:^)  der- 
selbe sein  muß  wie  der  Koeffizient  von  t"  in  der  Entwicklung 
von  P'  +  ^0{l:t).     Es  ist  also: 


(n  —  ]c)\ 


öT 


{*"KI)} 


dt 


n-k 


-J/=0 


.-.(!)} 


df 


t=Q 


was    sich    übrigens    auch    leicht    direkt  nachweisen   läßt.     Die 
Formel  (1)  geht  demnach  über  in: 


^w  =  ^2f^- 


df 


t=Q 


oder: 


(2)      öW=i[^,f'*(j){l  +  te  +  iV  +  ...+  <"^")2^^. 

Hier  dürfen  wir  in  der  geschweiften  Klammer,  ohne  den 
Wert  des  ganzen  Ausdrucks  zu  ändern,  beliebig  hohe  ganze 
Potenzen  von  tx  addieren,  deren  Grade  größer  als  n  sind, 
denn  der  Ausdruck 


(3) 


^^(jj  •^"+*V+» 


ist  eine  Funktion  von  t,  deren  n^^  Ableitung  nach  t  für  ^  =  0 
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verschwindet.      Denn    weil    0  (    )    eine    gebrochene    Funktion 

von  t  ist,  deren  Nenner  einen  um  n  Einheiten  höheren  Grad 
als  der  Zähler  hat.  so  beginnt  die  Entwicklung  der  Funk- 
tion (3)  nach  t  mit  f^'^\  die  Entwicklung  ihres  n^^^  Differen- 
tialquotienten folglich  mit  P.  Sie  ist  also  gleich  Null  für 
^  =  0,  sobald  i  =  1,  2,  3, .  .  .  ist. 

Daher  können  wir  (2)  ersetzen  durch: 


l+tx-\-  fx^  4- 


^=0 


wo  jetzt  in   der  geschweiften  Klammer  eine  unendliche  Reihe 
steht,  die  nach  Satz  1  in  Nr.  101  die  Summe  1 :  (1  —  tx)  hat, 
da   ja    \tx\    beliebig    klein    angenommen    werden    kann,    weil 
schließlich  ^  =  0  gesetzt  werden  soll. 
Folglich  ergibt  sich  schließlich: 


G(x)=  -^ 


'^(i)' 


df    1  —  tx 


393.  Endgültige  Darstellung  der  gesamten  Fartial- 
bruchzerlegung.  Wenn  wir  den  zuletzt  gefundenen  Wert 
von  G(x)  in  die  Formel  (2)  von  Nr.  391  einsetzen,  so  ge- 
langen wir  zu  einer  vollständigen  analytischen  Darstellung  der 
ganzen  Partialbruchzerlegung  der  gebrochenen  rationalen  Funk- 
tion 0(x),  nämlich  zu  dem 

Sat^  7:  Ist  0{x)  eine  gebrochene  rationale  FunMon  von  x, 
deren  Zähler  im  Grade  um  n  Einheiten  größer  als  der  Nenner 
ist,  und  sind  x^,  x^,  .  .  .  x  die  Nidlstellen  des  Nenners,  die 
hzw.  m^-fach,  m^-fach,  .  .  .  m^^-fach  sind,  ivahrend  der  Zähler 
keine  dieser  Stellen  zu  Nidlstellen  hat,  so  kann  die  Partial- 
bruchzerlegung von  0(x)  in  dieser  Form  dargestellt  werden: 


0(x)  = 


nl  de   1  —  tx 


-^2 


^mj-l    rj${Xj  +  t) 


{^nj-l)\  clfj 


Xj  —  t 


t=0 


Ist  der   Grad  des  Zählers  von   0(x)  nicht  größer  als  der  des 
Nenners,  so  gilt  dieselbe  Formel;  doch  ist  dann  das  erste  Glied 
in  der  Klammer  zu  streichen. 
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§  3.    Anwendimgeu. 

394.  Vorbereitende  Sätze.  Die  entwickelte  Theorie 
gilt  allgemein  im  Bereiche  der  komplexen  Zahlen^  bedarf  aber^ 
wenn  man  sich  auf  den  Bereich  der  reellen  Zahlen  beschränken 
will,  noch  einer  Ergänzung.  Sind  nämlich  die  Koeffizienten 
der  gebrochenen  rationalen  Funktion  sämtlich  reell,  so  fordern 
wir  eine  solche  Zerlegung  der  Funktion,  in  der  überhaupt  nur 
reelle  Zahlen  vorkommen.  Die  Schwierigkeit  liegt  dabei  darin, 
daß  unter  den  Nullstellen  des  Xenners  komplexe  Zahlen  vor- 
handen sein  können. 

Ist  z.B.  }i-\-ik  eine  gerade  w^-fache  Xullstelle  des  Nenners, 
so  ist  nach  Satz  24  in  Nr.  378  auch  li  —  ik  eine  gerade  ^-fache 
Nullstelle  des  Nenners,  der  daher  die  Faktoren 

(x  -  h  -  ik)'^  {x-h  +  ik)'^  =  [(>  -  Jif  +  k']'\ 

also  die  m^  Potenz  einer  reellen  ganzen  quadratischen  Funktion 
enthält,  die  wir  auf  die  Form  x^-\-px-\~q  bringen  können. 
Es  gilt  nun  der 

Satz  8:  Liegt  eine  reelle  gebrocJiene  rationale  Funktion 
F(x)  :  fix)  vor,  deren  Zähler  und  Nennefr  relativ  prim  sind,  ist 
femer  x^  -\-  px  -\-  q  das  reelle  Produkt  aus  zwei  konjugiert  kom- 
plexen Faktoren  des  Nemiers  und  tritt  dieser  Faktor  x^-\-px-{-q 
gerade  in  der  m^"  Potenz  auf,  so  daß  der  Nenner  die  Form: 

f{x)  =  {x'+px-\-qy"f,(x) 

hat,  wo  fi(x)  eine  reelle  ganze  rationale  Funktion  bedeutet,  so 
läßt  sich  die  gebrochene  Funktion  auf  eine  solche  Form: 

F(x)  _        Px+Q  F,  i^x) 


fix)         (^8_^^^^g)"»        {x^'+px  +  qy-'-fix) 

bringen,   in   der  P  und  Q   reelle  Konstanten  sind   und  F^{x) 
eine  reelle  ganze  rationale  Funktion  ist. 

Es  gilt  nämlich  für  jedes  P  und   Q  die  Identität; 
(1)  -^(^)_  Fjx)  ^      Px+Q  F{x)-{Px-j-Q)f,ix) 

fix)  (x'+px  +  qr^ix)  (rr^+pa^  +  ^r  (x'^px-^-q)"' f,ix)  ' 
und  man  kann  die  reellen  Konstanten  P  und  Q  so  bestimmen, 
daß  der  Zähler  des  letzten  Bruches  durch  x^  -\-  px  -{-  q  teilbar 
wird,   d.  h.  daß   er  verschwindet,   wenn   man  darin  für  x   eine 
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der  beiden  konjugiert  komplexen  Nullstellen  h  +  ilv  von 
x^  -\-  px  +  q  setzt.     Denn  wir  fordern: 

FQi  ±  iJc)  -  [PQi  ±  iJc)  +  Q]f,(h  ±  il^)  =  0. 

Zerlegen  wir  nun  FQi  +  ili)  :  /^(/^  +  ih)  in  seinen  reellen  und 
rein  imaginären  Teil,  bringen  wir  also  diesen  Bruch  auf  die 
Form  M±iN,  so  wird  PQi ± il)  +  §  =  M±  iJSf^  daher  einzeln 
Ph+Q  =  M  und  Pk  =  N,  so  daß  P=N:h  und  Q={Mk-Nh):]c 
die  gesuchten  Werte  von  P  und  Q  sind.  Da  bei  dieser  An- 
nahme der  letzte  Zähler  in  (1)  durch  x^-\-px-\-q  teilbar  ist, 
bezeichnen  wir  das  Ergebnis  der  Teilung  mit  F-^^(x)  und  ge- 
langen so  zu  der  Formel  des  Satzes. 

Indem  wir  denselben  Satz  auf  den  letzten  Bruch  anwenden^ 
der  in  der  Formel  des  Satzes  auftritt,  und  dasselbe  Verfahren 
so  oft  wiederholen,  bis  alle  Faktoren  x^  -\-px-{-q  aufgebraucht 
sind,  gelangen  wir  zu  dem 

Sat0  9:  Liegt  eine  reelle  gebrochene  rationale  Funktion 
F{x)  :  f(x)  vor,  deren  Zähler  und  Nenner  relativ  prim  sind,  ist 
ferner  x^  -\-  px  -{-  q  das  reelle  Produkt  aus  zivei  konjugiert  kom- 
plexen FaMoren  des  Nenners  und  tritt  dieser  Faktor  x^  -\-px-\-q 
gerade  in  der  m^^^  Potenz  auf,  so  daß  der  Nenner  die  Form 
{x^ -[- px -\- qp  f^{x)  hat,  wo  f-^^x)  eine  reelle  ganze  rationale 
Funktion  bedeutet,  die  weder  den  Faktor  x^  -\-px-\-  q  noch  auch 
einen  seiner  beiden  imaginären  linearen  Faktoren  enthält,  so  läßt 
sich  die  gebrochene  Funktion  auf  eine  solche  Form: 

fix)        {oc^j^px-\-qf'        {x^-\-px-\-qT-'^ 

bringen,  in  der  P,  Q,  P^,  Q^,  .  .  .  P^_^,  Q,n-i  reelle  Konstanten 
sind  und  F^{x)  eine  reelle  ganze  rationale  Funktion  ist. 

395.  Die  allgemeine  reelle  Partialbruchzerlegung. 

Verbindet  man  diesen  Satz  mit  dem  Satz  2  in  Nr.  383,  so  ge- 
langt man  zu  der  folgenden  allgemeinen  reellen  Zerlegung  einer 
gebrochenen  Funktion: 

Satz  10:  Ist  F(x)  :  f(x)  eine  reelle  gebrochene  rationale 
Funktion,  deren  Zähler  und  Nenner  relativ  prim  sind,  und  ist 
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der  Nenner  in  seine  verschiedenen  redien  linearen  und  quadra- 
tischen Faktorefi  zerlegt  tvorden: 

f(x)  =  (^x-aY--'{x  —  ly- {x^  i-px  +  qy-'-  (x^  +  rx  +  s)«, 
so  gibt  es  eine  reelle  Zerlegung  von  der  Form: 
^(^)_  /^/-.^  .  __A_    I    ^1 4-  .  .  .  +  ^^^ 


fz:^  +  ;r-^  +  ---  +  '^^ 


{x  —  iy-    {x  —  if-^  ^—^ 

'^  {x^^px-\-qf'      (x'-j-pxi-q)"'-^  x^-{-px-{-q 

Bx  +  S  B,x  +  S,  J^n-l^  +  ^.-l 

(oj^  +  rrc+s)"     (x^i-rx-j-s)''-^  x^-\-rx-\-s    ' 

wobei  G(x)  eine  reelle  ganze  rationale  Funktion  bedeutet,  die 
auch  gleich  Nidl  sein  kann,  während  die  in  den  Zählern  auf- 
tretenden Größen  reelle  Konstanten  sind. 

396.  Nur  eine  Art  der  reellen  Fartialbruchzer- 
leguug.  Nach  den  Auseinandersetzungen  in  Nr.  384  können 
wir,  um  zu  zeigen,  daß  es  nur  eine  solche  reelle  Zerlegung 
gibt,  voraussetzen,  daß  dies  schon  für  diejenigen  Partialbrüche 
bewiesen  Avorden  sei,  die  zu  den  linearen  Faktoren  x  —  a,-"X  —  l 
gehören.  Dasselbe  zeigen  wir  nun  auch  für  die  übrigen  Glieder 
der  Entwicklung.  Es  möge  also  eine  zweite  Entwicklung  wie 
die  des  Satzes  10  angenommen  werden;  wir  bezeichnen  in  ihr 
die  Konstanten  mit  denselben  Buchstaben,  aber  mit  Akzenten 
versehen,  und  setzen  also  statt  m  und  n  die  Zeichen  m  und  n. 
Wenn  nun 
(1)  _Z^±^     ,,d     — ^-^^  +  ^ 

{x'  +  px-^qf'  {^x'J^px-^qT 

die  Glieder  der  beiden  Entwicklungen  sind,  die  im  Nenner 
x^ -\- px -\- q  in  der  höchsten  Potenz  enthalten,  so  sei  etwa 
m  >  rn.  Alsdann  multiplizieren  wir  die  Gleichung,  die  sich 
ergibt,  wenn  die  eine  Entwicklung  der  anderen  gleichgesetzt 
wird,  mit  der  m*®^  Potenz  von  x"^  -{-  px  -[-  q  Dann  verschwin- 
den alle  Nenner  mit  x^  -\-  px  -\-  q,   aber  alle  Glieder  enthalten 
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x^  -\-  px  -\-  q  als  Faktor  mit  Ausnahme  von  Px  +  Q.  Da  die 
Formel  für  alle  Werte  von  x  gelten  soll^  so  muß  sie  auch 
für  die  beiden  NuUstellen  x  =  h  +  ik  von  x^  -{-  px-\-  q  be- 
stehen^ für  die  alle  Glieder  mit  Ausnahme  von  Px -\-  Q  ver- 
schwinden, so  daß  P{h  +  ih)-^Q  =  0  sein  muß,  also  Ph-\-Q  =  0 
und  Plv  =  0,  weil  P  und  Q  reell  sind.  Wegen  h=^0  ist  mit- 
hin P  =  0  und  Q  =  0,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
Folglich  kann  nicht  m  >  m'  sein.  Ebenso  kann  auch  nicht 
m  >  m  sein.     Also  muß  m  =  m    sein. 

Wenn  wir  nun  wieder  die  ganze  Gleichung  mit  der  m*®°  Po- 
tenz von  x'^ -{- px -\- q  multiplizieren,  so  enthalten  alle  Glieder 
den  Faktor  x"^  -^  px  -{-  q,  nur  nicht  die  Glieder  Px  -\-  Q  und 
P'x  +  Q'.  Wird  wieder  x  =  h  ±  ik  gesetzt,  so  bleibt  also 
übrig: 

PQi±  ih)  +  Q  =  P\h±  ih)  -f-  Q\ 
d.  h.: 

(P-P')h  +  {Q-Q')  =  0,       {P-P')h^O, 

woraus  P  =  P'  und   Q  =  Q'  folgt. 

Hiernach  können  wir  in  der  Formel,  die  durch  Gleich- 
setzen der  beiden  Entwicklungen  gewonnen  wurde,  die  Glieder 
(1)  auf  beiden  Seiten  streichen.  Dasselbe  Verfahren  lehrt  dann, 
auf  die  übrig  gebliebene  Gleichung  wiederholt  angewandt,  daß 
auch  alle  anderen  Glieder  rechts  und  links  übereinstimmen. 

Satz  11:  Es  gibt  nur  eine  reelle  Zerlegung  einer  gebrochenen 
rationalen  Funktion  in  der  in  Satz  10,  Nr.  395,  angegebenen  Form. 

397.  Methode  zur  Berechnung.  Um  die  reelle  Zer 
legung  wirklich  zahlenmäßig  auszuführen,  wird  man  die  ganze 
Funktion  G{x)  und  die  zu  den  reellen  Nullstellen  des  Nenners 
gehörigen  Partialbrüche  nach  den  in  Nr.  385—393  angegebenen 
Methoden  ausrechnen.  Die  Brüche,  die  zu  den  konjugiert  kom- 
plexen Nullstellen  des  Nenners  gehören,  kann  man  dann  nach- 
einander nach  derjenigen  Methode  bestimmen,  die  beim  Beweise 
des  Satzes  8  in  Nr.  394  angewandt  wurde.  Auch  die  Methode 
der  unbestimmten  Koeffizienten  ist  brauchbar. 

Wenn  insbesondere  alle  konjugiert  komplexen  Nullstellen 
des  Nenners  einfache  Nullstellen  sind,  kann  man  die  reelle 
Entwicklung  auch  so  ableiten,  daß  man  zuerst,  ohne  Rück- 
sicht darauf,  ob  die  Nullstellen  reell  oder  komplex  sind,  die 
396,  397] 
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allgemeine  Entwicklung  nach  Nr.  385  aufstellt  und  dann  jedes- 
mal die  beiden  zu  konjugiert  komplexen  Nullstellen  gehörigen 
Brüche  auf  ihren  gemeinsamen  Nenner  bringt.  Sind  nämlich 
li  +  ik  zwei  einfache  konjugiert  komplexe  Nullstellen  des 
Nenners,  so  ergeben  sich  nach  (3)  in  Nr.  385  in  der  Ent- 
wicklung die  beiden  Glieder: 

,   .  F(Ji-\-  ik) Fih  —  ik) 

^^^  f\h-{-ik){x  —  h  —  ik)  '^  f(Ji  —  ik){x  —  h-\-ik)' 

Sind   in  FQi  -\-  ih)  \  f'Qi  -\-  ih)    die    reellen    Glieder    von    den 
rein   imaginären   getrennt   worden,   d.  h.   ist   dieser   Bruch    auf 
die  Form  A-\-iB  gebracht  worden,  so  hat  F(Ji  —  iJc):f(Ji—ik) 
die  Form  A  —  iB.     Also  ist  die  Summe  (1)  gleich: 
A-^iB  A  —  iB  'iAx—^{A'h-\-Bk) 


x  —  h  —  ik    '    x  —  'h-\-ik  {x  —  h)^ -\- k^ 

und  somit  auf  die  verlangte  reelle  Form  gebracht. 

398.  Die  Interpolatiousformel  von  Lagrauge.    Als 

Anhang  erwähnen  wir  noch  die  Formel,  mittels  derer  man 
die  Aufgabe  löst,  diejenige  gatize  rationale  Funktion  von  x 
vom  höchstens  w*®""  Grade  zu  berechnen,  die  für  n  -\-  1  ver- 
schiedene gegebene  Werte  x^,  x-^,  .  .  .  x^^  von  x  die  gegebenen 
Werte  Uq,  u^,  .  .  •  w„  hat.  Gäbe  es  ^tvei  verschiedene  derartige 
Funktionen  F(x)  und  G{x)  vom  höchstens  n^^  Grade,  so  wäre 
die  Funktion  F{x)  —  G(x)  für  x  =  Xqj  x^,  .  .  .  x^  gleich  Null, 
also  für  n  -\-[l  verschiedene  Stellen,  während  sie  doch  vom 
höchstens  w**'^  Grade  ist  und  mithin  nur  n  verschiedene  Null- 
stellen haben  kann.  Sicher  kann  es  also  höchstens  eine  Funk- 
tion von  der  verlangten  Art  geben. 

Um   zu   zeigen,   daß   es   eine  gibt   und  welche  Gestalt  sie 
hat,  setzen  wir: 

(1)  f(^)  =  (^  -  ^o)  (^  -  ^i)  •  •  •  (^  -  xj. 
Alsdann  kommt: 

(2)  fioc,)  =  (x,  -  a^o)  •  •  •  (x,  -  x,_^)  {x,  -  x,^^)  -"(x,-  x^). 

Es  ist  f{x)  vom  (n  -f  1)**''  Grade.  Wenn  nun  F(x)  irgend  eine 
ganze  rationale  Funktion  vom  höchstens  n^^^  Grade  bedeutet,  gibt 
es  nach  (3)  in  Nr.  385  eine  Entwicklung  von  der  Form: 

F(po)  _  Fix,)  _       1  FM  .       1       +  .  .  .  +  ^^  .       ^      . 

/■(aJ)        f'M    x—x^^f{x^)    x  —  x^'^         "^  /"  {x„)    x  —  x„ 

[397,  398 
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Dabei  wird  vorausgesetzt,  daß  F{x)  keine  der  Stellen  x^,  x^, 
.  .  '  x^  als  Nullstelle  hat.  Multiplikation  mit  f(x)  gibt  wegen 
(1)  und  (2),  wenn  noch: 

gesetzt  wird: 

[Xq       X.^){Xq       X^)  •  ••{Xq       XjJ  (X^        ^o)C^1        ^2/  ■  ■ '  (^1        ^n) 

...  -L  u     (^  ~  ^o)  ix  —  x^)---{x  —  ^^_i)    ^ 

Hier  liegt  offenbar  eine  ganze  rationale  Funktion  von 
höchstens  n*®""  Grade  vor,  die  für  x  =  Xq,  x^,  ...x^^  die  Werte 
Uqj  u^,  .  .  .  u^  hat,  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  es  die 
einzige  ganze  rationale  Funktion,  die  für  die  n  -{-1  verschie- 
denen Werte  Xq,  x^,  .  .  .  x^^  von  x  die  vorgeschriebenen  Werte  u^, 
u^j .  .  .  u^  hat. 

Diese  Gleichung  heißt  die  Interpolationsformel  von  Lagrange. 
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Die  Zahlen  bedeuten  nicht  die  Seiten,  sondern  die  Nummern  des  Textes. 

In  der  Regel  gehen  unter  ein  und  demselben  Stichworte  die  allgemeineren 

Begriffe  den  spezielleren  voran.     Funktion  ist  mit  Fkt.  abgekürzt. 


A. 

Abbildung  einer  Fläche  282,  351. 

Abhängige  Veränderliche  6, 
neue  94,  95,  99,  100. 

Abhängigkeit  s. Unabhängigkeit. 

Ableitung(en)  einer  Fkt.  v.  einer 
Veränderlichen  27,  überall  gleich 
Null  29,  positiv  oder  negativ  30, 
als  Differentialquotient  32,  63, 
als  Grenzwert  des  Differenzen- 
quotienten 32,  höherer  Ordnung 
59—61,  63,  logarithmisch  35,  47, 
partiell  s.  part.  A.,  einer  kompl. 
Fkt.  368,  einer  analyt.  Fkt.  370, 
ausgedrückt  durch  die  Abi.  nach 
Hilfsveränd.  93,  bei  Einführung 
neuer  Vera  nderl.  94 — 96,  99,  einer 
Fkt.  d.  rechtwinkl.  Koord.  durch 
Abi.  nach  Polarkoord.ausgedr.  94, 
97.  98,  d.  Koord.  einer  Kurve  nach 
d.  Bogenlänge  194,  259,  d.  Koord. 
einer  ebenen  Kui-ve  nach  d.  Tan- 
gentenwinkel 213,  d.  Richtungs- 
kosinus des  begleitenden  Drei- 
kants einer  Raumkurve  272,  d. 
Richtungskosinus  d.  Flächennor- 
male 318,  319,  322,  homogener 
Fktn.  91,  139,  175,  256,  d.  natürl. 
Logarithmus  im  komplexen  Be- 
reiche 376,  d.  Krümmung  einer 
ebenen  Kurve  195,  218,  siehe  auch 
Differentialquotient. 

Absoluter  Betrag  4,  355 — 357. 

Absolut  genommene  Zahl  4. 

Abszisse  u.  Abszissenachse  7. 

AbwickelbareFlächen  282,351. 

Abwicklung  eines  Fadens  201, 
291,  V.  Tangentenflächen  282,  351, 
der  Polarfläche  294. 


Abzahlung  d.  Wendepunkte  180. 

Achsen  s.  Koordinatenachsen, 
Krümmungsachse ,  Schrauben- 
achse. 

Addition  1,  354,  356,  konvergent. 
Reihen  103,  362. 

Akzent  als  Differentiationszeichen 
32. 

Algebraische  Fktn.  6,  39,  Glei- 
chungen378,  Operationen  6,  ebene 
Kui-ven  177—180,  187,  202,  Flä- 
chen 256,  Raumkurven  256. 

Algebraisch  rektifizierbare 
Kurven  202. 

Amplitude  203,  355. 

Analogien  zw.  Diffqn.  v.  Produk- 
ten u.  Produkten  v.  Summen  71, 
73,  zw.  Diffqn.  u.  Funktionalde- 
terminanten 81. 

Analytische  Fktn.  365—374,  380, 
Geometrie  7. 

Anfangspunkt  7,  203,  355. 

Anordnuugea  der  Reihenglie- 
der in  verschiedener  Art  107. 

Archimedische  Spirale  245. 

Arkustangens  durch  Logarith- 
mus ausgedrückt  377. 

Assoziation  1,  354. 

Astroide  238,  249. 

Asymptoten  171,  der Dupinscheu 
Indikatrix  316. 

Asymptotische  Punkte  246, 
247. 

Auflösung  u.  Auflösbarkeit  54 — 
58,  77—80. 

Außenseite  253. 

Axiom  d.  Stetigkeit  d.  Geraden  3, 
über  d.  unendlich  fernen  Punkt 
d.  Geraden  175. 
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B. 

Basis  von  Logarithmen  11,  48,  von 
Potenzen  5. 

B  e  dingte  Konvergenz  104, 107, 108. 

Begleitendes  Dreikant  einer 
Kurve  262,  264,  einer  Flächen- 
kurve 323,  als  Achsenkreuz  be- 
nutzt 273,  283. 

Benachbarte  Erzeugende  einer 
Linienfläche  344. 

Bereich  der  rationalen  Zahlen  1, 
d.  reellen  Zahlen  2,  d.  komplexen 
Zahlen  354,  d.  Veränderlichkeit 
6,  365. 

Berührung  höherer  Ordnung 
von  ebener  Kurve  u.  Tangente  172, 
von  ebenen  Kurven  214—218,  von 
Kurve  und  Fläche  266—268,  von 
Raumkurven  298—300,  von  Flä- 
chen 301—302. 

Bezeichnung  d.  Fktn.  6,  d.  Ab- 
leitungen 32,  64,  66,  178,  d.  Sum- 
me 99. 

Bild  einer  Fkt.  7,  167. 

Bildpunkt  e.  reellen  Zahl  3,  einer 
komplexen  Zahl  355,  eines  Werte- 
paares x,y  7. 

ßinomialreihe  125,  126,  374. 

Binormale  262,  265,  270,273,  der 
Gratlinie  der  Polarfläche  285. 

Bogen differential  od.-element 
der  ebenen  Kurven  193,  195,  205, 
der  Raumkurven  257 — 259,  der 
sphärischen  Indikatrix  der  Tan- 
genten 260,  290,  der  sphärischen 
Indikatrix  d.  Binormalen  271,  d. 
Ellipse  222,  d.  Hyperbel  223,  d. 
Parabel  224. 

Bogenlänge  der  ebenen  Kurven 
193,  194,  der  Evoluten  200—202, 
der  Raumkurven  257,  259,  260, 
264,  265,  271,  der  Epi-  u.  Hypo- 
zykloide 241,  der  gemeinen  Zy- 
kloide 234,  236,  der  logarithm. 
Spirale  247,  der  Parabel  224. 

Bogenmaß  der  Winkel  9. 

Bonnets  Satz  über  d.  Schnittkurve 
zweier  Flächen  325. 

Brechungsgesetz  145. 

Breitenkreise  348. 

Bruch  positiv  und  echt  1,  stetig 
23,  differenziert  36,  43,  75,  368, 
von  der  Form  0  :  0  oder  oo  :  CX) 
129 — 133,  von  Kontingenzwinkel 
u.  Bogenelement  1 95,von  Torsions- 


winkel u.  Bogenelement  271,  von 
zwei  aufeinanderfolgenden  Glie- 
dern einer  Reihe  105. 

Charakteristiken  einer  Flächen- 
schar 278 — 280,  einer  Tangenten- 
fläche 281,  einer  Polarfläche  284. 

Cauchys  Restform  113,  116. 

1). 

Darstellung  der  Zahlen  durch 
Strecken  oder  Punkte  3,  355. 

Definites  vollständiges  Differen- 
tial 2.  Ordnung  157,  158. 

Determinante  der  Ableitungen 
mehrerer  Fktn.  275,  d.  Richtungs- 
kosinus des  begleitenden  Drei- 
kants 264,  siehe  auch  Funktional- 
determinante. 

Dezimalbrüche  1 — 3. 

Differentiale  32,  60,  93,  partiell 

66,  höherer  Ordnung  60,  93,  voll- 
ständig s.  vollständ.  Differential. 

Differentialgleichung  gewöhn- 
lich s.  gewöhnl.  Diffgl.,  partiell 
s.  part.  Diffgl.,  d.  Fallkurven  341, 
der  Haupttangentenkurven  316, 
der  Höhenkurven  340,  der  Krüm- 
mungskurven 319,  d.  Krümmungs- 
kurven des  Ellipsoids  337,  d.  Zy- 
kloiden 232. 

Differentialquotient(en)32,66, 
368,  e.  zusammengesetzten  Fkt. 
33,  41,  42,  44,  als  Grenzwerte 
von  Differenzenquotienten  32,  63, 

67,  d.  analyt.  Fktn.  368,  370,  d. 
inversen  Fkt.  37,  d.  unentwickel- 
ten Fktn.  54 — 58,  höh.  Ordnung 
60,  61,  68—73,  76,  höh.  Ordng. 
V.  unentwickelten  Fktn.  82—84, 
höherer  Ordnung  von  zusammen- 
gesetzten Fktn.  68 — 73,  bei  Ein- 
führung neuer  Veränderlicher  93 
—  100,  von  entwickelten  algebra- 
ischen Fktn.  39,  V.  Fktn.  ganzer 
linearer  Fktn.  70,  73,  v.  Brüchen 
36,  43,  von  Exponentialfunktionen 
48 — 50,  61,  373,  von  goniometri- 
schen  Fktn.  51,  61,  373,  375,  von 
hyperbolischen  Fktn.  117,  von  Lo- 
garithmen 47,  49,  50,  52,  61,  376, 
von  Potenzen  38,  47,  368,  von 
Produkten  35,  43,  71,  von  Sum- 
men 29,  34,  43,  368,  von  Wurzeln 
38,  von  zyklometrischen  Fktn.  53, 
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s.  auch  Ableitungen,  partielle  Ab- 
leitungen u.  partielle  Differential- 
quotienten. 

Differentialrechnung  32. 

Differentiation  oder  Differen- 
zieren 32. 

Differenz(en)  32,  62,  63.  65,  aus- 
gedrückt durch  Differentiale  114, 
137,  höherer  Ordnung  62,  65, 
zweier  Fktn.  konstant  29,  zwischen 
Kurvenbogen  und  Sehne  265. 

Differenzen  quo  tient32,höherer 
Ordnung  63,  partiell  67. 

Differenzierbare  Fktn.  167. 

Dipolare  Koordinaten  209. 

Distribution  1,  354. 

Divergenz  101,  103,  105,  360,  363. 

Division  1,  354,  356,  mit  Null 
nicht  statthaft  1,  354. 

Doppelpunkt  183,  189. 

Drehung  des  Achsenkreuzes  171, 
179,  190,  214,  225,  247,  298,  301. 

DreifachesFlächensystem327, 
orthogonal  328—332,  bestehend 
aus  orthogonalen  Flächen  2.  Ordn. 
333,  334,  338,  339. 

Dreikant  s.  begleitendes  Dreikant. 

Dupinsche(r)  Indikatrizen  311 — 
313,  315,  316,  Satz  über  dreifache 
orthogonale  Flächensysteme  332. 

Durchschnittliche  Krümmung 
e.  Kurvenbogens  195,  260,  e.  Flä- 
chenstückes 318. 

dx^  dy,  Jx,  Jy  32,  dx,  cy,  cz 
usw.  66. 

E. 

€  45,  46,   118. 

Ebene  als  Bildebene  f.  Fktn.  von 
einer  Veränderlichen  7,  als  Flä- 
che mit  lauter  Nabelpunkten  322, 
340,  als  Träger  der  komplexen 
Zahlen  355. 

Ebene  Kurve  7,  27,  28,  40,  93, 
167 — 250,  275,  dargestellt  mittels 
einer  Hilfsveränderlichen  93,  168, 
190,  191,  dargestellt  mittels  d. 
Bogenlänge  194,  in  homogenen 
Koordin.  175 — 180,  in  Polarkoor- 
din.  203—208,  dargestellt  mittels 
des  Tangentenwinkels  213,  als 
Eaumkurve  260,  275,  als  P]in- 
hüllende  der  Tangenten  213,  al- 
gebraisch 177—180,  202,  Hesse- 
sche 178,  179,  zweiter  Ordnung 
s.  Kegelschnitt,  dritter  Ordnung 
180,  V.  konstanter  Krümmung  1 96, 


m.  konst.  Subnormale  40,  v.  d. 
Krümmung  Null  196,  mit  lauter 
Scheiteln  218,  als  Krümmungs- 
kurve 324,  325. 

Ebenenschar  281,  349. 

Ecke  27,  182,  187. 

Eigentlicher  Scheitel  2 1 8,  Wende- 
punkt 172,  174. 

Einfalls-  u.  Brechungswinkel 
145. 

Einführung  neuer  Veränderlicher 
93—100. 

Einheit  der  Fläche  192,  221,  der 
Länge  3,  7,  des  Winkels  9. 

Einheitspunkt  3,  355. 

Einheitswurzeln  358. 

Einhüllende  einer  ebenen  Kur- 
venschar 210—212,  249,  250,  einer 
Ebenenschar  s.  Tangentenfläche, 
einer  Flächenschar  278—280,  e. 
G-eradenschar  in  der  Ebene  213, 
250,  der  Normalen  einer  ebenen 
Kurve  212,  der  Normalebenen  s. 
Polarfläche,  der  Schmiegungs- 
ebenen  s.  Tangentenfläche. 

Einschalten  in  Logarithmentafeln 
124. 

Elementare  Funktionen  44. 

Elimination  von  willkürlichen 
Konstanten  80 — 88,  von  willkür- 
lichen Fktn.  89,  90. 

Ellipse  55,  174,  209,  220,  222,  228, 
312,  313,  315,  31(5,  334—336. 

Ellipsoid  307,  333—337. 

Elliptische  Flächenpunkte  312, 
316,  Koordinaten  333. 

Endpunkt  181,  187. 

Entwickelte  Funktionen  6,  alge- 
braische Fktn.  differenziert  39. 

Enveloppe  s.  Einhüllende. 

Epizykloide  237—244,  250. 

Erste  Ableitung  59,  s.  auch  Ab- 
leitung u.  Dift'erentialquotient. 

Erzeugende  e.  Liuienfl.  343,  344. 

Eulerscher  Satz  über  homogene 
Fktn.  92,  139,  über  die  Krüm- 
mungen der  Normalschnitte  308. 

Evolute  199—202,  213,  218,  289, 
einer  algebraischen  Kurve  202,  d. 
Ellipse  228,  der  Epi-  u.  Hypo- 
zykloide 243,  der  gem.  Zykloide 
236,  der  Hyperbel  229,  d.  loga- 
rithm.  Spirale  247,  248,  d.  Parabel 
230,  s.  auch  Filar-  u.  Planevolute. 

Evolventen  199—201,  213,  218, 
d.  Kreises  244,  s.  auch  Filar-  u. 
Planevolventen. 
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Explizite  Fktn.  6. 

Exponentialfunktionen  8,  23, 
48—50,  117,  131,  186,  373,  als 
Grenzen  algebraischer  Fktn.  136. 

Extremwerte  siehe  Maxima  und 
Minima. 

F. 

Fallkurven  341,  342. 

Fermatsches  Problem  145. 

Filarevoluten  291,  292,  321,  e. 
ebenen  Kurve  293,  bei  Abwick- 
lung der  Polarfläche  294. 

Filarevolventen  291. 

Flächen  im  Räume  7,  162,  251, 
253—256,  266,  267,  278—280, 
301—321,  323—326,  340,  341,  in 
homogenen  Koordin.  256,  ab- 
wickelbar 351,  algebraisch  256,  mit 
Krämmung  Null  350,  mit  lauter 
Nabelpunkten  322,  zweiter  Ord- 
nung 310,  333 — 342,  s.  auch  Linien- 
flächen, Polarfläche,  Tangenten- 
fläche usw. 

Flächeninhalt  ebener  Kurven 
192,  204,  krummer  Flächenstücke 
318,  der  Ellipse  220,  der  Epi-  u. 
Hypozykloide  241,  der  gem.  Zy- 
kloide 233,  241,  der  Hyperbel  221, 
der  Parabel  219. 

Flächenkurve  253,  303— 305,  323, 
siehe  auchHaupttangentenkurven, 
Krümmungskurven  usw. 

Flächennormale  253,  318,  319, 
322—324. 

Flächenpunkt  304—318,  320. 

Flächenschar267,278— 280,  302. 

Flächensystem  siehe  dreifaches 
Flächensystem. 

Folgen  aus  gegebenen  Gleichungen 
79. 

Forderung  %  27,  83  68,  (S  77. 

Formale  Gesetze  1,  2,  354. 

Frenetsche  Formeln  272. 

Fundamentalsatz  der  Algebra 
378. 

Funktion (en)  6,  graphisch  dar- 
gestellt 7,  167,  definiert  durch 
Gleichungen  54—58,  77,  82—85, 
im  komplexen  Bereiche  365,  un- 
abhängig voneinander  77 — 81, 
stetig  s.  Stetigkeit  einer  Fkt.,  v. 
linearen  Fktn.  70,  73,  als  Potenz- 
reihen s.  Taylorsche  u.  Maclau- 
rinsche  Reihe  und  127,  128,  365 
— 372,  mit  denselben  Ableitungen 
oder  vollständigen  Differentialen 


29,  74,  m.  konst.  Ableitung  32,  m. 
konstanter  Differenz  29,  74,  m. 
der  Ableitung  oder  dem  voil>tänd. 
Differential  Null  29,  74,  wachsend 
oder  abnehmend  23,  30,  s.  auch 
algebraische,  analytische,  ele- 
mentare, ganze,  gebrochene,  ho- 
mogene, hyperbolische,  unent- 
wickelte, zusammengesetzte  Fktn. 
usw. 
Funktionaldeterminante  56 — 
58,  80,  81,  90. 

G. 

Ganze  rationale  Funktionen 
6,  23,  zur  Darstellung  algebr. 
Kurven  u.  Flächen  177—180,  187, 
202,  256,  im  komplexen  Bereiche 
366,  378,  mit  reellen  Koeffizienten 
378,  relativ  prim  379,  mit  ge- 
gebenen Werten  an  gegebenen 
Stellen  398,  bei  der  Partialbrach- 
zerlegung  383,  384,  392. 

Ganze  Zahlen  1. 

Gaußisches  Krümmungsmaß 
318,  gleich  Null  350. 

Gebrochene  rationale  Funk- 
tionen 6,  23,  im  komplexen  Be- 
reiche 366,  379,  380,  zerlegt  in 
Partialbrüche  s.  Partialbruchzer- 
legung,  zerlegt  in  eine  Summe  von 
zwei  Brüchen  382,  mit  einfachen 
Null  stellen  des  Nenners  385,  386. 

Gebrochene  Zahlen  1. 

Gemeine  Schraubenlinie  295, 
297. 

Gemeine  Zykloide  231  —  236, 
239,  241. 

Geometrische  Addition  von 
Strecken  oder  Vektoren  356. 

Geometrische  Progression  101, 
104. 

Gerade  32,  als  Erzeugende  einer 
Linienfläche  343—347,  353,  in 
homogenen  Koordinaten  175,  als 
Hypozykloide    238 ,    oskulierend 

217,  als  Kurve  m.  lauter  Scheiteln 

218,  als  Kurve  von  der  Krümmung 
Null  196,  als  Träger  der  reellen 
Zahlen  3,  355. 

Gewöhnliche  Differentiale  u. 

Differentialquotienten  66. 
Gewöhnliche        Differential- 

gleichung(en)  1.  Ordn.  86,  87, 

höherer   Ordnung  88,    der   gem. 

Zykloiden   mit  gleicher  Basis  u. 

gleicher  Höhe  232. 
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GrewöliiilicherLogarithmus47, 
122—124. 

Gleichmäßige  Konvergenz  364. 

Gleichungen  (3,  77 — 80,  unab- 
hängig voneinander  79,  unver- 
träglich 79,  7?^*^"  Grades  378,  zur 
Definition    unentwickelter    Fktn. 

8.  diese. 

Gliedweise  Differentiation  v. 

Potenzreihen  368—370. 
Goniometrische      Funktionen 

9,  23,  26,  44,  51,  373,  375,    ihre 
nat.  Logarithmen  52. 

Graphische  Darstellung  der 
Zahlen  3,  355,  d.  Addition,  Sub- 
traktion, Multiplikation,  Division 
356,  d.  Fktn.  7,  167,  d.  inversen 
Fktn.  10. 

Gratlinie  279,  280,  der  Fläche 
der  Normalen  längs  einer  Krüm- 
mungskurve 321,  der  Polarfläche 
284—286,  d.  Polarfläche  als  Plan- 
evolute 290,  d.  Polarfläche  einer 
Kurve  konstanter  Krümmung  288, 
der  Tangentenfläche  281—283. 

Grenze  zwischen  zwei  Zahlen- 
klassen 2. 

Grenzlage  des  Schnittpunktes  be- 
nachbarter Normalen  einer  ebenen 
Kurve  198,  der  Schnittlinie  be- 
nachb.  Normalebenen  einer  Raum- 
kurve 263,  der  Ebene  durch  Kur- 
veutangente  u.  benachb.  Kurven- 
punkt 269,  d,  Schnittes  benachb. 
Flächen  278,  d.  Schnittes  benachb. 
Gratlinien  279,  d.  Tangente  als 
Asymptote  171. 

Grenzmaxima  u.  -minima  148, 
163. 

Grenzübergang  f.  drei  Werte 
des  Parameters  277. 

Grenzwert  13—22,  24,  26,  bei 
wachsendem  x  13,  bei  abnehmen- 
dem X  14,  bei  wachsendem  und 
abnehmendem  x  15,  unendlich 
bei  endlichem  x  17,  endlich  bei 
unendlichem  x  18,  unendlich  bei 
unendlichem  x  19,  d.  Difi"erenzen- 
quotienten  32,  63,  67,  zur  Defini- 
tion der  Ableitung  27,  368,  dem 
Funktionswerte  gleich  20,  22,  367, 
einer  Fkt.  v.  mehreren  Veränderl. 
16,  einer  analyt.  Fkt.  366,  einer 
stetigen  Fkt.  20—22,  einer  Fkt. 
von  Funktionen  24,  durch  Ein- 
engung bestimmt  25,  einer  Glie- 
dersumme einer  Reihe  101 — 104, 


359  —  364,  des  allgem.  Gliedes 
einer  Reihe  103,  359,  des  Quo- 
tienten aus  benachb.  Gliedern 
einer  Reihe  105,  der  n^'''^  Wurzel 
aus  dem  n^^^  Gliede  einer  Reihe 
105,  Null  u.  Unendlich  u.  seine 
Ordnung  127,  eines  Bruches  24, 
eines  Bruches  od.  Produktes  von 
unbestimmter  Form  129  — 135, 
eines  Produktes  24,  einer  Summe 
24,  des  Verhältnisses  von  Bogen 
u.  Sehne  193,  257,  260.  271,  des 
Quotienten  aus  einem  Flächen- 
stücke  u.  seinem  sphärischen  Bilde 
318,  einer  ganzen  rationalen  Fkt. 
im  komplexen  Bereiche  366,  von 
sin  x  :  X  und  tg  x  :  x  26,  131,  von 
(1  +  1 :  m)"*  45,  46,  von  {l-\-x:  m)"' 
136,  von  oox  135. 

Größen  s.  Konstante  u.  Veränder- 
liche. 

Größte  Werte  s.  Maxima  und 
Minima. 

Größte  ganze  Zahl  [ic],  in  x 
enthalten,  13,  14. 

Grundsatz  von  der  Erhaltung 
der  formalen  Gesetze  1,  2,  354. 


H. 

Häufungsstelle  359. 

Hauptkrümmuugen  u.  -krüm- 
mungsradien  308 — 313,  315 — 
318. 

Hauptnormalen  261,  der  Filar- 
evolute  292,  der  Gratlinie  der 
Polarfläche  275,  der  Krümmungs- 
kurven 324. 

Hauptschnitte  eines  Flächen- 
punktes 306,  307,  317,  320. 

Haupttangenten  316,  320. 

Haupttangentenkurven  316. 

Hauptwert  des  natürlichen  Loga- 
rithmus 376. 

Hessesche  Determinante  und 
Kurve  178,  179,  187. 

Hilfsveränderliche  93,  155,  168, 
251. 

Höhenkurven  340—342. 

Höhere  Differentialquotien- 
ten u.  Ableitungen  s.  Differen- 
tialquotienten. 

Homogene  Eunktionen  91,  139 
175 — 180,  256,  ganz  u.  rational 
177,  256. 

Homogene  Koordinaten  in  der 
Ebene  175 — 180,  im  Räume  256. 
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Hyperbel  117,  209,  221,  223,  229, 
312,  313,  315,  316,  334,  336. 

Hyperbolische  Flächenpunkte 
312, 316,  Funktionen  117,  373,  375, 
Logarithmen  221,  Spirale  246. 

Hyperboloide  im  dreifachen  or- 
thogonalen Flächensysteme   333. 

Hypozykloide  237—243,  249. 

I. 

Imaginäre  Achse  355,  Einheit 
354,  Nullstellen  einer  ganzen  ra- 
tionalen Fkt.  378,  394,  Zahlen 
354—357,  Zahlen  konjugiert  355. 

Implizite  Funktionen  s,  unent- 
wickelte Fktn. 

Index  als  DifFerentiationszeichen 
64,  66,  178. 

Indikatrix  s.  Dupinsche  u.  sphä- 
rische Indikatrix. 

Inflexionspunkt  s. Wendepunkt. 

Interpolation  in  Logarithmen- 
tafeln 124. 

Interpolationsformel  398. 

Inverse  Fktn.  10,  37,  49,  53,  81, 
327,  Operationen  1. 

Irrationale  Zahlen  2. 

Isolierte  Punkte    185,  189,  190. 

J. 

Jacobische   Determinante   80. 
Joachimsthalscher  Satz  324. 


Kanal  flächen  mit  ebener  Leit- 
linie 352. 

Kardioide  238. 

Katakaustika  250. 

Kegel  281,  346,  2.  Ordn.  im  drei- 
fachen orthogonalen  Flächen- 
systeme 338. 

Kegelschnitt  40,  86,  176,  226, 
227,  311—313,  315,  316,  s.  auch 
Ellipse,  Hyperbel,  Parabel. 

Kettenlinie  225. 

Kleinste  Werte  s.  Maxima  u.  Mi- 
nima. 

Kommutation  1,  354. 

Komplexe  Zahlen  354 — 357,  kon- 
jugiert 355. 

Konfokale  Kegelschnitte  86,  209, 
Flächen  2.  Ordn.  333. 

Konjugierte  Durchmesser  der 
Dupinschen      Indikatrizen      315, 


Hyperbeln  313,  komplexe  Zahlen 
355,  378,  394,  Tangenten  315. 

Konkavität  u.  Konvexität  173. 

Konoide  347. 

Konstante  6,  als  Funktion  23,  29, 
Faktoren  u.  Summanden  35. 

Kontingenzwinkel  bei  ebenen 
Kurven  195,  bei  Raumkurven 
260,  272,  der  Gratlinie  der  Polar- 
fläche 286. 

Konvergenz  101,  360,  bedingt 
104,  107,  108,  Kennzeichen  da- 
für 102—105,  362,  durch  Reihen- 
vergleichung festgestellt  105,  un- 
bedingt 104,  105,  109,  361,  362, 
gleichmäßig  364,  von  Potenzreihen 
112,  115,  116,  363,  V.  Produkten 
V.  Reihen  110,  v.  Reihen  m.  ab- 
wechselnd positiven  u.  negativen 
Gliedern  104,  v.  Summen  v.  Rei- 
hen 103,  d.  durch  gliedw.  Differen- 
tiation entstehenden  Reihe  369, 
der  Binomialreihe  125,  126,  374, 
der  geometrischen  Progression 
101,  104,  der  Reihen  für  Expo- 
nentialfktn.  117,  373,  der  Reihen 
für  Logarithmen  120,  der  Reihen 
für  Sinus  und  Kosinus  119,  373. 

Konvergenzkreis  und  -radius 
363  —  374,  der  Reihen  für  gebro- 
chene rationale  Fktn.  380. 

Koordinaten  7,  schiefwinklig  221, 
ausgedrückt  durch  Polarkoordi- 
naten 72,  81,  94,  97,  98,  251,  ho- 
mogen 175 — 180,  256,  krumm- 
linig 327. 

Koordinatenachsen  7,  gedreht 
171,  179,  190,  214,  225,  247,  298, 
301,  verlegt  in  das  begleitende 
Dreikant  273,  283,  für  einen  Flä- 
chenpunkt speziell  gewählt  306, 
308,  310,  321. 

Kosinus  9,  23,  51,  61,  119,  373, 
hyperbolisch  117,  373. 

Kosinuslinie  9. 

Kotangens  9,  23,  51,  375. 

Kotangenslinie  9. 

Kreis  40,  als  Kurve  konstanter 
Krümmung  196,  als  Kurve  mit 
lauter  Scheiteln  218,  -fktn.  44. 

Kreisevolvente  244. 

Krummlinige  Koordinaten 327. 

Krümmung  od.  Krümmungs- 
maß ebener  Kurven  195,  260,  von 
Flächen  318,  von  Flächenkurven 
304,  der  Gratlinie  einer  Polar- 
fläche   286,    der   Normalschnitte 


Sachregister. 


621 


eines  Flächenpunktes  305 — 315, 
von  Raiimkurven  '2G0,  des  Kreises 
u.  der  Geraden  196,  konstant  196, 
288,  in  Wendepunkten  195. 

Krümmungsachse  263,  276,  als 
Charakteristik  d.  Polarfläche  284. 

Krümmungskreis  bei  ebener 
Kurve  197.  bei  Raumkurven  263, 
als  oskulierender  Kreis  218,  300, 
beim  Kegelschnitt  226,  227,  bei 
Epi-  u.  Hypozykloiden  242,  bei 
gem.  Zykloiden  235,  s.  auch  Krüm- 
mungsmittelpunkt u.  -radius. 

Krümmungskurven  319  —  322, 
324—326,  als  Schnittlinien  von 
Flächen  325,  b.  dreifachem  ortho- 
gonalen Flächensysteme  332,  als 
Höhenkurven  340,  v.  Tangenten- 
flächen 325,  eben  324,  325,  sphä- 
risch 325,  des  Ellipsoids  334 — 337, 
der  Kanalflächen  mit  ebener  Leit- 
linie 352,  der  Kegel  346,  der  Kugel 
U.Ebene  322,  der  Rotationsflächen 
348,  der  Zylinder  345. 

Krümmungsmittelpunkt  bei 
ebenen  Kurven  197,  213,  als 
Grenzlage  198,  sein  geom.  Ort 
199,  bei  Raumkurven  263,  288, 
s.  auch  Krümmung  und  Krüm- 
mungskreis. 

Krümmungsradius  bei  ebenen 
Kurven  197,  in  Polarkoordinaten 
208,  der  Ellipse  222,  der  Epi-  u. 
Hypozykloide  242,  der  gem.  Zy- 
kloide 235.  der  hyperbol.  Spirale 
246,  des  Kegelschnitts  226,  bei 
Flächenkurven  304—309,  b.Raum- 
kurven  260,265,276.  s.  auch  Krüm- 
mung u.  Krümmungskreis. 

Kugel  in  Polarkoordinaten  251, 
258,  als  Fläche  mit  lauter  Xabel- 
punkten  322,  340,  im  dreifachen 
orthogonalen  Flächensysteme  338. 

Kurve  in  der  Ebene  siehe  ebene 
Kurve,  doppelter  Krümmung  275, 
deren  Tangenten  den  Normalen 
längs  einer  Flächenkurve  parallel 
sind,  323,  auf  einer  Fläche  s. 
Flächenkurve,  im  Räume  s.  Raum- 
kurve. 

Kurvenschar  in  der  Ebene  86, 
210—212,  216,  im  Räume  299. 

Kürzester  Abstand  zwischen 
zwei  Geraden  161,  344,  zwischen 
zwei  Kurven  160,  zwischen  Punkt 
u.  Fläche  162,  zwischen  Punkt 
u.  Kurve  146,  147. 


Lagrangesche  Interpolationsfor- 
mel 398,  Restform  112,  116,  137. 

Längeneinheit  3,  7. 

Legendresche  Transforma- 
tion 100. 

Lemniskate  55. 

Limes  15,  24,  s.  auch  Grenzwert. 

Lineare  Funktionen  32,  Gleichun- 
gen m.  konst.  Koeffizienten  zwi- 
schen mehreren  Fktn.  275,  par- 
tielle Differentialgleichung  1.  Ord- 
nung 89,  90. 

Linienflächen  343,  344,  353. 

Linksgewundene   Kurven  273. 

In  49. 

Logarithmische  Ableitung  35, 
36,  47. 

Logarithmen  11,  23,  44,  47,  49, 
120—124,  131,  376,  ausgedrückt 
durch  Arkustangens  377,  als  Gren- 
zen algebraischer  Fktn.  136,  der 
goniometrischen  Fktn.  52,  gleich 
den  Xumeris  50,  s.  auch  gemeine 
u.  natürliche  Logarithmen. 

Logarithmentafeln  124. 

Logarithmische  Spirale  247, 
248. 

M. 

Maclaurinsche  Reihe  (Satz)  116, 
138,  372. 

Mäntel  der  Tangentenflächen  282, 
283 

Maßstab  3. 

Maxima  und  Minima  von  Fktn. 
V.  einer  Veränderlichen  140 — 152 
mit  Ungleichungen  148,  v.  Fktn. 
von  mehreren  Veränderlichen 
153—155,  157,  159—166,  der  Ent- 
fernung eines  Punktes  von  einer 
Kurve  in  der  Ebene  146,  der  Ent- 
fernung eines  Punktes  von  einer 
Raumkurve  147,  der  Entfernung 
eines  Punktes  von  einer  Fläche 
162,  der  Entfernung  zwischen 
zwei  Geraden  161,  der  Entfernung 
zwischen  zwei  Kurven  160,  der 
Summe  der  Entfernungen  eines 
Punktes  von  drei  Punkten  163,. 
insbesondere  Grenzmaxima  und 
-minima  148,  163,  der  Krümmun- 
gen der  Normalschnitte  eines 
Flächeupunktes  306,  307,  ver- 
schiedene Beispiele  141,  143 — 145, 
148,  150,  159. 

Mechanische    Erzeugung    der 
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Evolyenten  201,  der  Filarevolven- 
ten  291. 

Mehrfache  Nullstellen  ganzer 
rationaler  Fktn.  378. 

Mehrfache  Punkte  s.  singulare 
Punkte. 

Meridiane  348. 

Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten  388. 

Meusnierscher  Satz  305. 

Minima  s.  Maxima  u.  Minima. 

Mittelwertsatz  für  eine  Fkt.  von 
einer  Veränderlichen  28,  63,  für 
zwei  Fktn.  von  einer  Veränder- 
lichen 31,  verallgemeinert  112, 137. 

Mittle  reKrümmung  eines  ebenen 
Kurvenbogens  195,  eines  Raum- 
kurvenbogens  260,  in  einem  Flä- 
chenpunkte 308. 

Mittlere  Torsion  eines  Kurven- 
bogens 271. 

Modul  der  Addition  u.  Multiplika- 
tion 1, 355,  der  gewöhnlichen  Loga- 
rithmen 122. 

Moivresche  Formel  358,  373. 

Multiplikation  1,  354,356,  einer 
unendlichen  Reihe  mit  einer  Zahl 
103,  zweier  unendlicher  Reihen 
110,  3G2. 

^\ 

Nabelpunkte  307,  312,  an  allen 
Stellen  der  Fläche  322,  längs  e. 
Flächenkurve  340,  des  Ellipsoids 
307,  335,  336. 

Natürliche  Logarithmen  47, 
49,  221,  376,  berechnet  120,  121, 
bezeichnet  mit  In  49. 

Natürliches  Winkelmaß  9. 

Negative  Zahlen  1. 

Neue  Veränderliche  93 — 100. 

Niveaukurven  340. 

Normalen  ebener  Kurven  40,  169, 
170,  200,  213,  von  Flächen  253, 
längs  Flächenkurven  323,  längs 
Krümmungskurven  319,  324,  von 
Raumkurven  252. 

Normalebene  252,  254. 

Normalenwinkel  169,  206. 

Normalschnitte  305—309. 

Null  1,  354. 

Nullpunkt  7,  203,  355. 

Nullstellen  von  rationalen  Fktn. 
378,379,  von  sinz,  cos  0,  e^  373. 

Null  wer  den  u.  seine  Ordnungs- 
zahl 127. 

Numerus  zu  berechnen  124. 


0. 

0rdinatenu.0rdinatenachse7. 

Ordnung  der  Berührung  s.  Be- 
rührung höherer  Ordnung,  des 
Null-  und  Unendlichwerdens  127. 

Ort  der  Krümmungsmittelpunkte 
einer  ebenen  Kurve  s. Evolute,  der 
Krümmungsachsen  einer  Raum- 
kurve s.  Polarfiäche,  der  Krüm- 
mungsmittelpunkte einer  Raum- 
kurv'e  292,  294,  der  Mittelpunkte 
der  Schmiegungskugeln  s.  Grat- 
linie der  Polarfläche. 

Orthogonale  Flächenscharen  s. 
dreifache  Flächensysteme ,  Tra- 
jektorien  der  Tangenten  s.  Evol- 
venten u.  Filarevolventen,  Tra- 
jektorien  d.  Xormalebenen  siehe 
Planevolventen. 

Orthogonalitätsbedingungen 
eines  dreifachen  Flächensystems 
328,  330. 

Oskulierende  Ebenen  268,  Flä- 
chen 267,  302,  Flächen  zweiter 
Ordnung  310,  311,  Geraden  217, 
Kegelschnitte  217,  Kreise  218, 
300,  Kugeln  276,  Kurven  in  der 
Ebene  216,  Kurven  im  Räume  299. 


Parabel  40,  86,  219,  224,  225,  230, 
313,  314. 

Parabolische  Flächenpunkte 
312,  316. 

ParalDoloide  im  dreifachen  ortho- 
gonalen Flächensysteme  339. 

Parameter  93,  210,  beim  Kegel- 
schnitte 226. 

Partialbruchzerlegung  381 — 
383,  Einzigkeit  384,  erste  Methode 
387,  zweite  Methode  388,  dritte 
Methode  389,  390,  allgemeine 
Darstellung  391—393,  im  Falle 
einfacher  Nullstellen  d.  Nenners 
385,  im  reellen  Bereiche  s.  reelle 
Partialbruchzerlegung. 

Partialdivision  379,  389. 

Partielle  Ableitungen  64,  65, 
als  partielle  Difi'erentialquotienten 
66,  unabhängig  von  der  Reihen- 
folge der  Differentiationen  65,  v. 
homog.  Fktn.  91,  s.  auch  partielle 
Differentialquotienten. 

Partielle  Differentiale  66. 

Partielle  Differentialglei- 
chungen    1.  Ordn.    89,    90,    92, 
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1.  Ordn.  für  Kegel  346,  1.  Ordn. 
für  Konoide  347,  1.  Ordn.  für 
Rotationsflächen  348,  1.  Ordn. 
f.  Tangentenflächen  349,  1.  Ordn. 
f.  Zylinder  345,  2.  Ordn.  f.  Tan- 
gentenflächen 350,  3.  Ordn.  für 
Linienflächen  353,  3.  Ordn.  für 
eine  Flächenschar  eines  drei- 
fachen orthogonalen  Systems  329. 

Partielle  Differenzen  und 
Differeuzenquotienten  67. 

Partielle  Differentialquo- 
tienten 66—73,  76,  84,  als  Grenz- 
werte von  Differenzenquotienten 
67,  bei  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher 1)6 — 100,  s.  auch  par- 
tielle Ableitungen. 

Perioden  goniometrischer  Fktn. 
9,  373,  bei  e'  373. 

Periodische  Dezimalbrüche!. 

Planevolyenten  und  -evoluten 
290. 

Polarkoordinaten  in  der  Ebene 
72,  81,  94,  203—208,  245—248, 
im  Räume  97,  98,  251,  258. 

Pol  artangente, -normale, -SU  b- 
tangente,  -subnormale  207. 

Polarfläche  284—286,  292,  ab- 
gewickelt 294,  einer  ebenen  Kurve 
289,  einer  sphärischen  Kuitc  287. 

Positive  Zahlen  1. 

Potenzen  5,  374,  differenziert  38, 
47,  75,  368,  von  unbestimmter 
Form  134,  135. 

Potenzreihen  112,  117, 119-123, 
125—128,  132,  363—374,  380, 
gliedweis  differenziert  369,  siehe 
auch  Maclaurinsche  u.  Taylorsche 
Reihe  und  Binomialreihe. 

Produkt  4,  354,  356,  differenziert 
35,  43,  71,  75,  368,  stetig  23,  von 
unbestimmter  Form  134,  von 
Funktionaldeterminanten  81,  von 
unendlichen  Reihen  110. 

Progression,  geometrische  101, 
104. 

Projektive  Geometrie  175. 


QuadratischeFormen  156 — 158. 
Quotient  s.  Bruch. 

K. 

Radius  s.  Krümmungsradius. 
Radius  derSchmiegungskugel 

276,  konstant  287. 
Radiusvektor  203,  355,  356. 


Rationale  Funktionen  s.  ganze 
und  gebrochene  rat.  Fktn. 

Rationale  Zahlen  1,  2. 

Raumkurve  146,  147,  160,  251, 
252,  254,  256—276,  279,  298,  299, 
in  homogenen  Koordinaten  256, 
algebraisch  256,  als  Schnittlinie 
zweier  Flächen  251,254,  als  Grat- 
linie einer  Polarfläche  290,  kon- 
stanter Kj-ümmung  288,  kon- 
stanten Verhältnisses  von  Krüm- 
mung und  Torsion  296,  kon- 
stanter Krümmung  u.  Torsion  297, 
von  der  Torsion  Null  275,  sphä- 
risch 287,  325,  346,  deren  Tan- 
genten den  Normalen  längs  einer 
Flächenkuiwe  parallel  sind,  323, 
in  besonderer  Auffassung  wie 
z.  B.  als  Filarevolvente  usw.  siehe 
unter  den  speziellen  Stichworten. 

Rechenregeln  für  d.  Limes  24. 

RechtsgewundeneKurven  273. 

Rechtwinklige  Koordinaten 
s.  Koordinaten. 

Reelle  Achse  355. 

ReellePartialbruchze  riegung 
394,  395,  ihre  Einzigkeit  396,  Me- 
thode der  Berechnung  397. 

Reelle  Zahlen  2,  354,  355. 

Reflexion  am  Kreise  250. 

Reguläre  Punkte  ebener  Kurven 
187,  188,  191. 

Reihe  nach  positiven  u.  negativen 
Potenzen  127,  128,  spezieller  Art 
128,  s.  auch  Binomialreihe,  Mac- 
laurinsche Reihe,  Potenzreihen, 
Taylorsche  Reihe,  unendl.  Reihen. 

Reihenentwicklung  an  regulä- 
rer od.  singulärer  Stelle  188 — 191, 
zur  Bestimmung  des  Grenzwertes 
eines  Bruches   132,  133. 

Reihenfolge  partieller  Diffe- 
rentiationen 65. 

Rektifikation  202,  224,  der  Pa- 
rabel 224,  der  Epi-  und  Hypo- 
zykloide 240,  der  gem.  Zykloide 
234,  236. 

Relativ  prim  379. 

Rest  der  Reihe  45,  112,  im  kom- 
plexen Bereiche  364,  ohne  Ein- 
fluß aufs  Vorzeichen  115,  für  a^ 
u.  e^  117,  für  hix  120,  für  sin  j; 
u.  co&x  119,  für  (l+.'c)'"  125, 
bei  Untersuchung  der  Maxima  u. 
Minima  142,  154,  157. 

Restform  von  Cauchy  113,  116, 
von  Lagrange  112,  116,  137. 
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Reziproker  Wert  d.  DiflFerential- 
quotienten  37,  der  Funktional- 
determinante  81. 

Richtungskosinus  252,  des  be- 
gleitenden Dreikants  einer  Kurve 
264,  272,  der  Binormale  264,  d. 
Flächennormale  253,  318,  319, 
322—324,  der  Hauptnormale  261, 
264,  der  Kurventangente  252,  254, 
259,  264. 

Rollen  von  Kreis  auf  Gerade  231, 
von  Kreis  auf  Kreis  237,  von  Pa- 
rabel auf  Gerade  225. 

Rotationsflächen  348. 

Rückkehrpunkt  s.  Spitze. 

Rückkehrkurve  s.  Gratlinie. 


S. 

Scheitel  200,  218,  der  Evolvente 
218,  der  gem.  Zykloide  232,  der 
Kegelschnitte  227—230. 

Schmiegungsebene  262,  als 
Grenzlage  269,  als  Tangenten- 
ebene der  Tangentenfiäche  281, 
als  oskulierende  Ebene  268. 

Schmiegungskugel  276. 

Schnabelspitze  186,  190. 

Schnitt  zweier  Flächen  251,  254, 
256,  zweier  Flächen  in  e.  Krüm- 
mungskurve od.  unter  konstantem 
Winkel  325,  326,  von  Fläche  u. 
Ebene  324,  325,  von  Fläche  und 
Kugel  325,  einer  Tangentenfläche 
mit  einer  Ebene  senkrecht  zur 
Gratlinie  283,  zvsreier  Geraden  im 
Räume  161. 

Schnittkurven  eines  dreifachen 
Flächen  Systems  327,  332. 

Schraubenachse  295, 

Schraubenhöhe  295. 

Schraubenlinie  allgemein  293, 
296,  324,  gemein  295,  297. 

Sektorfläche  204. 

S.elbstberührungspunkt  190. 

Semidefinit  157. 

Senkrechte  Richtungen  252. 

Z  99. 

Singulare  Punkte  ebener  Kur- 
ven 187,  189—191,  von  Raum- 
kurven 252,  261,  von  Flächen 
253,  314,  auf  Evoluten  218. 

Sinus  9,  23,  26,  51,  61,  119,  373, 
hyperbolicus  117,  373. 

Sinuslinie  9,  174. 

Sphärische  Indikatrix  der  Bi- 
normalen 270,  273,   der  Haupt- 


normalen 270,  der  Tangenten  260, 
270,  273. 

Sphärische  Kurve  287,  als Ki-üm- 
mungskurve  325,  346. 

Sphärisches  Bild  eines  Flä- 
chenpunktes 318. 

Spirale  des  Archimedes  245,  hy- 
perbolisch 246,  logarithmisch  247, 
248. 

Spitze  184, 186, 190, 191,  der  Evo- 
lute 218,  228—230. 

Stelle  im  Variabilitätsbereiche  16. 

Stetigkeit  der  Geraden  3. 

Stetigkeit  einer  Funktion  von 
einer  Veränderlichen  20,  21,  28, 
27,  367,  von  mehreren  Veränder- 
lichen 22,  23,  einer  Funktion  v. 
Funktionen  22 ,  s.  auch  die  spe- 
ziellen Fktn. 

Strecke  als  Bild  der  Zahl  3,  355. 

Subnormale  170,  konstant  40. 

Subtangente  170. 

Subtraktion  1,  354,  350. 

Summe  differenziert  29,  34,  43,  74, 
75,  368,  ihr  absoluter  Betrag  4, 
357,  stetig  23,  einer  unendlichen 
Reihe  101,  mehrerer  unendlicher 
Reihen  103,  der  Quadrate  der 
Richtungskosinus  252. 

Summenzeichen  U  99. 

Symmetriegerade  218. 

System  von  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen 87. 

T. 

Tangens  9,  23,  26,  51,  375,  hyper- 
bolicus 117,  373,  375,  des  Tan- 
gentenwinkels 27,  169. 

Tangenslinie  9,  174. 

Tangente  einer  ebenen  Kurve 
27,  32,  40,  167,  169,  170,  in  ho- 
mogenen Koordinaten  175,  176, 
bei  Polarkoordinaten  206,  als 
oskulierende  Gerade  217,  von  ge- 
gebenem Punkte  aus  177,  der 
Evolute  200,  die  Asymptote  ist, 
171. 

Tangente  einer  Flächenkurve 
253,  256,  konjugiert  315,  einer 
Krümmungskurve  320,  insbea. 
Haupttg.  316,  320. 

Tangente  einer  Raumkurve 
252,  254. 

Tangentenebene  253,  256. 

Tangentenfläche  281—283,325, 
343,  349—351,  gebildet  v.  Krüm- 
mungsachsen s.  Polarfläche,  ge- 
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bildet  von  Normalen  einer  Fläche 
319. 

Tangentenwinkel  27,  169,  194, 
206,  als  unabhängige  Veränder- 
liche 213. 

Tangentialkegel  u,  -zylinder 
255,  256. 

Taylorsche  Reihe  (Satz)  112— 
116,  für  d.  Differenz,  ausgedrückt 
durch  Differentiale,  114,  137,  für 
Fktn.  von  mehreren  Veränder- 
lichen 137,  im  komplexen  Be- 
reiche 372,  für  Fktn.,  deren  ab- 
solut genommene  Ableitungen 
kleiner  als  eine  Zahl  sind,  115, 
für  einen  Spezialfall  111. 

Teiler  zweier  ganzer  rationaler 
Fktn.  379. 

Torsion  271,  273,  274,  als  zweite 
Krümmung  275,  gleich  Null  in 
einem  Punkte  276,  überall  gleich 
Null  275,  der  Gratlinie  d.  Polar- 
fiäche  286. 

Torsionsradius  271. 

Torsionswinke]  271,  272,  der 
Gratlinie  d.  Polarfläche  286,  der 
Krümmungskurven  324. 

Transformation  vonLegendre 
100. 

Transzendent  6,  136. 


Überall  dicht  1,  2. 

Übereinstimmung  zweier  Po- 
tenzreihen 371. 

Umgebung  einer  Stelle  41. 

UnabhängigeVeränderliche  6, 
neue  93—100. 

Unabhängigkeit  d.  Beweise  von 
der  Anschauung  7,  v.  Funktionen 
77 — 81,  von  Gleichungen  79. 

Unbedingte  Konvergenz  i04— 
106,  109,  110,  361,  362. 

Unendlich  17—19. 

Unendliche  Reihe  101  —  110, 
360 — 362,  addiert  zu  unendlicher 
Reihe  103,  multipliziert  mit  un- 
endlicher Reihe  110,  362,  multi- 
pliziert m.  e.  Zahl  103,  bedingt 
konvergent  104,  107,  108,  gleich- 
mäßig konvergent  364,  unbedingt 
konvergent  104,  105,  109,  361, 
362,  verglichen  mit  anderer  Reihe 
105,  bei  verschiedener  Anordnung 
d.  Glieder  107—109,  m.  abwech- 
selnd   positiven    und    negativen 


Gliedern  104,  der  absol.  Beträge 
104,  361,  für  Exponentialfunk- 
tionen 117,  373,  für  gebrochene 
rationale  Fktn.  380,  für  e  46,  für 
hyperbolische  Fktn.  117,  für  Lo- 
garithmen 120,  121,  123,  für  den 
Modul  der  gewöhnlichen  Loga- 
rithmen 122,  für  Sinus  und  Ko- 
sinus 119,373,  spezieller  Art  103, 
105 — 107,  s.  auch  ßinomialreihe, 
Maclaurinsche  Reihe ,  Potenz- 
reihen und  Taylorsche  Reihe. 

Unendlich  ferne(r)  Punkt  d.  Ge- 
raden 175,  Gerade  d.  Ebene  180, 
einer  Kurve  171. 

Unendlichkeitsstellen  gebro- 
chener rationaler  Fktn.  379. 

Unendlichwerden  u.  seine  Ord- 
nungszahl 127,  V.  a^,  lux,  x^  In  x 
131. 

Unentwickelte  Funktionen  6, 
54—58,  77—85,  187—191. 

Unverträgliche  Gleichungen 
79. 


Variabilitätsbereich  6,  365. 

Vektor  355. 

Veränderliche  6,  neue  93—100. 

Verschwinden  u.  seine  Ordnung 
127. 

Vertauschbarkeit  der  Reihen- 
folge bei  partieller  Differentia- 
tion 63,  65. 

Vollständiges  Differential  1. 
Ordn.  74,  1.  Ordn.  von  zusammen- 
gesetzten Fktn.  75,  1.  Ordn.  einer 
Summe  74,  1.  Ordn.  gleich  Null 
74,  2.  Ordn.  nie  positiv  oder  nie 
negativ  156,  2.  Ordn.  defiuit  157, 
158,  2.  Ordn.  semidefinit  157,  hö- 
herer Ordn.  76,  bei  unentwickel- 
ten Funktionen  85. 

Vollständige  Di f f e rentiation 
82,  83. 

Vorzeichen  der  Fkt.  in  der  Um- 
gebung einer  Stelle  21,  der  Ab- 
leitung von  arc  sin  x  u.  arc  cos  x 
53,  des  letzten  Reihengliedes  vor 
dem  Reste  115,  der  Krümmung 
ebener  Kurven  195,  196,  260,  d. 
Krümmung  von  Flächenkurven 
305,  der  Krümmung  von  Raum- 
kurven  260,  der  Radienvektoren 
203,  der  Torsion  271,  273. 


S  örr  et- S  ch  ef  f  e  rs,  Diff.- U.Integral- Rechnung.  I.  4.  u.  5.  Aufl. 
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W. 

Wachsen  und  Abnehmen  23, 
30,  32,  140. 

Wälzungswinkel  231,  238. 

Wendepunkte  172,  174,  195,  197, 
algebraischer    Kurven    178 — 180. 

Wendetangente  197. 

Willkürliche  Fktn.  89,  90,  Kon- 
stanten oder  Parameter  86 — 88, 
210. 

Winkel  9,  im  Räume  252. 

Winkeleinheit  9. 

Wurzeln  5,  differenziert  38,  39, 
der  Einheit  358,  v.  algebraischen 
Gleichungen  378. 


Zahlen    1 — 4,   354 — 356,   rational 
1,  irrational  2,  reell  2,  imaginär 


oder  komplex  354,  ihr  absoluter 
Betrag  4,  357. 

Zahlenebene  355. 

Zeichen  dx^  dy,  Jx^  Ay  32, 
dx^  dy^  dz  usw.  66,  e45,  f{x)^ 
Fix)  usw.  6,  In  49,  2;  99. 

Zusammengesetzte  Funktio- 
nen 22,  24,  41—44,  68—73,  75, 
76,  81. 

Zweite  Ableitungen  der  Koor- 
dinaten im  dreifachen  orthogo- 
nalen Fläch ensysteme  331. 

Zweite  Krümmung  275. 

Zykloiden  siehe  Epi-  und  Hypo- 
zykloide u.  gemeine  Zykloide. 

Zyklometrische  Funktionen 
12,  23,  44,  53,  377. 

Zylinder  281,  345,  errichtet  auf 
der  Evolute  289. 


Berichtigungen. 
Seite   74,  Zeile  1  von  unten  lies  zuletzt: 


155, 

,,      3     „     oben 

„  :    mit  statt  von. 

372, 

1^        *      n           11 

„  :    Hyperbel. 

382, 

„    13     „        „ 

ist  das  erste  Komma  zu  streichen. 

397, 

„      5     „    unten 

ist  das  Wort:  hat  zu  streichen. 

Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Abraham,  Professor  Dr.  M.,  Professor  an  der  University  of  Illinois,  Theorie 
der  Elektrizität.    2  Bände. 

I.  Band.  Einführung  in  die  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizität.  3Iit  einem  ein- 
leitenden Abschnitte  tiber  das  Rechnen  mit  Vektorgrößen  in  der  Physik.  Von  Dr.  A. 
Föppl.  3.  Auflage  von  Dr.  M.  Abraham.  Mit  11  Figuren  im  Text.  [XVIII u.  460  S.] 
gr.  8.  1907.  In  Leinwand  geb.  n.  J{.  12.— 
II.  —  Elektromagnetische  Theorie  der  Strahlung.  Von  Dr.  M.  Abraham.  Mit 
5  Figuren  im  Text.     [X  u.  404  S.]     gr.  8.     1905.     In  Leinwand  geb.  n.  Ji  10.— 

Baule,  Dr.  Anton,  Professor  an  der  Kgl.  Forstakademie  zu  Münden,  Lehrbuch 
der  Vermessungskunde.  2.  erweiterte  und  vielfach  umgearbeitete  Auflage. 
Mit  280  Figuren  im  Text.  [VIII  u.  471  S.]  gr.  8.  1901.  In  biegsamen  Lein- 
wandband geb.  n  .yfC  8.80, 

Blaschke,  Regierungsrat  Dr.  E.,  Professor  an  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  zu 
Wien,  Vorlesungen  über  mathematische  Statistik.  Die  Lehre  von  den 
statistischen  Maßzahlen.  Mit  17  Textfiguren  und  5  Tafeln.  [VIII  u.  268  S.]  gr.  8. 
1906.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  7.40. 

Bucherer,  Dr.  A.  H.,  Privatdozent  an  der  Universität  Bonn,  mathematische  Ein- 
führung in  die  Elektronentheorie.  Mit  14  Figuren  im  Text.  [IVu.  148S.J 
gr.  8.     1904.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  3.20. 

Elemente  der  Vektoranalysis.     Mit  Beispielen    aus    der  theoretischen 

Physik.    2.  Auflage.    [VIII  u.  103  S.]    gr.  8.    1905.    In  Leinwand  geb.  n.  J{  2.40. 

Burkhardt,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  Zürich,  Vorlesungen  über  die 
Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  und  ihre  Anwen- 
dung zur  Beschreibung  von  Naturerscheinungen.  Mit  38  Figuren  im 
Text.     [XI  u.  252  S.]     gr.  8.     1907.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  6.— 

Cantor,  Geheimer  Hofrat  Dr.  M.,  politische  Arithmetik  oder  die  Arithmetik 
des  täglichen  Lebens.  2.  Auflage.  [X  u.  155  S.]  gr.  8.  1903.  In  Lein- 
wand geb.  n.  JC  1.80. 

Cesäro,  Ernesto,  Professor  der  Mathematik  an  der  Kgl.  Universität  Neapel, 
elementares  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis  und  der  Infini- 
tesimalrechnung. Mit  zahlreichen  Übungsbeispielen.  Nach  einem  Manuskript 
des  Verfassers  deutsch  herausgegeben  von  Dr.  G.  Kowalewski,  Professor  an  der 
Universität  Bonn.  Mit  97  Figuren  im  Text.  [VI  u.  894  S.]  gr.  8.  1904.  In 
Leinwand  geb.  n.  JC.  15. — 

Czuber,  Hofrat  Dr.  Emanuel,  Professor  an  der  k.  k.  Techn.  Hochschule  zu  Wien,  Vor- 
lesungen ^ber  Differential-  und  Integralrechnung.  2  Bände.  2.  sorg- 
fältig durchgesehene  Auflage,     gr.  8.      1906.     In   Leinwand  geb.  je  n.  JC   12. — 

I.  Band.  Mit  115  Figuren  im  Text.  [XIV u.  560  S.]  —  II.  Band.  Mit  87  Figuren  im  Text.  [VIII  u.  532  S.] 

Einführung  in   die  höhere  Mathematik,    [ca.  300  S.]  gr.  8.    In  Lein- 


wand geb.       [Erscheint  im  September  1908.] 


Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  ihre  Anwendung  auf  Fehler- 
ausgleichung, Statistik  und  Lebensversicherung.     [XIV   u.  594  S.J     gr.  8.     1903. 

In   Leinwand   geb.   n.  M    24. —       [2.  vermehrte  Auflage  unter  der  Presse.] 

Durege,  Dr.  H.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Prag,  Elemente  der  Theorie 
der  Funktionen  einer  komplexen  veränderlichen  Größe.  In  5.  Auf- 
lage neu  bearbeitet  von  Dr.  L.  Maurer,  Professor  an  der  Universität  Tübingen. 
Mit  41  Figuren  im  Text.  [X  u.  397  S.]  gr.  8.  1906.  geh.  n.  .€  9.  —  ,  in 
Leinwand  geb.  n.  ^iC  10. — 

Theorie  der  elliptischen  Funktionen.    In  5.  Auflage  neu  bearbeitet 


von  Dr.  L.  Maurer,  Professor  an  der  Universität  Tübingen.     Mit  36  Figuren  im 
Text.    [VIII  u.  436  S.]    gr.  8.    1908.    geh.  n.  JC  10.—,  in  Leinwand  geb.  n.  JC  11.— 

Serret-Scheffers,  Differentialrechnung  I..    4.  Aufl. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Ebner,  Dr.  F.,  Oberlehrer  an  der  Kgl.  Maschinenbauschule  zu  Einbeck,  Leitfaden 
der  technisch  wichtigen  Kurven.  Mit  93  Figuren  im  Text.  [YIII  u.  197  S.] 
gr.  8.     1906.     In  Leinwand  geb.  n.  JC.  4,.— 

Eggert,  Dr.  O.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschhule  zu  Danzig,  Einführung 
in  die  Geodäsie.  Mit  237  Figuren  im  Text.  [X  u.  437  S.]  gr.  8.  1907.  In 
Leinwand  geb.  n.  M  10. — 

Enriques,  F.,  Professor  an  der  Universität  Bologna,  Vorlesungen  über  projektive 
Geometrie.  Deutsche  Ausgabe  von  Dr.  phil.  Hermann  Fleischer  in  Königs- 
berg i,  Pr.  Mit  einem  Einführungswort  von  F.  Klein  und  187  Figuren  im  Text. 
[XIVu.374S.]     gr.  8.    1903.    geh.  n.  M.  8.—,  in  J^einwand  geb.  n.  M.  9.— 

Felgentraeger,  Dr.W.,  Privatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Charlottenburg, 
Theorie,  Konstruktion  und  Gebrauch  der  feineren  Hebelwage.  Mit 
125  Figuren  im  Text.     [VI  u.  310  S.]     gr.  8.     1907.    In  Leinwand  geb.  J).J6.8.— 

Ferraris,  Galileo,  wissenschaftliche  Grundlagen  der  Elektrotechnik. 
Nach  den  Vorlesungen  über  Elektrotechnik,  gehalten  in  dem  R.  Museo  Industriale 
zu  Turin.  Deutsch  herausgegeben  von  Dr.  Leo  Finzi,  Privatdozent  an  der 
Kgl.  Technischen  Hochschule  zu  Aachen.  Mit  161  Figuren  im  Text.  [XII 
u.  358  S.]     gr.  8.     1901.     In  Leinwand  geb.  n.  .€  12.— 

Fiedler,  Dr.  W.,  vorm.  Professor  am  Polytechnikum  zu  Zürich,  die  darstellende 
Geometrie  in  organischer  Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage. 
Für  Vorlesungen  und  zum  Selbststudium.     In  3  Teilen,    gr.  8. 

I.Teil.  DieMethoden  der  darstellenden  und  die  Elemente  der  projektivischeu 
Geometrie.  4.  Auflage.  Mit  zahlreichen  Figuren  im  Text  und  auf  2  lithogr.  Tafeln. 
[XXIV  u.  431  S.]  1904.  geh.  ru  M.  10.—,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji  11.— 
II.  —  Die  darstellende  Geometrie  der  krummen  Linien  undFlächen.  S.Auflage. 
Mit  zahlreichen  Figuren  im  Text  und  auf  16  lithogr.  Tafeln.  [XXXIII  u.  560  S.]  1885. 
geh.  n.  Ji.  14. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  15.40. 
in.  —  Die  konstruierende  und  analytische  Geometrie  der  Lage.  S.Auflage.  Mit 
zahlreichen  Figuren  im  Text  und  1  lithogr.  Tafel.  [XXX  u.  660  S.]  1888.  geh.  n. 
Ji.  16. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  vli.  17.40. 

Föppl,  Dr.  Aug.,  Professor  an  der  Kgl.  Technischen  Hochschule  zu  München,  Vor- 
lesungen über  technische  Mechanik.    In  6  Bänden,   gr.  8.  In  Leinwand  geb. 

I.Band.  Einführg.  i.  d.  Mechanik.    S.Aufl.    Mit  103  Figuren.    [XVIu.428S.]    1905.  n. </f^.  10 . — 
II.     —      Graphische  Statik.    2.  Aufl.    Mit  176  Figuren.    [XIIu.  471S.]    1903.  n.  .^.  10.— 

III.  —      Festigkeitslehre.     3.  Aufl.     Mit  83  Figuren.    [XVI  u.  434  S.]    1905     n.JilQ.— 

IV.  —      Dynamik.     2.  Aufl.     Mit  69  Figuren.     [XV  u.  506  S.]     1901.     n.  ^/.  12.— 

V.     —      Die   wichtigsten   Lehren   der   höheren  Elastizitätstheorie.     Mit  44  Figuren 
[Xn  u.  391  S.]     1907.     n.  Ji.  10.— 
VI.     —      Die  wichtigsten  Lehren  der  höheren  Dynamik.     [In  Vorbereitung.] 

Fort,  O.,  und  O.  Sehlömileli,  Lehrbuch  der  aüalytischen  Geometrie.   2  Teile. 

I.Teil:  Analytische  Geometrie  der  Ebene  von  0.  Fort,  weil.  Professor  am  Kgl.  Sachs- 
Polytechnikum  zu  Dresden.  7.  Auflage  besorgt  von  Dr.  R.  Heger,  Professor  an  der  Kgl. 
Technischen  Hochschule  zu  Dresden.  Mit  Holzschnitten.  [XVII  u.  268  S.]  gr.  8.  1904. 
geh.  n.  Ji  4. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji  4.80. 
II.  —  Analytische  Geometrie  des  Raumes  von  Dr.  O.  Schlömilch,  weil.  Kgl.  S.  Geh. 
Rat  a.  D.  6.  Auflage  von  R.  Heger  in  Dresden.  Mit  Holzschnitten.  [Vin  u.  388  S.] 
1898.    geh.  n.  M.  ö. — ,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji  5.80. 

Fuhrmann,  Geheimer  Hofrat  Dr.  Arwed,  weiland  Professor  zu  Dresden.  Aufgaben 
aus  der  analytischen  Mechanik.  Übungsbuch  und  Literaturnachweis  für 
Studierende    der  Mathematik,  Physik,  Technik  usw.     In  2  Teilen,    gr.  8.     geb. 

Einzeln : 

I.Teil:  Aufgaben  aus  der  analytischen  Statik  fester  Körper.  3.  verbesserte  und  ver- 
mehrte Auflage.     Mit  34  Figuren  im  Text.     [Xn  u.  206  S.]     1904.     geb.  n.  .K  3.60. 

II.  —  Aufgaben  aus  der  analytischen  Dynamik  fester  Körper.  2.  verbesserte  und 
vermehrte  Auflage.     Mit  Figuren  im  Text.     [VI  u.  -22  S.]     1882.     geb.  n.  JC  i. 20. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Gans,  Dr.  E,.,  Privatdozent  an  der  Universität  Tübingen,  Einführung  in  die 
Vektoranalysis.  Mit  Anwendungen  auf  die  mathematische  Physik.  Mit 
31  Figuren   im  Text.     [X  u.  98  S  ]     gr.  8.     1905.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  2.80. 

Ganter,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Kantonschule  zu  Aarau,  und  Dr.  F.  Rudio,  Professor 
am  Polytechnikum  zu  Zürich,  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie. 
Zum  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium.  Mit  vielen 
Textfiguren  und  zahlreichen  Übungsbeispielen.  In  2  Teilen,  gr.  8.  In  Leinwand 
geb.  jeder  Teil  n.  JC  3. — 

I.  Teil:   Die  analytische  Geometrie  der   Ebene.     6.  verbesserte   Auflage.     Mit  53  Figuren. 

[Yin  u.  190  S.]     1906. 
II.     —      Die  analytische  Geometrie  des  Raumes.    3.  verbesserte  Auf  läge.     Mit  12  Figuren. 
[X  u.  186  S.]     1901. 

Genocchi,  Dr.  jur.  Angelo,  weil.  Professor  an  der  Universität  Turin,  Differential- 
rechnung und  Grundzüge  der  Integralrechnung,  herausgegeben  von 
Guiseppe  Peano.  Autorisierte  deutsche  Übersetzung  von  Professor  Dr.  G. 
Bohlmann  in  Berlin  und  A.  Schepp,  woil.  Oberleutnant  a.  D.  in  Wiesbaden. 
Mit  einem  Vorwort  von  Dr.  A.  Mayer,  Professor  an  der  Universität  Leipzig. 
[YII  u.  399  S.]     gr.  8.     1899.     In  Leinwand  geb.  n.  ^^  12.— 

Haimoviei,  E.,  Dipl. -Ingenieur  in  Leipzig,  graphische  Tabellen  und  graphisch 
dargestellte  Formeln  zur  sofortigen  Dimensionierung  von  Eisenbeton-Platten- 
decken resp.  Plattenbalken  bei  beliebiger,  aber  wirtschaftlich-rationeller  Aus- 
nutzung der  Materialien,  Eisen  und  Beton,  hinsichtlichi  ihrer  Inanspruchnahme 
auf  Zug  resp.  Druck.  Aufgestellt  in  vollkommener  Übereinstimmung  mit  den 
preußischen  Ministerialbestimmungen  vom  16.  April  1904.  Mit  5  Lichtdrucktafeln 
auf  millimetriertem  Gnind  48  63  cm.  [52  S.]  gr.  8.  1906.  In  Leinwand  geb. 
n.  .^  15.— 

Heffter,  Dr.  L.,  Professor  an  der  Universität  Kiel,  und  Dr.  C.  Koehler,  Professor  an 
der  Universität  Heidelberg,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  In 
2  Bänden.  # 

I.Band.     Geometrie    in    den    Grund  gebilden    erster    Stufe    und    in    der  Ebene.     Mit 

136  Figuren  im  Text.     [XYI  u.  52(5  S.]     gr.  8.     1905.     In  Leinwand  geb.  n.  JL  14.— 
II.       —       Geometrie  im  Bündel  und  im  Räume.     [In  Torbereitung.] 

Hering,  K.,  Ingenieur  in  Darmstadt,  das  200jährige  Jubiläum  der  Dampf- 
maschine 1706 — 1906.  Eine  historisch-technisch-wirtschaftliche  Betrachtung. 
Mit  13  Figuren  im  Text.     [IV  u.  58  S.]     gr.  8.     1907.     geh.  n.  o^  1.60. 

Heun,  Dr.  K.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe,  und  R.  v.  Mises, 
Assistent  an  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  zu  Brunn,  die  kinetischen 
Probleme  der  modernen  Maschinenlehre,    gr.  8.    In  Leinwand  geb. 

[In  Vorbereitung.] 

Holzmüller,  Professor  Dr.  Gustav,  vorm.  Direktor  der  Provinzialgewerbeschule  zu 
Hagen  i.  W.,  die  Ingenieur-Mathematik  in  elementarer  Behandlung. 
2  Teile.  I.  Teil,  enthaltend  die  statischen  Momente  und  Schwerpunktslagen,  die 
Trägheits-  und  Zentrifugalmomente  für  die  wichtigsten  Querschnittsformen  und 
Körper  der  technischen  Mechanik  in  rechnender  und  graphischer  Behandlung 
unter  Berücksichtigung  der  Methoden  von  Nehls,  Mohr,  Culmann,  Land 
und  Reye.  Mit  287  Figuren  und  zahlreichen  Übungsaufgaben.  [XI  u.  340  S.] 
gr   8.     1897.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  5. — 

Jahnke,  Dr.  E.,  Professor  an  der  Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin,  Vorlesungen  über  die 
Vektorenrechnung  mit  Anwendungen  auf  Geometrie,  Mechanik  und 
mathematische  Physik.  Mit  32  Figuren  im  Text.  [XII  u.  236  S.]  gr.  8. 
1905.     In  Leinwand  geb.  n.  M  5.60. 

Jellet,  John  P.,  B.  D.,  weil.  Senior  Fellow  an  dem  Trinity  College  zu  Dublin,  die 
Theorie  der  Reibung.  Deutsch  bearbeitet  von  Geh.  Rat.  Dr.  J.  Lüroth, 
Professor  an  der  Universität  Freiburg  i.  Br.,  und  A.  Schepp,  weil.  Oberleutnant 
a.  D.  in  Wiesbaden.  Mit  zahlreichen  Figuren  im  Text.  [X  u.  239  S.]  gr.  8. 
1890.     geh.  n.  .Ä  6 .  — 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 


Kohlrauseh,  F.,  Lehrbuch  der  praktischen  Physik.  10.  vermehrte  Auf  läge  des 
Leitfadens  der  praktischen  Physik.  Mit  zahkeichen  Figuren  im  Text.  [XXYIII 
u.  656  S.]     gr.  8.     1905.     In  Leinwand  geb.  n.  JC.  9 . — 

kleiner  Leitfaden  der  praktischen  Physik.     2.   vermehrte  Auflage. 


6.— 10.  Tausend.      Mit  zahlreichen  Figuren   im  Text.     [XYIII  u.  268  S.]     gr.  8. 
1907.     In  Leinwand  geb.  n.  M.  4.— 

EJröhnke,  G.  H.  A.,  Kgl.  Preuß.  Regierungs-  und  Baurat  in  Frankfurt  a.  0., 
Handbuch  zum  Abstecken  von  Kurven  auf  Eisenbahn-  und  Wege- 
linien. Für  alle  vorkommenden  Winkel  und  Radien  aufs  sorgfältigste  be- 
rechnet. 14.  Auflage.  Mit  1  Figurentafel.  [VIII  u.  164  S.]  16.  1902.  In  Lein- 
wand geb.  n.  o4C.  1.80. 

Lorenz,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig,  Dynamik  der 
Kurbelgetriebe  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Schiffsmaechinen.  Mit 
66  Textfiguren.     [Y  u.  156  S.]     gr.  8.     1901.     geh.  n.  J6.  5.— 

Loria,  Dr.  G.,  Professor  an  der  Universität  Genua,  Yorlesungenüberdar  stellende 
Geometrie.  Autorisierte,  nach  dem  italienischen  Manuskript  bearbeitete  deutsche 
Ausgabe  von  Fr.  Schütte,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Düren.  In  2  Teilen. 
I.  Band:  Die  Darstellungsmethoden.  Mit  163  Figuren  im  Texte.  [XI  u. 
219  S.]     gr.  8.     1907.     In  Leinwand  geb.  n.  J^  6.80. 

Mayer,  Ingenieur  J.  Wilhelm,  k.  k.  Professor  an  der  Staatsgewerbeschule  zu  Wien  I, 
k.  k.  Kommerzialrat  und  k.  k.  Dampfkessel-Prüfungskommissär,  Lehrbuch  der 
Motorenkunde.  Zum  Gebrauch  für  gewerbliche  und  fachliche  Fortbildungs- 
schulen bearbeitet  von  Ingenieur  Edmund  Czap,  Professor  an  der  Staats- 
gewerbeschule zu  Wien.  Mit  149  Figuren.  [lY  u.  81  S.]  gr.  8.  1906.  geb. 
n.  JC  2.— 


und  E.  Czap,  k.  k.  Professor  an  der  Staatsgewerbeschule  zu  Wien  I,  k.  k. 

Dampfkessel -Prüfungskommissär,  die  praktische  Wartung  der  Dampf- 
kessel und  Dampfmaschinen.  Ein  Lehrbuch  für  Dampfkessel-  und  Dampf- 
maschinenwärter sowie  für  Fabrikbeamte  ohne  technische  Yorbildung.  3.  sehr 
vermehrte  und  erweiterte  Auflage.  Mit  216  Figuren.  [lY  u.  191  S.] 
gr.  8.     1906.     geh.  n.  J{.  3.50,  in  Leinw.  geb.  n.  J6.  4.30. 

Müller,  Dr.  E.,  Professor  an  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  zu  Wien,  Lehrbuch 
der  darstellenden  Geometrie  für  technische  Hochschulen.  In  2  Bän- 
den. I.  Band.  Mit  273  Figuren  und  3  Tafeln.  [XIV  u.  368  S.]  gr.  8.  1908.  In 
Leinwand  geb.  n.  JC  12. — 

Musil,  Dr.  A.,  Professor  an  der  k.  k.  Deutschen  Technischen  Hochschule  zu  Brunn, 
Bau  der  Dampfturbinen.  Mit  zahlreichen  Abbildungen  im  Text.  [YI  u. 
233  S.]     gr.  8.     1904.     In  Leinwand  geb.  n.  ^^  8.— 

Grundlagen  der  Theorie  und  des  Baues  der  Wärmekraftmaschinen. 


Zugleich  autorisierte  erweiterte  deutsche  Ausgabe  des  Werkes  „The  Steam-Engine 
and  other  Heat-Engines"  von  J.  A.  Ewing,  Professor  an  der  Universität  Cambridge. 
Mit  302  Fig.  im  Text.     [X  u.  794  S.]    gr.  8.    1902.  In  Leinwand  geb.  n.  JC  20.— 

Ostenfeld,  Dr.  A.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Kopenhagen,  tech- 
nische Statik,  Yorlesungen  über  die  Theorie  der  Tragkonstruktionen.  Deutsche 
Ausgabe  von  D.  Skouge.  [YIIIu.457S.]  gr.8.  1903.  In  Leinwand  geb.  n  Ji  12. — 

Perry,  Dr.  John,  F.  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am  Royal  College 
of  Science  zu  London,  Drehkreisel.  Deutsche  Ausgabe,  besorgt  von  August 
Walzel,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Brunn.  Mit  58  Abbildungen 
im  Text  und  1  Titelbild.    [YHI  u.  125  S.]     8.    1904.    In  Leinwand  geb.  n.  JC2.S0. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Perry,  Dr.  Jolm,  F.  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am  Royal  College 
of  Science  zu  London,  höhere  Analysis  für  Ingenieure.  Autorisierte 
deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  Robert  Fricke,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  Braunschweig,  und  Fritz  Süchting,  Direktor  des  Stadt. 
Elektrizitätswerkes  zu  Bremen.  Mit  106  Figuren.  [X  u.  423  S.]  gr.  8.  1902. 
In   Leinwand  geb.  n.  M.  12. — 


angewandte  Mechanik.     Ein  Lehrbuch  für  Studenten,  welche  Versuche 

anstellen  und  numerische  und  graphische  Beispiele  durcharbeiten  wollen.  Be- 
rechtigte deutsche  Ausgabe  von  Ingenieur  Rudolf  Schick  in  Cöln.  [ca. 35  Bog.] 
gr.  8.     In  Leinwand  geb.     [Erscheint  im  August  1908.] 

Petit-Bois,  Gr.,  Bergingenieur  in  Jose  bei  Herve,  Tafeln  unbestimmter  Integrale. 
[XII  u.  154  S.]     4.     1906.     geh.  n.  JC  8.— 

Repertorium  der  höheren  Mathematik  (Definitionen,  Formeln,  Theoreme,  Literatur) 
von  Dr.  Ernst  Pascal,  ord.  Professor  an  der  Universität  Neapel.  Autorisierte 
deutsche  Ausgabe  von  A.  Schepp  in  Wiesbaden.  2.  verbesserte  Auflage.  In 
2  Teilen.   8,   In  Leinwand  geb. 

I.  Teil:    Die   Analysis.     Herausgegeben   von   Dr.  P.  Epstein,   Privutdozent  an  der  Universität 

Straßburg  i.  E. 
IL     —      Die    Geometrie     Herausgegeben   von   Dr.  H.  E.  Timerding,   Professor  an   der  Uni- 
versität Straßburg  i.  E. 

[Teil  I  erscheint  Oktober  1908,  Teil  II  Ostern  1909.] 

Routh,  Edward  John,  Sc.  D.,  LL.  D.,  F.  R.  S.,  usw.,  weiland  Professor  an  der  Uni- 
versität Cambridge,  die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper.  In  2  Bänden 
mit  zahlreichen  Beispielen.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Adolf  Schepp, 
weiland  Oberleutnant  a.  D.  in  Wiesbaden.  Mit  einem  Vorwort  von  F.  Klein, 
gr.  8.    1898.    In  Leinwand  geb.  n.  M.  24 .  — 

I.Band:  Die  Elemente.     Mit  57  Figuren  im  Text.     [Uli  u.  472  S.]     n.  J^.  10.— 
n.      —      Die  höhere  Dynamik.     Mit  38  Figuren  im  Text.     [X  u.  ÖU  S.]     n.  Ji.  14  — 

Salmon-Fiedler,  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Deutsch  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich. 
4.  bzw.  3.  verbesserte  Auflage.  2  Teile,  gr.  8.  geh.  n.  JC  24. — ,  in  Leinwand 
geb.  n.  Ji  26.40.     Einzeln: 

L  Teil:  Die  Elemente  und  die  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades.  4.  verbesserte 
Auflage.  Mit  Holzschnitten  im  Text.  [XXXIV  u.  448  S.]  1898.  geh.  n.  M.  8.—,  in 
Leinwand  geb.  JL  9. — 
II.  —  Analytische  Geometrie  der  Kurven  im  Baume  und  der  algebraischen 
Flächen.  3.  Auflage.  'Mit  Holzschnitten  im  Text.  [LXXII  u.  6S6  S.]  1880.  geh. 
n.  oH.  16. — ,  in  Leinwand  geb.  Ji.  17.40. 


analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  neueren  Methoden.  Nach  George  Salmon  frei  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich. 
2  Teile,     gr.  8.     In  Leinwand  geb.  n.  JC.  19. — 

Einzeln:  I.  Teil.  7.  verbesserte  Auf  läge.  [XXXIV  u.  444  S.]     1907.    In  Leinwand  geb.  n.  .Ä  10.— 
H.  Teil.    6.  Auflage.      [XXIY  u.  S.  448—854.]      1903.      geh.  n,  c.^  8.— ,  in  Leinwand 
geb.  n.  Ji.  9. — 


analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven.  Deutsch  be- 
arbeitet von  Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytech- 
nikum zu  Zürich.  2.  verbesserte  Auflage.  [XVI  u.  508  S.]  gr.  8.  1882.  geh. 
n.  JC.  11.20,  in  Leinwand  geb.  n.  JL  12.20. 

Schlink,  Dr.  W.,  Dipl.-Ing.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Braun- 
schweig, Statik  der  Raumfach  werke.  Mit  214  Abbildungen  und  2  Tafeln. 
[XIV  u.  390  S.]     gr.  8.     1907.     In  Leinwand  geb.  n.  M  9.— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

Schriften,  mathematische  und  physikalische  für  Ingenieure  und 
Studierende.  Herausgegeben  von  Dr.  E.  J ah nke,  Professor  an  der  Kgl.  Berg- 
akademie zu  Berlin.     In  Bändchen  zu  5 — 6  Bogen.    8.    geh.  u.  in  Leinwand  geb. 

Bisher  erschien  Bändchen: 
I.  Einführung  in  die  Theorie  des  Magnetismus.     Von  Dr.  R,  Gans,  Privat- 
dozent an  der  Universität  Tübingen.     Mit  40  Textfiguren.     [VI  u.  110  S.]     1908. 
geh.  JC  2.40,  geb.  JC.  2.80. 
IL  Elektromagnetische  Ausgleichsvorgänge  in  Freileitungen  und  Kabeln. 
Von  K.  W.  Wagner,  Ingenieur  in  Charlottenburg.    Mit  -23  Textfiguren.     [IV  u. 
109  S.]     1908.     geh.  Ji  2.40,  geb.  JC.  2.80. 
III.  Einführung    in    die    Maxwellsche    Theorie    der    Elektrizität    und  des 
Magnetismus.     Von  Dr.  Cl.  Schaefer,  Privatdozent  an  der  Universität  Breslau. 
Mit  Bildnis  J.  C.  Maxwells  und  32  Textfiguren.    [VIII  u.  174  S.]    1908.    geh.  JC.  3.40, 
geb.  M  3.80. 

Unter  der  Presse: 
Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.     Von  Dr.  E.  Jahnke,  Professor 

an  der  Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin,  und  F.  Em  de,  Ingenieur  in  Berlin. 
Die  Besselschen  Funktionen.     Von  Dr.  P.  Schafheitlin,  Professor  am  Sophien- 
Realgymnasium  zu  Berlin. 

In  Vorbereitung: 

Grundlagen  des  Schiffbaues.     Von  0.  A 1 1 ,  Diplom-  Die  Determinanten.   Von  Geh.  Hofrat  Dr.  E.  Netto, 

Ingenieur  in  Kiel.  Professor  an  der  Universität  Gießen. 

Gastheorie.    VonDr.  A.Byk,   Privatdozent  an  der  Die    Grundlagen    der    Wechaelstromtechnik.       Von 

Universität  und  Technischen  Hochschule  zu  Berlin.  Professor    Dr.   E.   Orlich,    Mitglied    der  physi- 

Die  mathematischen  Instrumente.  Von  Dr.  A.  Galle,  kalisch-techuischen  Reichsanstalt  zu  Berlin. 

Professor  am  Geodätischen  Institute  bei  Potsdam.  Die  Fourierschen  Keihen.    Von  Dr.  E.  Rothe,  Pro- 
Potentialtheorie.     Von   Dr.  R.  Gans,   Privatdozent  fessor  an  der  Kgl.  Bergakademie  zu  Clausthal, 
an  der  Universität  Tübingen.  Die    partiellen    Differentialgleichungen.       Von    Dr. 

Schwingungsprobleme.      Von   Dr.  E.  Grüneisen,  R.  Rothe,    Professor   an  der  Kgl.  Bergakademie 

Privatdozent  an  der  Universität  Berlin.  zu  Clausthal. 

Die  Vektoranalysis    und  ihre  Anwendungen  in  der  Elektromagnetische    Schwingungen.       Von    Dr.    R. 

theoretischen  Physik.  VonDr.  W.v.Ignatowsky  Rüdenberg,  Ingenieur  in  Göttingen, 

in  Gießen.  Die  Theorie   der  Ionisation   der  Gase.     Von  Dr.  G. 

Akustik.     Von  Dr.  A.  Kai  ahne,   Professor   an  der  Rümelin,  Privatdozent  an  der  Universität  Frei- 
Technischen  Hochschule  zu  Danzig.  bürg  i.  Br. 

Thermoelektrizität.     Von   Dr.  F.  Krüger,  Privat-  Die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  der  Tech- 
dozent an  der  Universität  Göttingen.  nik.     Von   Dr.  P.  Schafheitlin,   Professor  am 

Konforme  Abbildung.    Von  L.  Lewent,  Oberlehrer  Sophien-Realgymnasium  zu  BerUn. 

in  Berlin.  Temperaturmessungen.  VonS.  Valentiner,  Dozent 

Technische  Hydromechanik.  Von  Ingenieur  R.Edler  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Hannover, 
von   Mises,   Assistent  an   der  k.  k.  Technischen  Die   Wechselstrommotoren.     Von   I.  Sumec,   Pro- 
Hochschule  zu  Brunn.  fessor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Brunn. 

Diese  Sammlung  wird  fortgesetzt. 

Schuster,  A.,  Ph.  D.  (Heidelberg)  Sc.  D.  (Cantab.)  F.  R.  S.  Professor  der  Physik  an 
der  Universität  Manchester,  Einführung  in  die  theoretische  Optik.  Auto- 
risierte deutsche  Ausgabe  übersetzt  von  Heinrich  Konen,  a.  o.  Professor  der 
Physik  an  der  Universität  Münster.  Mit  2  Tafeln  und  185  Figuren  im  Text. 
[XIV  u.  413  S.]     gr.  8.     1907.     geh.  n.  JC  12.—,  in  Leinwand  geb.  n.  JC  13.- 

Serret-ScheJBFers,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Nach 
Axel  Harnacks  Übersetzung.  Neu  bearbeitet  von  Dr.  Georg  Scheffers, 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Charlottenburg.  In  3  Bänden, 
gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.Band.    Differentialrechnung.     4.  Auflage.     Mit  70  Figuren  im  Text.    [XVI  u.  624  S.]    1906. 
U.JI  13.— 
IL     —       Integralrechnung.    3.  Auflage.     Mit  105  Figuren  im   Text.      [XIV  u.  586   S.]     1907. 
n.  JL  13.— 
III.     —       Differentialgleichungen  und  Variationsrechnung.    3.  Auf  läge.    [Erscheintim 
Herbst  1908.] 

Sommer,  Dr.  J.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig,  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie.  Einführung  in  die  Theorie  der  algebraischen  Zahl- 
körper. Mit  4  Figuren  im  Text.  [VI  u.  361  S.]  gr.  8.  1907.  In  Leinwand 
geb.  n.  JC  11.— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

starke,  Dr.  Hermann,  Professor  ander  Universität  Greif swald , experimentelle  Elek- 
trizitätslehre mit  besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Anschauungen  u.  Er- 
gebnisse. Mit275Abb.imText.  [XIYu.422S.]  gr.  8.  1904.  In  Leinwand  geb.  n.^Äl  6.— 

Stephan,  P.jRegiemngebaumeister,  Oberlehrer  an  der  Kgl.  Höheren  Maschinenbauschule 
zu  Posen,    die  technische  Mechanik.     Elementares  Lehrbuch  für    mittlere 
maschinentechnische  Fachschulen  und  Hilfsbuch  für  Studierende  höherer  tech- 
nischer Lehranstalten.     In  2  Teilen,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 
Einzeln : 

I.  Teil.      Mechanik    starrer    Körper.     Mit  255   Figuren   im  Text.      [VIII   u.   344  S.]     1904. 
n.  Ji  7.— 
II.    —       Festigkeitslehre  und  Mechanik  der  flüssigen  und  gasförmigen  Körper. 
Mit  200  Figuren  im  Text.     [Vni  u.  332  S.]     1906.    n.  JC  7  .— 

Stolz,  Dr.  C,  weil.  Professor  an  der  Universität  Innsbnick,  Grundzüge  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung.  In  3  Teilen,  gr.  8.  geh.  n.  JC.  24. — ,  in 
Leinwand  geb.  n.  JC  27. —  Einzeln  jeder  Teil  geh.  n.  o^6.  8. — ,  in  Leinwand 
geb.  n.  .iC  9.— 

I.  TeU.     Beeile  Veränderliche   und   Funktionen.     Mit  4  Textfiguren.    [X  u.  460  S.]    1893. 
n.     —       Komplexe  Veränderliche  und  Funktionen.   Mit  33 Textfiguren.  [IX u. 338  S.]  1896. 
TIT.      —       Die  Lehre  von   den   Doppelintegralen.    Eine  Ergänzung  zum  I.  Teile  des  Werkes. 
Mit  41  Textfiguren.     [VIII  u.  296  S.]     1899. 

u.  Dr.  J.  A.  Gmeiner,  Professor  an  der  Universität  Innsbnick,  theoretische 

Arithmetik.  2.  umgearbeitete  Auflage  ausgewählter  Abschnitte  der  „Vorlesungen 
über  allgemeine  Arithmetik"  von  0.  Stolz,     gr.  8. 

I.  Abteilung:  Allgemeines.     Die   Lehre   von   den   rationalen  Zahlen.     2.  umgearbeitete  Auflage  der 

Abschnitte    1 — 4    des    I.    Teiles    der   Vorlesungen     über    allgemeine   Arithmetik    von 
O.  Stolz.     Mit   6  Figuren   im   Text.     [IV  u.  98  S.]     1900.     geh.  n.  JL  2.40,  in  Lein- 
wand geb.  n.  M.  3. — 
II.  —  Die  Lehren  von  den  reellen  und  von  den  komplexen  Zahlen.  2.  umgearbeitete  Auflage 

der  Abschnitte  5 — 8,   10,   11  des   I.,  und  1,  2,  5  des  II.  Teiles   der   Vorlesungen   über 
allgemeine  Arithmetik  von  O.  Stolz.     Mit  19  Figuren  im  Text.     [XI  u.  S.  99—402.] 
1902.     geh.  n.  Ji  7.20,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  8. — . 
L   u.  IL  Abteilung  in  einen  Band  geb.  n.  J(.  10.60. 

•^^— —  Einleitung  in   die  Funktionentheorie.     2.   umgearbeitete 

und  vermehrte  Auflage  der  von  den  Verfassern  in  der  „Theoretischen  Arithmetik" 
nicht  berücksichtigten  Abschnitte  der  „Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik" 
von  0.  Stolz.  Mit  21  Figuren  im  Text.  [X  u.  598  S]  gr.  8.  1905.  In  Lein- 
wand geb.  n.  JC  15. — 

x\uch  in  2  Abteilungen: 

I.  Abteilung:  Mit  10  Figuren  im  Text.     [VI  u.  242  S.]     1904.     In  Leinwand  geb.  n.  JC.  6  — 

II.  —  Mit   11  Figuren  im   Text.     [VIII  u.  243—598.]     1905.     In  Leinwand   geb.  n.  J(.  9.— 

Sturm,  Geh.  Regierungsrat  Dr.  Rudolf,  Professor  an  der  Universität  Breslau,  Ele- 
mente der  darstellenden  Greometrie.  2.  umgearbeitete  und  erweiterte 
Auflage.  Mit  61  Textfiguren  und  7  lithogr.  Tafeln.  [V  u.  157  S.]  gr.  8.  1900. 
In  Leinw.  geb.  n.  JC   5 .  60. 

Taschenbuch  für  Mathematiker  und  Physiker,  unter  Mitwirkung  von  E.  Wolf  fing, 
H.  Liebmann,  0.  Knopf  und  Fr.  Auerbach  herausgegeben  von  Felix 
Auerbach.      8.      In    Leinwand    geb.  ca.  n.  JC  4. —     (Erscheint  Oktober  1908.) 

Vivanti,  Dr.  G.,  Professor  an  der  Universität  Pavia,  Theorie  der  eindeutigen 
analytischen  Funktionen.  Umarbeitung  unter  Mitwirkung  des  Verfassers 
deutsch  hrsg.  von  Dr.  A.  Gutzmer,  Professor  an  der  Universität  Halle  a.  S. 
[VI  u.  512  S.]     gr.  8.     1906.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  12.— 

Volkmann,  Dr.  P.,  Professor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr.,  Einführung  in 
das  Studium  der  theoretischen  Physik,  insbesondere  in  das  der  ana- 
lytischen Mechanik.  Mit  einer  Einleitung  in  die  Theorie  der  physikalischen 
Erkenntnis.  [XVI  u.  370  S.]  gr.  8.  1900.  geh.  n.  o^  9.—,  in  Leinwand  geb. 
n.  .«  10.20. 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin. 

"Wallentinj  Dr.  J.,  Regierungsbaurat  und  Landesschulinspektor  in  Wien,  Einleitung 
in  die  theoretische  Elek trizitätslehre.  Mit  81  Figuren  im  Text.  [Xu. 
444  S.]     gr.  8.     1904.     In  Leinwand  geb.  n.  J{  12.— 

Weber,  Dr.  H.,  und  Dr.  J.  'Wellstein,  Professoren  an  der  Universität  Straßburg  i.  E., 
Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik.  Ein  Handbuch  für  Lehrer 
und    Studierende.     In  3  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Band.      Elementare    Algebra    und   Ana-lysis.      Bearbeitet   von    H.    Weber.       2     Auflage. 

Mit  38  Textfiguren.     [XVIII  u.  539  S.]     1906.     n.  M.  9.60. 

II.  Band.     Elemente     der     Geometrie.       Bearbeitet     von     H.    "Weber,      J.    Wellstein     und 

W,  Jacobsthal.     2.  Auf  läge.    Mit  251  Textfiguren.     [XII  u.  596  S.]     1907.    n.  J^.  12.— 

III.  Band.     Angewandte   Elementar-Mathematik.     Bearbeitet  von  H.  Weber,  J.  Wellst  ein 

und  B.  H.  Weber  (Heidelberg).      Mit  358  Textfiguren.     [XIII  u.  666  S.]    1907.   n.  Ji  14.— 

Wien,  Greheimer  Hofrat  Dr.  W.,  Professor  an  der  Universität  Würzburg,  über 
Elektronen.^  Vortrag  gehalten  auf  der  "^7.  Versammlung  deutscher  Natur- 
forscher und  Ärzte  in  Meran.     [28  S.]     gr.  8.     1905.     geh.  n.  J6.  1. — 

Wiener,  Geh.  Hofrat  Dr.  Christian,  weil,  Professor  an  der  Großh.  Polytechnischen 
Schule  zu  Karlsruhe,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  In  2  Bänden, 
gr.  8.     geh.  n.  c^K  30.— 

I.  Band.  Geschichte  der  darstellenden  Geometrie,  ebenflächige  Gebilde,  krumme 
Linien  (erster  Teil),  projektive  Geometrie.  Mit  Figuren  im  Text.  [XX  u.  477  S.] 
1884.  Anastatischer  Neudruck  1906,  mit  hinzugefügtem  Register,  geh.  n.  t^H.  12. — 
II.  —  Krumme  Linien  (zweiter  Teil)  und  krumme  Flächen.  Beleuchtungslehre, 
Perspektive.  Mit  Figuren  im  Text  (und  4  bzw  2  Tafeln).  [XXX  u.  649  S.]  1887. 
geh.  n.  JC  18. — 

Wüllner,  Geheimer  Regierungsrat  Dr.  A.,  Professor  an  der  Kgl.  Technischen  Hoch- 
schule zu  Aachen,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  In  4  Bänden. 
Mit  1104  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  und  Figuren  und  4  lithogr. 
Tafeln,     gr.  8.     1896/1907: 

Bei  gleichzeitigem  Bezüge  aller  4  Bände  ermäßigt  sich  der  Oesamtpreis 
des   Werkes    geh.  auf   n.  M.  44.—,    iu  Halbfranz  geb.  auf  n.  M.  50. — 
Einzeln : 
I.  Band.     Allgemeine  Physik  und  Akustik.  6.  Auflage  bearbeitet  von  A.  Wüllner  und  A.  Hagen- 
bach.   Mit  333  Abbildungen  und  Figuren  im  Text.    [XIV  u  1058  S.]     If07.     geh.  n.J(.  16.—,  in 
Halbfranzband  n.  Jl.  18. — 
II.       —       Die   Lehre   von   der   Wärme.      5.  Auflage.     Mit  131  Abbildungen   und  Figuren   im  Text. 

[XI  u.  936  S.]     1896.     geh.  n.  JC  12.—,  in  Halbfranzband  n.  JC  14.— 
[II.       —       Die    Lehre   vom   Magnetismus    und    von   der   Elektrizität    mit    einer  Einleitung: 
Grundzüge   der   Lehre   vom   Potential.    S.Auflage.    Mit  341  Abbildungen  und  Figuren 
im  Text.     [XV  u.  1415  S.]     1897.     geh.  n.  M  18.—,  in  Halbfranzband  n.  M.  20.— 
IV.     —        Die    Lehre    von    der    Strahlung.     5.  Auflage.      Mit    299  Abbildungen    und    Figuren  im 
Text  und  4  lithogr.  Tafeln.    [XII  u.  1042  S.]  1899.  geh.  n.JC  14.—,  in  Halbfranzband  n.  J(.  16.— 

Zöppritz,  Dr.  K.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr.,  Leitfaden 
der  Kartenentwurfslehre.  Für  Studierende  der  Erdkunde  und  deren  Lehrer. 
In  2.  neubearbeiteter  und  erweiterter  Auflage  herausgegeben  von  Dr.  A.  Bludau, 
Professor  am  Gymnasium  zu  Coesfeld.     In  2  Teilen,     gr.  8. 

I.  Teü.     Die  Kartenprojektionslehre.     Mit  100  Figuren  im  Text  und  zahlreichen  Tabellen. 

[X  u.  178  S.]     1899.     geh.  n.  J(.  4.80,  in  Leinwand  geb.  n.  Ji.  5.80. 
II       — r      Kartographie   und   Kartometrie.     Mit   12   Figuren   und   2  Tabellen   im  Text  und 
2  Tafeln.     [VIII  u.  109  S.]     11)08.     geh.  n.  Ji  3.60,  in  Leinwand  geb.  J{.  4.40. 


Verlag  von  B.  G.  TEUBNER  in  LEIPZIG  und  BERLIN. 

Encykiopädie  der  Mathematischen  Wissenschalten 

mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen. 

Herausgegeben  im  Aufti-age  der 

Akademien  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Leipzig,  München  und  Wien, 

sowie  unter  Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen. 

In  7  Bänden  zu  je  6 — 8  Heften,     gr.  8.     Geheftet. 


I.  Arithmetik  und  Aigebra,  3  Teüe,  redigiert 
Ton  W.  Frz.  Meyer. 

n.  Anatysis ,     2    Teile ,    redigiert    von    H. 
Burkhardt  iind  W.  Wirtinger. 

ITT.  Geometrie,    3  Teile,    redigiert  von  W. 
¥tz.  Meyer. 

IV.  Hechanik,  2  Teile,  redigiert  vonP.Klein 
und  C.  H.  Müller. 


V.Physik,    2  Teile, 
Sommerfeld. 


redigiert    von    A. 


VI.  1.  Geodäsie  und  Geophysik,  redigiert  von 

Ph.Purtwängleru.E.Wiechert. 

2.  Astronomie,  red.  von  K.  Sohwarz- 

Bchild. 

VIL  Geschichte,  Philosophie,  Didaktik,  nebst 

Generalregister,  red.  von  F.  Klein  und 

C.H.  Müller.  ' 


Aufgabe  der  Encykiopädie  ist  es,  in  knapper,  zn  rascher  Orientierung  geeigneter 
Form,  aber  mit  möglichster  Vollständigkeit  eine  Gesamtdarstellung  der  mathematischen 
"Wissenschaften  nach  ihrem  gegenwärtigen  Inhalt  an  gesicherten  Resultaten  zu  geben 
und  zugleich  durch  sorgfältige  Literaturangaben  die  geschichtliche  Entwicklung  der 
mathematischen  Methoden  seit  dem  Beginn  des  19.  Jahrhunderts  nachzuweisen.  Sie 
beschränkt  sich  dabei  nicht  auf  die  sogenannte  reine  Mathematik,  sondern  berücksichtigt 
auch  ausgiebig  die  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Physik,  Astronomie  und  Geodäsie, 
die  verscliiedenen  Zweige  der  Technik  und  andere  Gebiete,  und  zwar  in  dem  Sinne,  daß 
sie  einerseits  den  Mathematiker  darüber  orientiert,  welche  Fragen  die  Anwendungen  an 
ihn  stellen,  andererseits  den  Astronomen,  Physiker,  Techniker  darüber,  welche  Antwort 
die  Mathematik  auf  diese  Fragen  gibt.  In  sieben  Bänden  zu  je  etwa  640  Druckseiten 
sollen  die  einzelnen  Gebiete  in  einer  Reihe  sachlich  geordneter  Artikel  behandelt 
werden;  der  letzte  Band  soll  ein  ausftihrliches  alphabetisches  Register  enthalten.  Auf 
die  Ausführung   von   Beweisen   der  mitgeteilten  Sätze   muß  natürlich   verzichtet  werden. 

Die  Ansprüche  an  die  Vorkenntnisse  der  Leser  sind  so  gehalten,  daß  das  "Werk 
auch  demjenigen  nützlich  sein  kann,  der  nur  über  ein  bestimmtes  Gebiet  Orientierung  sucht. 


Encyciopedie  des  sciences  mathematiques 

pures  et  appliquees. 

Publiee  sous  las  auspices  des  Academies  des  sf.iences 

de  Göttingue,  de  Leipzig,  de  Munich  et  de  Vienne 

avec  la  collaboration  de  nomhreux  savants. 

Edition  fpan^aise, 

redigee  et  publiee  d'apres  l'edition  allemande  sous  la  direction  de 
Jules  Molle,  professeur  ä,  l'universitd  de  Nancy. 

En  sept  tomes.     gr.  8. 

Durch  die  günstige  Aufnahme  veranlaßt,  welche  die  deutsche  Ausgabe  dieses  monu- 
mentalen "Werkes  in  Fachkreisen  gefunden  hat,  und  auf  vielfache  Anregungen  hat  sich  die 
Verlagsbuchhandlung  entschlossen,  die  Encykiopädie  der  Mathematischen  Wissenschaften 
in  Gemeinschaft  mit  der  Firma  Gau thier-Villars  In  Paris  auch  in  französischer 
Sprache  erscheinen  zu  lassen.  Das  "^'erk  wird,  wie  schon  die  ersten  Lieferungen  zeigen, 
seitens  der  deutschen  Bearbeiter  viele  Änderungen  und  Zusätze  erfahren,  und  aiich  die 
französischen  Mitarbeiter,  sämtlich  Autoritäten  auf  ihren  Gebieten,  haben  eine  gründliche 
Umarbeitung  vorgenommen.  Zum  ersten  Male  dürfte  somit  wohl  hier  der  Fall  eingetreten 
«ein,  daß  sich  bei  einem  so  großen  Werke  die  ersten  deutschen  und  französischen  Fach- 
gelehrten zu  gemeinsamer  Arbeit  verbunden  haben. 


